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Get  ouvrage,  comroe  celui  que  j'ai  publie  en  1864,  sous 
le  litre  de  TraitS  de  la  Dynamique  dim  point  materiel  et 
auquel  il  fait  suite,  est  divis^  en  deui  sections. 

La  premiere  expose  les  notions  fondamentales  et  les 
th^ries  dont  I'ensemble  constitue  la  Dynamique  des  sys- 
temes  mat^rieis,  c'est-&-dire  les  g^n^ralit^s  de  la  science 
de  Teffet  des  forces  sur  les  corps* 

La  seconde  section  contient  de  nombreux  exemples  de 
Tart  d'appliquer  a  des  questions  usuelles  les  connaissances 
theoriques  enseignees  dans  la  premiere.  Gette  seconde  par- 
tie  donnera  de  Tint^r^t  k  I'^tude  abstraite  et  un  peu  aride 
de  la  science  pure  :  elle  en  fera  mieux  saisir  la  yraie  signi- 
fication et  la  port^e;  elle  habituera  k  voir  dans  les  fonnules 
Ittt^rales  les  fails  physiques  dont  elles  sont  les  ^nonces 
abreges. 

Mais  je  ne  saurais  trop  conseiller  aux  jeunes  gens  studieux 
a  qui  ce  livre  est  destine,  de  relire  les  divers  paragraphes 
de  la  premiere  section  chaque  fois  qu'ils  en  feront  Tappli- 
cation,  afin  de  les  apprendre  et  les  rapprendre  jusqu'a  ce 
qu'ils  les  possedent  imperturbablement,  comme  je  suppose 
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qu'ils  savent  les  thtorfemes  principaux  el  tres-peu  nom- 
breux  de  la  dynamique  d'un  point  materiel. 

Une  coDdition  essentielle  du  succes  de  cette  6tude  est 
d'attacher  la  plus  grande  attention  a  la  signification  scien- 
tifique  de  certains  mots  empruntes  au  langage  commun  et 
recevant  en  m^canique  uti  g^ns  special  qui  doit  seul  leur 
£tre  attribu6. 

Les  principaux  mots  techniques  qui  appartiennent  Jt  la 
Cin^matique  sont  :  k  temps,  la  vitesse  et  FaecSlSratton  (*) 
liniaireSy  la  vitesse  et  facceUration  angulaires,  II  serait 
superflu  de  reproduire  ici  les  explications  donn^es  en  leur 
lieu  sur  ces  diverses  quantity.  Je  crois  seulement  utile  de 
rappeler  que,  dans  un  ^nonce  ou  dans  une  formule  de 
m^canique,  un  temps  est  exclusivement  une  dur^e  qui  a 
un  commencement,  une  origine  appel^e  instant  initial  et 
une  fin  appel^e  instant  final :  un  instant  n'est  done  pas  une 
dur^e  m^me  tres-petite,  pas  plus  qu'un  point  en  geom^trie 
n'a  d'^tendue.  De  mSme  qu*on  dit  et  qu*on  ecrit  en  abrig^ 

(*)  I'igbbre  quel  auteur  a  le  premier  employ^  en  mecauique  le 
tndt  dbc^KratioQ  (jiii  est  tr&s-utile  dank  les  ehoiic^s  de  cette  science 
el  qui  d^signe  ce  qu'bd  appelait  aiiparavaut  force  acciUratrice  en  con- 
fdodant  tin  effet  avec  sa  cause ;  mais,  chose  aaaet  curieUsb;  Pofssod, 
qui  n'en  a  fait  aucun  usage  dans  son  TrtiM  d^  M^caniqw  (t^  4dit. ,  iSS3)» 
Ta  introduit  dans  la  table  des  matieres  du  premier  volume  (p.  ii),  en  oea 
lermes  :  «  D^Gnition  du  roouvement  uniform^ment  acc^ler6  ou  retarde ; 
la  force  qui  le  produit  est  une  force  constante ;  ce  mouvement  est  ceJui 
deb  corpft  ptoants  dans  le  vide ;  dans  un  tn^me  lieu,  Tacc^l^ration  est  la 
mdme  pour  tous  les  corps ;  sa  grandeur  &  TObservatoire  de  Paris.  »  La 
table  renvoie  au  num^ro  115,  oik  il  est  dit  que  «  on  appelle  g  Taccroid- 
c  sement  constant;  positif  ou  n6gatif»  de  ia  vitesse  dates  cbaqua  uiiil6 
<  de  temps,  »  sans  autre  dtoominatioii* 


3M^rV':;, 


lUHtSi.  Tit 

i  le  poibt  \xy  S^,  i)  i  t^lll*  dirt  c  te  {toint  ddttt  lei  coor- 
lioDD^es  sbni  x,  p  %i  iy  %  cetUines  p^t^nties  disetit 
c  I'iiistaht  t  )»  oil  d  Tjpbquli  t  n  pout*  fiignifier  a  li  fin  du 
riostaDt  final  du  telhps  /;  »  c'est  tine  locution  que  je 
trois  devoir  AViter,  |pbur  cotiserter  k  la  notation  t  son 
tifaiqub  si^ification.  D'atatres  a^pelledt  instant  r^l^m^ht 
de  t^tttpd  d^  c^  i]Ul  h'est  pas  mditis  incorrect  bn  tnath^- 
inaliqUlis  t}tie  d'appblKt*  pdint  T^li^tiient  de  Tolume  dj?dyd«. 

La  botidii  fbndAtbfintale  dp6dial6  ft  la  Dyaamique  est  eellb 
de  la  fotti,  (jui^  eotUMe  cellHi  de  Tfespttee  et  du  temps,  s'ao- 
4mei*t  par  t'eip^rienee.  Yoici  h  m  ggdrd  en  quels  termes, 
hx  eomttiencefaietli  d^  Mbh  JVditll  d€  la  byMmlque  ttun 
point  mcUiriel  (p.  3),  j'ai  fait  appel  au  souvenir  du  lectebr : 

c  La  siBttsatidii  que  bous  fiprbdvotis;  lorsque  pat*  notre 
i  cdhUct  atec  lib  bbi^ps  tidus  liiDdifibnd  son  6tat  de  repos  ou 
I  de  motivethetit,  pifbdtiit  to  bobs  Tidee  d^  1^  force  plus 
c  ou  moins  grande  que  nous  eser^ns ;  et  cDnittie  d'autres 
k  ciriibbstafltbi  qUb  Tafetion  de  bds  niuscles,  teller  que  les 
«  attractions  ou  les  repulsions  k  distance;  dobuent  lieu  k 
i  des  fefi^ts  s^iitBlablte,  bous  Sobtbies  conduits  ft  abstraire 
i  de  ees  cilrconi^tabees  tr6s-diterset$  la  notion  communfe  et 
I  sinlple  qUe  retjp^rietid^  ft  todt  iboment  r^petee  nous  a 
c  donn^e  de  la  force  m^canique.  y* 

Cette  explieation  est  au  fond  celle  qu^enseigne  en  d'au- 
tred  termes  M.  Dbhamel  C*^,  qui,  ft  Texemple  de  D'Alem- 

n  <  Li  noUbn  des  fol*cei  tsl  deft  plUs  ftlMiiles  et  de^  pld«  incohtes- 
&  hblei;  ellb  dous  Wefat  de  Pe^p^Heoce  dfe  tous  \H  infltabts.  Nous  De 
«  pouvoDS  d^raoger  ud  corps  de  \i  |)odltlbn  qii'tl  occupe  sans  atoir  le 
<  seotimeot  d^uD  effort ;  dous  I'^prOuf baft  db  mdtiie  paur  §tibtedi>  un 
•  corps  pesanty  et  nous  avoos  I'id^  dMb  eflbi't  plus  gradd  ou  plus  (ietit, 
«  avant  d^afoir  des  moyeos  precis  de  compiraiadd.  It  fiiut  ddne  bibii  se 
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bert  (*)•  deduit  la  notion  des  forces  de  ceile  des  efforts  que 
nous  faisons  pour  produire  ou  empdcher  le  xoouvement  des  . 
corps.  Peut-£tre  y  aurait-il  a  objecter  ici  qu^un  effort  s'etend 
a  tout  I'organe  agissant  (la  main,  le  bras,  etc.),  tandis  que 
la  force,  telle  qu'on  I'entend  en  Dynamique,  se  localise  a 
Tendroit  du  contact  oti  elle  s'exerce ;  c'est  pourquoi,  s'il  fal- 
lait,  pour  faire  comprendre  ce  qu'est  une  force,  employer  un 
synonyme,  j'aimerais  mieux  dire  que  la  force  ressemble  a 
la  pression  que  nous  produisons  sur  un  corps  quaud  nous  le 
poussons,  ou  k  la  traction  que  nous  faisons  nattre  quand  nous 
tirons  ce  corps  par  I'interm^diaire  d'un  fil  ou  d'une  cor(}e. 

La  plupart  des  auteurs  fondent  I'id^e  de  force  sur.la^ 
notion  de  cause. 

a  On  entend  en  general  par  forces  «,  dit  Lagrange  (**)j 
«c  la  cause,  quelle  qu'elle  soit,  qui  imprime  ou  tend  k  im-\ 
<c  primer  du  ipouveroent  au  corps  auquel  on  la  suppose 
<K  appliqute.  i 

a  La  force, »  dit  Poinsot(*^,  ic  est  une  cause  quelconque 
a  de  mouvement.  » 

oc  On  donne,  en  general, »  dit  Poisson  (****)*  «  le  nom  de 
((  force,  a  la  cause  quelconque  qui  met  un  corps  eu  mou^ 
c  yement,  ou  seulement  qui  tend  i  le  mouvoir,  lorsque 

«  garder  de  dire  que  la  notion  des  forces  ait  rien  d*hypoth6tique..Elle 
«  est  aussi  certaine  que  tout  ce  qui  nous  vient  de  {'experience.  » 
{Cours  de  MSoaniquB  de  M.  Dubamel,  t.- 1,  p.  2.) 

(*)  <  Nous  n'avoDS  d'id^e  precise  et  disUncte  du  moi- force,  qu'en 
€  restreignaot.ee  terroe  k  exprimer  un  effort.  >  (D'Alemliert,  Traill  de 
Dynamique^  IHscaurs  pr^Uminaire^  p.  22.) 

(**)  MScanique  analytique^  p.  1. 

(***)  iUmente  de  StaliqfAe,p.  2. 

(****)  TraiU  de  Micamque,  p.  2. 


tf  SOD  effet  est  suspendu  ou  empdcfa6  par  une  autre  cause.  » 
U  est  ais^  de  \oir,  par  quelques  exemples,  que  ces  d^fi- 
iiilions  ont^  par  suite  de  la  signiflcatioD  trop  gen^rale  du 
mot  causey  le  d^faut  de  se  pas  s'appliquer  exclusivement  k 
Fobjet  d^fini,  tel  que  la  Dynamique  le  considere.  Eu  effet, 
^ui^Dt  leur  interpretation  la  plus  naturelle,  chacun  pour- 
rait  raispnner  ainsi :  Lorsqu'en  poussant  un  corps  je  le  fais 
sortiLdu  repoSy  je  suis  la  cause  ,de  son  mouvement;  done 
je  suis  une  force.  La  vapeur  qui  pousse  le  piston  d'uue 
machine  est  la  cause  de  son  mouvement ;  done  la  vapeur 
est  une  force.  Lorsqu'un  obstacle  arrdte  un  corps  anim^ 
d'ttne  certaine  i^itesse,  il  est  la  cause  qui  modifie  le  mouve- 
ment prSexistant ;  done  cet  obstacle  est  une  force  (*).  Sans 
douteces  locutions sont intelligibles  et  peuvent  m^rne  dtre 
tr^-Gonvenables  dans  le  discours  ordinaire;  mais,  a  mon 
avis,  elles  doivent  dtre  rigoureusemenl  rejetees  du  langage 
de  la  science  dont  nous  nous  occupons.  L*homme  qui 
pousse  un  corps,  le  gaz  qui  presse  un  piston,  Tobstacle  qui 
arr^te  ua  corps  en  mouvement  exercent  des  forces ;  ils  sont 
d6s  occasions,  des- causes  de  forces;  les  forces  qu'ils  exer- 
cent, et.ceUes  que  reciproquement  ils  regoivent,  conform^- 

n  Cec^D'est  pas  de  ma  part  une  simple  suppositioD.  L'illustre  Carnot 
difliU  tians  cesen»>:  <  Les  poiats  fixes  et  obstacles  quelcooques  sont 
*  des  forces  purement  passives....  » (Principes  de  VSquilibre  et  du  mouve^ 
menty  p.  237.)  le  o'lpsisterai  pas  sur  ce  qu*a  aujourd*hui  de  singulier 
€ette  enonciatibn  qu'iin  point  fixe  est  une  force ;  roais  Texpression  de 
force'passive  nie  paralt  une  alliance  de  mots  contradictoires ;  car  la  force 
qu*exeree  un  appui  fixe  et  que  nous  appelons  souvent  reaction  de  cet 
appui,  iigit  aussi  reejlement  que  toute  autre  force.  C'est  probablement  k 
rimitalion  de  Camot  (|ue  plusieurs  auteurs  appellent  resistances  pas-- 
Aoet  celles  qui  naissent  du  frottement,  de  la  roideur  des  cordes,  etc. 


ihetlt  ^ti  princifie  d^  la  r^actidil  Sgale  bt  cbntiraire  k  tdUte 
action,  soiii,  dans  notre  pens6e,  toiites  de  mfinie  nature  et 
cdmparables  tiumeriquedient  Tune  k  l'{^uthe«  qtlelle  (|tie 
soit  Id  diifiSreiice  des  agents  qui  I^s  font  nattre. 

Gette  difRSrence  d'origine,  dotit  Id  byhahiiqbe  ^6n$rale 
fait  abstraction,  prend  au  cohtraire  line  grande  injportance 
ah  physique.  De  Ik  les  blassilicatioh^  admises  dabs  bett^ 
derniere  scietice.  Ainsi  pdr  isteinple,  M.  Jatnin  recod- 
salt  (*)  a  cinq  espfeces  sp^ciales  de  forl^es  :  les  actions  tnu- 
«  tuelies  des  corps,  la  chdleur,  la  lumifete,  T^lettricit^  ei 
c  le  tnagnetisme.  3>  Cetle  Enumeration  se  rapporte  ^an^ 
doilt^,  nbri  k  uilfe  pretetldue  diversile  des  forces,  mais  k  Id 
diversite  des  circonstdobes  oil  ces  forces  se  produisent ;  car 
isn  definitive  toutbs  les  forces  de  la  ndtur^  sont  des  actiobs 
mutuelles  entre  les  derniers  ^l^ments  des  corps.  Detax  prd- 
fesseurs  non  moins  Emiilents  que  celiii  que  je  vi^ns  d6 
tlibT,  MM.  Bdutdd  bt  d'Almeida,  s'exprihl^ut  sut^  1^  jherh€ 
sujet  dans  les  ternles  suivants  (**)  :  a  Les  forces  que  tidils 
ct  toyons  intervenir  dans  Id  productioil  des  phetlomene^ 
«  sont  tres-varidbles  par  letlt*  origitie.  Les  plus  Irtipbrtanles 
«  sont :  les  actions  nioleculaires,  donl  ndllS  Irehdns  de  dire 
oc  un  mot  k  propos  des  trois  etals  de  la  maliere ;  les  agents 
a  physiques  deja  nommes  (pesanteur,  chaleur,  Electricite, 
(t  lumiere),  dont  I'^tlide  fait  le  principal  objet  de  ce  cdurs; 
«  Taction  des  ttioleiirs  dhinlEs  (Thomme,  Ife  cheval,  etc.) ; 
<r  le  ventet  les  cours  d'eau,  qui  doivent  a  la  pesanteur  leiir 
«  aptitude  a  jouer  le  r61e  de  forces ;  Telasticite  des  ressorts 
cc  et  les  irottements,  dont  les  efTets  se  confondent  avec  ceux 

n  Cours  de  Physique,  1888,  t.  I,  |>.  5. 

n  Caufs  tUfneHMre  de  Physig^e,  1861,  p.  8. 
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k  des  forfeefe  tool^culaires.  *  ll  est  ihutlle  d'itisifeiet'  sur  ce 
que  la  Dyilatniqu^,  ftctence  math^matique,  atlHit  k  repren- 
drfea  be  Ungage  qui  donne  le  mfime  nom  alix  forces  qu*aut 
agents  qui  les  eiercent ;  le  vetit,  par  eiemple,  n*Bsl  pas  pro- 
jprement  utie  force;  b'esl  l*air  en  thouvement,  qui  doit  sa 
puis&ahcli  motrice,  non  a  isL  p^sahleur,  Uiais  a  sa  masse  et  k 
sa  titedse,  d'oii  r^sulte  la  pressiou  ou  fbrce  qu'it  produit 
scir  les  ailes  d'un  moulin. 

Uobset^atiob  des  jf^h^riomenes  de  la  vie  dans  les  6tres 
orgatiisfe  a  doiine  naissance  aux  expressioils  force  titale^ 
forcB  inteltecttfelle^  fdrce  morale^  qui  se  rattachetit  k  des 
fails  aussi  certains  que  ceux  de  I'ordre  purement  materiel, 
mais  d'Une  nature  essentiellement  differeute.  II  faUt  remar- 
quer  que  IS  mot  fbrce  n'a  plus  dlors  son  sens  propre  et 
matheiiiatiqiie;  it  il*itidiqde  plus  des  choses  mesurables, 
dont  on  puisse  dire,  par  ^xemple,  que  Tune  e^l  double  ou 
triple  d*Une  autre;  il  h'a  plus  qu*un  sens  figdre,  ou  bien  it 
prefad  la  signification  gi§nerdle  de  eause  des  phenomenes 
dotil  I'letiide  est  Tobjet  de  Id  physiologie  et  de  la  pbiloso- 
pbie.  Or  laDynarttikJue  ne  pent  iiitervfenir  dans  celte  ^tude, 
k  itibins  qu'elliB  tl*y  Ihtel'vienne  pour  rappeler  une  loi  ab- 
solue,  infiiillible,  imposSe  aux  mouvemetils  de  tous  les  6tres 
xnileHels,  qti'ils  sttiettt  ou  ne  soient  pas  organises,  la  loi  de  la 
ruction  egaJe  a  toute  action.  Ainsi  Tdme  humaine,  ce 
chef-d'oeuvre  de  la  creation  divine,  agit  inconteslablement 
sur  la  matiere  de  nos  organes,  fait  qui  n'est  guere  plus 
merveilleux  que  Taction  r^ciproque  de  tous  les  corps  de 
Tunivers,  quelles  que  soient  leurs  distances  grandes  ou  pe- 
lites;  liiaiS;  ce  qui  n'a  peut-6tre  pas  ete  vu  assez  clairement 
par  les  philosopbes,  cette  faculty  motrice  de  T&me  ne  se 
manifeste  jamais  queii  donUant  UaissaUce  k  des  forces  phy- 


siques  egales  et  contraires  deux  k  deux  autre  les  ^l^meuts 
mat^riels  de  sos  orgaues  ^).  C'est  ce  qui  fait  comprendre, 
comma  on  le  yarra  ci-apres,  n9*  13  et  17,  pages  16  et  21, 
rim  possibility  oil  serait  un  homme  ou  un  animal  queicon- 
que  pos6  dans  la  yida  sur  uu  plan  horizontal  parfaitemeut 
poli^  c'ast-^-dire  sans  frottement,  de  d^placar  horizonta- 
lament  son  centre  de  gravite,  ou  de  s'imprimer  une  rota- 
tion  d'ensemble  autour  de  la  verticale  passant  par  ce  point. 
Peut-fitre  trouvera-t-on  que  j'insiste  beaucoup  sur  la 
signification  du  mot  force  en  m^canique ;  mais  on  s'6ton- 
nera  moins  si  Ton  considere  que  les  plus  grands  espritsont 
loiigtemps  dispute  sur  une  question  qui  se  rattachait  es- 
santiellement  k  celte  signification  et  que  cette  dispute  nous 
a  legue  une  expression  vicieuse,  celie  de  force  vive.  II 
s'agissait  de  savoir  quelle  etait  la  mesure  des  forces  des  corps 
en  mouvement.  Les  uns,  comme  Descartes,  Newton  et  Euler, 
soutenaient  que  la  force  d'un  corps  en  mouvement  est 
mesur^e  par  le  produit  de  sa  masse  m  et  de  sa  vitesse  t;, 
produit  mv  qu'on  a  appele  impetus  ou  quantiti  de  mouve- 
ment; d'autres,  comme  Leibnitz  et  Jean  Bernoulli,  preten- 
daient  qu'elle  est  proportionnelle  au  produit  de  la  masse 
du  corps  et  du  quarre  de  sa  vitesse,  ou  ils  disaient  d'une 
maniera  plus  precise  que  cette  force  se  mesure  par  le  pro- 

duit  du  poids  p  du  corps  multipli^  par  la  hauteur    — 

d'oii  il  faut  faire  tomber  dans  le  vide  un  corps  quelconque 

sous  Taction  de  la  pesanteur,  pour  lui  faire  acqu£rir  la 

Vitesse  que  possede  le  corps  dont  il  s'agit;  et  ce  produit 

i»«  1 

p—    ou    -  wv*    etait  nomm6  par  Leibnitz,  tantdt  puis- 

Zg  z 

C)  Voir  Mecanique  de  PoifisoD,  t.  II,  p.  451. 
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sauce  motrice,  tantAt  force  vive  et  tantAt  puissance  \ive.  A 
Tappui  de  la  premiere  opinion,  on  all6guait  que  si  deux  corps 
aon  ilastiques  viennent  directement  k  la  rencontre  Tun  de 
Taatre  avec  des  vitesses  r^ciproques  k  leurs  masses,  leur 
choc  mutuel  les  r^duit  tous  deux  au  repos  :  done,  con- 
cluait-on,  ces  deux  corps,  avant  leur  rencontre,  etaient 
anim^  de  forces  egales  et  contraires  qui  se  trouvent  fina- 
lement^quilibrees,  d^truites.  La  seconde  opinion  s'appuyait 
sar  un  autre  genre  d'experience :  qu'on  fasse,  par  cxemple, 
tomber  une  boule  m^tallique  creuse  d  une  certaine  hau- 
teur sur  une  matiere  molle  oii  elle  s'enfoncera  un  pen ; 
qaapresl'avoir  retiree,  on  double  son  poids  en  la  chargeant 
de  grenailles  et  qu'on  la  laisse  tomber  sur  la  m^me  matiere 
molle  a  cAt^  du  premier  trou,  en  faisant  en  sorte  que  la 
hauteur  de  la  chute  soil  la  moitie  de  ce  qu'elle  a  m  la  pre- 
miere fois,  on  re^onnait  que  Taugmentation  du  poids  a  com- 
peDs6  la  diminution  de  la  hauteur  et  que  Tenfoncement 
produit  est  le  m^me.  L'effet  ^tant  le  mdme  dans  les  deux 
cas,  on  en  concluait  que  dans  les  deux  cas  la  force  du  corps 
tombi  est  la  mAme.  Or  les  quarres  des  vitesses  de  corps 
tombant  de  diverses  hauteurs  sont  proportionnels  aux  hau- 
teurs de  chute;  done,  disait-on,  pour  que  deux  corps  en 
mouYement  soient  animus  de  forces  egales,  il  faut  que  les 
qaarrfe  de  leurs  vitesses  soient  r^ciproques  k  leurs  masses. 
Toute  la  difficult^  de  cette  contestation  venait  de  ce  qu'on 
tfayail  pas  prealablement  d^fini  Tobjel  du  d6bat,  en  disant 
ce  qu'on  entendait  par  la  force  d'un  corps  en  mouvement. 
Aujourd'hui  cette  expression,  qu'on  peut,  si  I'on  veut, 
conserver  dans  le  discours  ordinaire,  devrait  Aire  exclue 
da  langage  mathAmatique  dans  lequel  le  mot  force  serait 
restreint  k  exprimer  Tidee  que  reveillent  en  nous  les  mots 


pressiop,  pou^^,  tfAClipa.  \\  est  p[^r  qu^  neq  da  t#l  W  s^ 
manifes^e  dans  un  corps  pftr  cpU  s^nl  qvi'il  est  ^x\  mouy^ 
i^eqt.  Si^  par  une  pqr^  hypptb^se,  oa  imagjoe  qne  pe  (H>rp9, 
(|HP  (les  rprces  quelcoqqvi^s  opt  tir6  du  r^pos,  soit,  a  partjv 
d'uQ  certain  ins^nt,  abapdpDqe  k  lui-mime,  na  roQContrAnt 
ni  obstacle  qi  r^sistancp,  soq  cen^rp  dp  gravity  con^nFa  dte 
Iqrs  sa  yitessp  invariable  en  gr^ndeiir  pt  eq  dir^tion ;  ^'est 
la  loi  de  I'inertie.  Dans  cp(  etatlpcorpsne  recoitqio'exerce 
aucune  force.  II  semble  done  qu'il  n*y  ait  rienqu*oq  puisse 
appeler  sa  force  actuelie. 

Comment  se  faisait-il  qup  {e^  grinds  gepmeirps  que  noua 
yenons  de  nommer  Tentendissent  autremeq^)  C^*e9t  qqp, 
adoptaot  pour  ie  mot  force  la  definition  vague  et  tfPp  g^Q^ 
rale  de  cause  de  mouvemen^x  ^1^  appliqu^ient  le  pidme  qoo) 
k  des  choses  difl'erentes.  Qqand  iU  poqsidprpient  la* variation 
actuelie  du  mouvement  d'uq  corps,  i|s  rpcoqnaissaippt  tous 
que  la  cause  aussj  aclqelle  dp  pette  variatipq,  paupie  que  de- 
puis  on  a  appelee  tantdt  force  accel^r^trice,  tant6t  force 
motrice,  est  proportionnel)p  au  produit  dp  (a  masse  et  de 
Faccroissement  de  |a  vitessp  dans  Tuqit^  de  tefqps.  JHfi^is 
lorsqu'ils  portaient  leur  atteqtjon  sqr  \^  (qoqYpmeqt  ftpquis 
ou,  pour  mieux  dire,  sur  la  yilpsse  ftpqui^  d'uq  corp^t 
comme,  par  exemple,  dans  Ie  cas  simple  de  q^qqvpiqeqt 
rectiligne  uniforme,  ils  attpcbaient  au  mot  force  Tid^  de 
la  cause  non  actuelie,  mais  anterieurp,  de  pe  pipuvement, 
pu  bien  ils  consid^raient  le  corps  comme  capable,  en  vertq 
de  sa  masse  inherente  a  sa  nature  et  de  sa  vitesse  apcideq-? 
telle,  de  devenir  ulterieurement  cause  de  mouvpmeQl  poqr 
un  autre  corps  qu'il  viendrait  a  rencontrer,  et  ils  appelaieqt 
force  du  premier  corps  cette  faculty  d*imprip(^er  dv  mouyp- 
nient  au  second. 


Si  aujourd'hui  on  prflpQ8«il!  coffintfl  ^^  problifR^  4^  d^-* 
terminer  la  force  ainsi  d^fiDie,  les  notions  ^l^mentaires  de 
mecanique  (*)  sufBraien(  ppur  r^ppndre  : 

La  masse  d'un  corps  etant  donnee  ainsi  que  sa  vitesse 
actuelle»  la  force  (nptrice  qui  a  fait  sortir  ce  corps  du  repos, 
et  la  force  contraire  ou  r^sistante  qui  serait  capable  de  ]e 
rameqer  au  repps,  peuvent  £tre  suppos^es  soit  variables, 
soit  constantes.  Si  Ton  admet,  pour  simplifier,  la  seconde 
hypoihtee,  cela  ne  suffil  pas  pour  cal6i)l^r  Tintensi^^  de  Ifi 
force ;  il  faut  encore  prendre  en  consideration  up  temps  ou 
un  espace,  spit  le  temps  qu'a  dur^  Tactipp  de  la  premiere 
force  ou  que  durera  I'aption  de  Is^  secopde,  soit  Xespace 
qu* a  parcouru  le  ippbile  sous  I'actiop  de  la  force  metric^ 
ou  Tespace  qu'il  parcourra  sous  Taction  de  la  force  r^sis- 
tante. 

Si  I'oa  considere  le  temps,  la  solution  du  problen^e  se 
r6duit  k  ^crire  que  le  produit  de  la  force  et  du  temps  est 
bgBUi  au  produit  de  la  |qa§se  et  de  }a  vitesse,  relation  qu'on 
exprime  par  la  formula 

et  qu'oD  ^nonce  en  disant  que  Fimpulsion  de  la  force  est 
igak  d  rimpetus  oudlq  qv^nfiti  4e  tm^ven^t  du  corpSn 
Si  Tqh  ((pn^d^v^  I'espace,  la  solution  copsiste  a  ^prire 
qne  le  produit  dp  Ifi  force  p(  4^  Tespace  parpouru  pends^nt 
sQp  {^ptioQ  ps(  ^gal  i^tt  produit  du  poids  di|  corp^  piultipli^ 
par  la  baqteur  due  h  3a  vitesse,  c'est-Mire  h  la  moiti6  d\\ 
produit  de  la  massp  et  4u  quarr^  de  (4  vitesse,  seconde 

(*)  Yoir»  Dini9miqu$  c^'tm  poiiK  puUerul^  obap.  Ill,  §  3. 
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relation  qu'on  ezprime  par  la  formule 

2 

et  qui  s'^Donce  en  disant  que  le  travail  de  la  force  est  4gai 
a  la  puissance  vive  du  corps, 
Supposons,  par  exemple,  qu'une  balle  de  fusil  dont  le 

poids  p  est  de  jr  kilog.  ail  une  vitesse  t;  de  420  me- 
tres par  seconde.  Si  Ton  admet  que  pendant  le  temps  t 
rapport^^  une  seconde  et  compt^  depuis  Tinstant  du  depart 
jusqu'^  celui  oh  la  vitesse  v  a  ^t6  acquise,  la  force  F  ex- 
prim^e  en  kilogrammes  ait  et6  constante,  dans  I'^quation 

Fizumv, 

on  f  era 

g       40  X  9,81  40  ' 

ce  qui  donne 

Fl  =  4,071; 

done,  suiTant  que  Taction  de  la 

force  a  dur6  (^ ,01 ;  0^,005 ;  etc. 

son  intensity  a  6t6  en  kilogrammes       107,  i ;  214,2;  etc. 

Si  le  mdme  corps,  lorsqu'il  a  ia  vitesse  de  420  metres, 
rencontre  un  autre  corps  qui  an^antisse  cette  vitesse  en  lui 
opposant  une  force  constante,  la  m^me  Equation  donnera 
rimpulsion  r^sistante  exerc^e  par  I'obstacle  sur  la  balle  en 
mouvement.  En  supposant,  parexemple,  que  Tobstacle  ail 


N 
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d^broit  la  vitesse  dans  un  temps  de  0,0001  de  seconde,  on 
en  conclura  que  la  force  a  6t^  ^e  10710  kilogrammes. 

Yeut-on,  au  lieu  du  temps,  faire  eatrer  dans  le  calcul 
l^espace  s  parcouru  pendant  ce  temps?  S*il  s'agit  du  mdme 
corps  ayaut  la  mdme  yitesse  finale,  il  faut  dans  T^quation 

sobstituer  pour  m  et  t;  lesm^mes  yaleurs,  ce  qui  donnera 
F5=224,9i; 

done,  suiyant  que  la  force  a 

agi  dans  une  itendue  de  1" ;  0",90 ;  0»,80 ;  elc. 

SOD  intensite  F  en  kilog.  est     2^,9;  249,9;  281,1 ;  etc. 

Si,comme  nous  I'avons  dit  tout  k  Theure,  lemdme  corps 
en  rencontre  un  autre  qui  d^truise  sa  yitesse  en  lui  oppo- 
saDt  une  force  constantCt  la  mfime  eqaalion  donnera  le 
tra?ail  resistant  exerc4  par  la  reaction  de  Tobstacle  sur  la 
balleen  mouyement;  et  en  supposant,  par  exemple,  que 
robslacle  n'ait  permis  au  centre  de  grayile  du  mobile  que 
de  parcourir  une  longueur  de  0^,02,  on  en  conclura  que 

224  91 

Fintensite  de  sa  ruction  a  it6  de  -— ^—  =  11245  kilogr. 

0,02  " 

On  yoit  k  quoi  aurait  dH  se  r^duire  la  fameuse  querelle 

sur  la  mesure  de  ce  quon  appelait  la  force  d'un  corps  en 

mouyement :  ceux  qui,  ayec  Descartes  et  Newton  (*),  you-^ 

laient  que  cette  mesure  fiit  la  masse  multipliee  par  la  yitesse, 

n  yoltaire,  qui  avait  public  eu  1738  un  ourrage  aujourd'bui  oubli^ 
lur  la  philosophie  de  Newton,  paralt  ayoir  voulu,  daos  lea  vers  suivants 
^TuDe  ipitre  k  Fr6dMc  U,  roi  de  Pruase  (avril  1741),  exprimer  la  doc- 
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nommiiietit  fotte  \k  (^AMAi\A  Sdrnplexe  QUe  fidus  &t>|iklons 
impuUvms  laqueli(^,  ttioyentiatlt  te  cboii  coiiviSDable  des 
unites,  estnuineriquetiieiltldgalii  ft  I'inipetUd  oU  qudbtlle  de 
moaVetneDt;  ceui^ili^  6¥ec  LeibttiU  felJ.  Beftioiilli,  t>ii§- 
t^adaieilt  que  lA  fbroe  d'uti  t^oi'pB  dtl  tndUt^Mefil  Ml  ph>poP« 
tioDuelle  au  produit  de  la  masse  et  du  quarre  de  la  vitesse, 
doDDaieot  le  nom  de  forc6  a  la  quantite  compleie  que  nous 
nommoDS  travail  et  qui,  d'apr^s  le  m£me  choix  d'unites, 
est  Dumeriquement  egaie  k  ce  que  nous  appelons  jMis^««inc« 
vive.  Si  de  deux  corps  non  elastiques  qui  yont  directement  a 
la  rencontre  I'un  de  Taatlr^i  dd  tsat  savoir  lequel  des  deux 
entraiuera  Tautre,  il  faut  consid^rer  leurs  impetus  nu- 
meriquemeDt  egaux  aux  produits  die  l^u^s  ttiasses  et  de  leurs 
vitesses ;  s'il  s^agit  de  Comparer  les  (iavit^s  ijUe  feront  les 
deiii  corps  en  peiietradl  dans  un  obstacle  compressible, 
cett^  pfltiett'allon  cortespciiJknl  a  Ud  tl'avail  rSslslant,  il 
failt  consld^rer  les  puissances  Viv6s,  pi*6poi*tiotinelles  aux 
produits  des  masses  et  des  qu&rl*es  deS  Vitesses.  Suppose,  paf 
cxemple,  que  la  premifef^  thas^e  Soit  ^gale  &  huit  Fois  h  se- 

tritl^  At  U  me^ure  des  ferc^^  i^ar  les  qUantlti^  du  Aduretttettt  et  le 
ptinmpe  dis  la  rtaction  (gate  li  t^te  actiolit 

9ongec  que  lei  bdUleu  ne  voas  respeeieul  gudre« 
Et  qu*uii  plomb  daaa  un  tube  enlass^  par  des  sots 
Peut  casser  d*un  seul  eoup  la  l^te  d*uu  h^rosi 
Lorsque,  multipliant  son  poids  par  sa  vitesse, 
tl  I^Ad  l*atr  q«ki  r«sistii,  et  pbdsstt  auUtat  quMI  pIMise. 

(ies  vers  soni  assurement  tr^-spiriluels ;  boais  s*il  8*agissait  de  casser 
iinift  Idte,  Leibnitz  kurait  raison  t^ntrd  NeWtori,  car  la  pbssibititii  pour 
une  balle  de  produire  cet  effet  croU  proporlioDnellement  au  produit  du 
poids  el  du  quarr^  de  vitesse  t  e^est  une  question  de  travail.  Quant  au 
dernier  vers,  on  oe  devine  pas  aiaement  que  le  seboiid  h^mlstiohe  veut 
dire  que  le  plomb  pousse  Tair  autant  que  Teir  pTesae  le  t»lomb. 


dondC)  ttlais  que  hk  s^eottde  Vitedise  «Oit  quadvaple  dS  k  pK* 
oliere,  on  trOuv^rcL  que  TiitlfietUg  dU  pfeiflier  t^t^  ^i 
double  de  celui  du  ft^coDd,  et  que  111  {)ute«ftUce  Viv«  dti 
8«colid  e«t  deubie  de  eelle  dU  pi^mief^j  qui  j^at"  cdbsfiqueflt 
etttttliierdt  I'&uttis  dtti)^  fiun  ttfioc^,  iMlfi  fSMil  uu  lHir«Lil 
tfioiudre. 

Je  cmiB  UsAiUteM&t  d^Wit"  fdK  qu^lt^eii  t>b$er¥Attott!$ 
au  ftujel  des'iduU  ilUpUlsito)  i&petU^,  ti^vAil  el  pUbsWee 
Tive. 

Oti  s'aceordd  g(^iieMilel&ek)l  k  Be  ^\xb  UdmeUHe  Texigleftce 
deferims  dite«  iUiitoMfi^  m  de  pet^Udsiofl^  qu'od  dupfm^ 
sail  Bant  dur^e  ei  capables  de  pr^duire  dAns  (^  coi'pd  deii 
chaogemeuu  bfuisqiiefi  de  viiesBe^  eatis  led  ikife  ^i^sei'  paf 
lesiitatB  iniermediaii'es.  La  doctrine  qui  re^Ui^e  ees  forced 
idstantauees  a  ^t^  prufessee  pat"  M.  Poticelet,  k  I'^eole  d'ar-^ 
tillerie  et  du  genie  de  Meti,  di^s  18%,  et  p<lt  Geriolis  daud 
sob  Ihxitii  du  eak^  tk  Ffeffet  des  matfiines,  pubtie  deule- 
meat  en  1829,  tiiaie  ^c^it  ^lusieurd  ann^e^  auparavaut. 
EUe  a  ete  adopts  paf  PoisedU  daUs  la  deUiieUie  ^iliob  de 
son  Traite  de  Mecanique,  en  1835.  Toute  force  a  dOttC  Utte 
eertaine  diiree.  Loreque  deut  corps  sont  ^approch^s  au 
degr«  qui  constitue  le  oentact  physique,  ieur  Action  kUU^ 
tueile  peut  dire  prolong^e  peildatit  un  temps  apptNBCiabie^ 
on  n'avoir  qu'une  tres-Cburie  duf 6e  qui  tichappe  a  I'obder- 
vation.  L'ancienne  docirine,  distinguaut  ces  deUt  cad,  disait 
que  dans  le  premier  les  corps  agissaient  Tun  sur  Tautre 
pairpression,  et  que  dans  le  second  ils  Agissaient  par  im- 
pulsion. La  pression  etait  bien  de  la  m^me  nature  que  ce 
que  nousappelons  force;  mais  ce  qu'on  appeiait  tantdt  une 
force  uTirnpulsian^  tantdt  simplement  uae  tmpuision^  etait 
en  reaiite  le  produit  de  Taction  mutuelle  tres^rande  des 
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deux  coq)8  moliipli^  par  la  tres-courte  duree  de  sod  action 
(Micanique  analytique  de  Lagraoge,  t.  I,  p.  256;  t.  II, 
p.  66).  La  seule  ioDOvation  que  je  me  sois  permise  est  do 
supprimer  le  mot  force  deyaut  celui  A'impulsion^  et  de 
donner  de  cette  deroiere  expression  une  definition  qui  com- 
prend  toutes  ies  forces  possibles,  consid^r^es  sous  le  rapport 
de  leur  duree  quelconque.  Dans  le  cas  particulier  d'une 
force  constante,  son  impulsion  est  le  produit  de  son  inten- 
sity et  de  sa  dur^e. 

J'ai  dity  dans  moD  Traiti  de  la  Dynamiqve  dvofi  point 
maUriel^  p.  58,  en  quoi  I'expression  guantite  de  motwe- 
ment  me  paratt  choquante,  et  j'ai  propose  de  remettre  en 
usage  le  mot  latin  et  auglais  impetus,  qui  au  siecle  dernier 
£tait  employe  dans  ce  sens  en  mecanique,  et  qui,  applique 
a  la  quantity  de  mouvement  de  I'eau  ou  de  Tair  debites 
dans  le  m^me  temps  par  une  mdme  section,  repond  parfai- 
tement  a  Tidee  que  nous  nous  faisons  de  Timpetuosite 
d'une  riviere  ou  d'un  ouragan.  L'impulsion  subie  par  un 
corps  et  son  impetus  se  correspondent  comme  une  cause  et 
son  eSei. 

Le  mot  travail,  propose  des  1826  par  Goriolis  et  aujour- 
d'hui  g^n^ralement  adopte,  a  I'exemple  du  general  Poncelet, 
pour  designer  une  quantite  (*)  tres-importante  en  meca- 
nique,  n*a  pas  besoin  d'etre  d^fini  ici,  non  plus  que  le  nom 
tres-expressif  de  kilogrammetre  donue  a  I'unite  de  travail, 

(*)  Du  moment  qu'il  est  enteodu  que  le  mot  iraoail  dans  la  roeca- 
nique  th^rique  signi6e  par  tui-mSme  une  quanlit6,  il  semble  incorrect 
d^employer  Texpression  qiMtiiiU  de  iravail  dont  font  usage  plusieurs 
auteurs  et  jCoriolis  lui-mdme,  dans  quelques  passages  de  son  TraiiS  du 
cakul  de  Veffet  des  maohines,  Cette  locution  convient  aussi  pen  que  si 
Ton  disait  quantity  de  longueur,  quantity  de  volume,  etc. 
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par  M.  ]e  g^n^ral  Poncelet.  Mais  je  ne  puis  in'empdcher 
de  protester  contre  I'emploi  abusif  que  beaucoup  d'ing^* 
nieurs  font  depuis  quelque  temps  du  mot  travail  daus  les 
questions  de  resistance  des  mat^riaux  de  construction  : 
c'est  eiridemment  d^naturer  le  sens  de  ce  terme  que  de  dire, 
par  example,  qu*uDe  poutre  en  fer  soumise  h  une  certaine 
charge  transTersale  travaille  en  tel  point  a  6  kilogrammes 
par  millimetre  quarr6,  pour  exprimer  qu'en  ce  point  la 
pression  ou  la  tension  dans  une  certaine  direction  a  la  valeur 
qu'oD  indique. 

Si  Ton  d^igne  par  p  le  poids  et  par  t;  la  yitesse  d*un 
point  materiel  ou  d'un  corps  quelconque  dout  nous  ne  con- 
sideroDs  le  mouvemeut  qu*en  ce  qui  concerue  son  centre 
de  grayite,  et  si  Ton  multiplie  le  poids  par  la  hauteur  due 

a  la  Vitesse,  c'est-k-dire  par    —  ,  le  produit  p —    qu'on 

peut  exprimer  par    -r- ,    en  appelant  m  la  masse  du 

corps,  signifie  trois  choses  num^riquement  ^gales  : 

r  Le  travail  moteur  de  la  force  qui,  supposee  appliqu^e 
an  centre  de  gravite,  a  partir  de  Tinstant  oil  le  corps  est 
sorti  du  repos,  s'est  exercee  sur  lui  pour  Tamener  k  son  ^tat 
actuel  de  mouvement ; 

2^  Le  travail  resistant  d'une  force  que  le  corps  dont  il 
s*agit  devrait  subir  de  la  part  d'un  autre  corps  pour  Stre  ra- 
mene  au  repos  dans  ud  temps  quelconque ; 

o"  Enfin  le  travail  moteur  de  la  force  qu'exercerait  pen- 
dant ce  m£me  temps  le  mdme  corps  consid^re  sur  le  corps 
resistant,  en  vertu  du  principe  de  la  reaction  egale  h  toute 
action,  pourvu  que  le  premier  corps,  qui  devient  ainsi  mo- 
teur relativement  au  second,  soit suppose  nepassedeformer 
pendant  qu'il  exerce  cette  fonction. 


he^  quaDtit^    Pt-    on    -  wv^    e^t  done  la  mesure  du 

travail  qw  la  cepps  auqqel  eUa  sa  rapporta  est  capable 
d'aiaroar  iur^  uq  autre  earpa  qui  lui  sera  eppos^,  jusqu'a  ca 
qu'it  wi\  raduit  au  repo^,  aous  la  aeodition  da  na  pas  se 
dafarD9§r;  plus  genar^lement  at  ^08  aQuditiou  i^uauDs,  la 
lU^me  quantita  aat  la  masure  du  travail  r^sistaut  que  oe 
aprps,  an  vertu  da  sa  ma^aa  et  da  se^  vitasse,  est  capable  do 
QUppurtar  jusqu'a  aa  qu'il  perda  aetta  vitesse.  Quel  noiq 
coDvient-il  de  donner  a  celte  quantity,  dont  la  cousid^ratioQ 
ggt  4a  h  p)ua  hauta  utility  dans  U  tbeeFie  du  mouvement 
ir^ria  da$  poaphipes?  Au  cqipmeuaemeDt  de  uotre  siecle, 
)^aplai^<^t  (^gr<^Pge,  et  Poissou  leqr  disoiple,  se  boraaient  a 
dire  qu'oo  nommait  <v  force  mve  d'un  systeme  la  socnme 
des  produits  ^e  1^  masse  de  cl^f^qvie  cprpjsi  par  la  quarre 
de  sa  Vitesse,  »  sans  aucune  explicatioo  sur  Torigine  et  le 
{audamantde  aetle  expFessies.  lis  laissaieut  k  leurs  lee- 
teurs  ou  ^Hditeurs  »  da^fiiifif  PpwjroftPt  fiatta  qH^fltite,  qui 
d^ng  )es  forroviles  de  la  PynftfniquB  ^\  Ijopipg^ne  a?ec 
uj)  ppi4§  iQultipli^  par  una  bf^utaur,  pouvi^it  expriiupr  pue 
fovfe^  §it  qe.  qvi^  sigptfit^it  Tapitba^a  vive  daqpee  a  eatte 
pr^tendue  force.  On  voit  d'aiileurs  que  la  for^ca  vjve  definie 
ppir  ^  iJJHs^rps  g^Qmptres  &\^\i  agftj^  q^  dcn^U  du  Irayail 
a»qH?|  ^tftil  dd  I'^tat  dp  iftQUvamant  4h  corps  oftDsid^rf. 

Coriolis,  dans  spQ  f.rait^  4p  Caicul^ft^ffet^mqchixies^ 
p\»bli^  fiq  1^29,  iRSJjSta  aur  la  sigoi^cfttioq  pratiqBP  qu'il 

fallait  attribuer  k  la  quantite    ^    en  disant  qu'elle  «  est 

1ft  ffi^urp  du  tr?kvai|  qu'oij  pourrpi^  refirer,  m  nnf^ximum, 
%  4a  la  Vitesse  d'un  ppint  mpt^riel.  n  Quant  au  noip  a  lui 
donner,  voulant  d'une  pgrt  ppnsprver  \^,  d^9p)ipa|}pp 


qsit^  (le  /<w^  Vf^,  et  tr^UYant  4'auti»e  part  a  quMI  est 
^  trefrrg^nant  d's^Qi?  iip  Qpqf)  peur  le  double  d^uae  quan-r 
«  lite  gu'cm  retrqu^F^  k  Pbaque  ipatant,  »  il  ae  decida  a 

jl^S  Mil) 

appeler  force  vive  celte  quantity    ^    ou    -^ ,    moitie 

de  c?  qiie.  les  g^qffl^tre^  Rppel^i^at  du  {xt^ntP  OPW  (*)i 

Cbarg^  eq  18518  ^'efl^ignep  1^  m^cRnJque  a  r^colq  oeBr 
tniie  d§s  Arts  et  Mft^u&Qtufes,  je  ppus  utile  ^'^yiter  cett^ 
ambi|[\iit$,  ^\  pouf  cel§  il  |qq  sijfBt  de  r^mplac^f  simpler 
ment  le  mot  farce  par  le  moi  puissance  dejk  employe  sans 
grande  utilite  dans  quelques  ^nonc^s  de  statique,  et  dont 
la  veritable  signifieation  dans  la  langue  commune  me  parqt 
rfpondre  parfaitement  a  Tid^e  qu'il  s'agissait  d'exprimer. 
Ed  Toici  la  preuve  :  le  Treiitd  de^  Sy^fi^Jff^e^  fff^ngais  d^ 
Girard  dit  ^  Tftrlicle  53^  qwe  lp§  Irois  papis  PwYW,  Ppisr 
8AHGE  et  F4<:fniTt,  pi^is  dans  le  sens  physique  et  litteral, 
c  eignipenl  (eu^  une  disposition  dans  le  sujet,  par  le  moyen 

<  de  laqueile  il  est  capable  d'agir  et  de  produire  un  effet : 
9  mais  le  pouvoir  vient  des  secouys  ou  de  la  liberte  d'agir ; 
«  la  pui^safice  vjf nt  4^8  fo^'pps ;  ^t  ja  feci} jl^  vigpt  (je^  prft- 
ft  priete^  pfttnrellfis-  a  h  ^k^^l^i  dooo  pas  a  nomraer 
puisfianae,  en  Dynamique,  la  capacitS  deproflmrsdu  iravail, 
h  dire  ainsi  la  puissance  d*un  ressort,  la  puissance  d'un  mo- 
teur,  la  puissance  d^n  cheval  (traduction  de  Tanglais  hqrse 
wnver)  (**),  et  enfin  la  puissance  vive  d'un  corps  en  mqij- 
yeipent  pour  fajre  enjepdre  quf.  o^\\e  puisssneg  qu  Cftpacitp 

(*)  Tai  oiiT  dire,  et  cela  se  comprend,  qu^un  c^l^bre  aead^micien, 
ateflB^bw  %i  pbiloftopbe.  Ampere,  bttmait  ^tte  imiftyalioi)  qui  oooservait 
uae  etpre^^ioB  re^iie  es  cba»g»ap(  aa  sigBi^catioo. 

n  D'Aubuiaaoa  (l\ai$4  4'kudfauHqm,  p.  354)  prfitead  qua  f  dana 

<  lea  arts,...  on  a  toujours  dit  el  Ton  dira  toujour!  :  la  force  d'uo  mu- 
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de  trayail  est  due  tout  k  la  fois  k  la  masse  et  k  la  mtesse 
du  corps.  Gorioiis  avait  dit  avant  moi  que  <(  Tipithete  vive 
a  sert  k  distinguer  le  travail  qu'on  peul  retirer  d'uue  vi- 
flc  tesse  acquise,  de  celui  qu'on  peut  retirer  deressortscom- 
tt  primes  ou  de  tout  autre  moteur.  » 

Une  seule  objection  m*a  ^t^  faite  :  c'est  que  ma  propo- 
sition ^tait  une  innovation.  M.  Duhamel,  dans  la  deuiieme 
Edition,  publi^e  en  1853,  de  son  Ctmrs  de  Micanique 
[i^  partie^  p.  404),  reconnalt  que  la  «  denomination  de 


«  rant  (i*eau,  d*un«  machine,  d'un  cheval.  »  N^omoios  il  joint  au  mot 
fora  Tadjeclif  dynamiqae  pour  exprimer  Pidee  de  travail,  et  il  appelle 
la  force  propremeot  dite,  force  statique,  comme  si  lea  forces  qui  agis- 
sent  dans  P^tat  d'^uilibre  6taieDt  d'une  autre  nature  que  celles  qui 
s'exeroent  pendant  le  mouvement.  Je  ne  puis  accepter  dans  le  langage 
de  la  science  ce  sacrifice  de  I'exactitude  it  Tusage  vulgaire. 

En  admettant  que^  comme  le  dit  Garnot  (Prt«ictpe»  de  ViquiUbte  H 
du  mouvefnerUy  p.  Si),  il  $e  pr6sente  deux  manieres  ausei  naturelles 
Vune  que  Vautre  d*ivaluer  I'action  qu^exercetU  les  moteure  arUmis^ 
Vune  qui  consitte  a  voir  quel  fardeau  un  hommey  par  exemple,  peut 
porter,  ou  quel  efforty  Svalue  en  poids,  il  peul  «otttentr,  tout  en  demeu' 
rant  en  repos ;  Vaulre  qui  est  d'exanUner  Vouwrage  qu'H  est  en  Stat  de 
fairs  dans  un  temps  donnS..,,  tout  le  monde  reconnaltra  qu*il  est  n^ 
cessaire  de  ne  pas  confondre  dans  une  mdme  denomination  ces  deux 
manieres  de  consid6rer  les  forces,  savoir,  leur  intensity  et  leur  travail. 

S^il  fallait  donner  une  preuve  de  la  n^cessit^  de  metlre  un  terme  k 
cette  confusion,  je  citerais  les  phrases  suivantes  d'un  article  insere,  le 
ti  octobre  1863,  dans  un  journal  tr^s-repandu  et  sign^  du  nom  d'un 
acad^micien  justement  c^lebre  pour  sa  science  en  physique  et  en 
astronomie. 

t  La  force  d*un  cheval  peut  soulever  un  homme  d'un  m^tre  en  une 
c  seconde  de  temps.  La  pesanteur,  pendant  le  m^me  temps,  Tabaisse 
«  de  cinq  metres.  11  faul  done  une  force  de  cinq  chevaux  pour  soutenir 
«  un  homme  en  Tair.  » 


c  force  viTe  donn^e  k  la  quantity  mt^  est  impropre,  puis- 
c  que  le  produit  d'une  masse  par  ie  quarr^  d'uue  vitesse 
«  n  a  aucun  rapport  a^ec  la  mesure  d'une  force;  mais*  i^ 
ajoute-t-il,  a  nous  la  conserverons  pour  eviter  les  inconv^- 
c  nients  attaches  au  changement  dc  nom,  et  parce  que 
t  d'ailleurs  elie  ne  peut  induire  en  erreur,  des  qu'on  s'est 
(  bien  entendu  sur  sa  signification.  »  II  me  semble  que, 
pour  iire  bien  consequent,  ce  savant  auteur  aurait  mieux 
fait  de  ne  pas  adopter  le  terme  travail  qui  n'existait  pas 
danssa  premiere  edition,  de  1845.  II  n'y  avait  en  effet  rien 
de  choquant  k  dire  que  le  principe  des  forces  vives  appliqu^ 
a  an  point  materiel  consiste  en  ce  que  Taccroissement  de  la 
force  vive  du  mobile  est,  dans  certains  cas,  exprim^  par 
unefonction  des  coordonn^es  finales  de  ce  point;  Tincon- 
venient  etait  seulement  que  r^nonc^  de  cette  propriete  ne 
faisait  qu  une  impression  fugitive  dans  I'esprit  des  lecteurs. 
Hais  dire,  par  exemple,  que  dans  le  cas  tres-simple  d'un 
corps  ayant  le  poids  py  la  masse  m,  et  tombant  de  la  hau- 
teur h  sans  vitesse  initiale,  la  formule 

qui  donne  la  vitesse  v  au  bas  de  la  chute,  s*enonce  en 
disant  que  la  force  vive  acquise  par  le  mobile  est  double  du 
travail  de  la  pesanteur,  tandis  que  si  un  corps  est  Ianc6 
verticalement  dans  le  vide  de  bas  en  haut,  il  s'^levera  jus- 
qa'a  ce  qu'il  ait  subi  de  la  part  de  la  pesanteur  un  travail 
qui  sera  la  moiti6  de  sa  force  vive,  n'est-ce  pas  exposer 
1  etudiant  a  ne  pas  comprendre  pourquoi  Tefiet  produit  est 
Dum^riquement  tant6t  le  double  et  tantftt  la  moitie  de  sa 
cause? 
I'ai  la  conviction  que  t6t  ou  tard  on  reconnattra  que, 


cominG  1^  ¥fiu)ai|  Caiwliii,  00  i\egX  pas  la  quaaUt^  mv\ 
mais  que  c'est  la  quantity    -  mv*    ou    y~     V^^  ^^^^ 

"if 

r^pevoir  iiu  nppo  special*  qui^pd  pq  ¥oit  epoQper  pu  iangagp 
pr4iAvr§  les  forfflulpp  f^^^kiq^}?^  4^  U  Oyowni^w«  5  et 
gviant  ^  rexpressJQD  p^issa^fe  t>ive^  j>i  AuJQur4'hui  ^8  sa 
fftV^ur  w  argywqil  gwft je  ne  poflpaipfi^ig  pt^,  ay^iit  pru 
pep^ftQt  plus  de  viqgt-:pinq  aps  qn^  j'^lMs  U  seul  m\W^  r^^^- 
pQpsa)))e  de  pette  d^9n)in£^U9Q  •  ^1^  App^|4iept  ^  {^eibnitif 

Paps  un  yoluqie  de  ^a  oi|?rp8,  op  pf^qt  lire  les  ppscigfis 
suivants  (*) ; 

Page  li9r  (i(  Ostendendtffn,  est.  ejtfMfem  esfte  giptmtw  ^ 
(f  v^r^  u/^^  librcan  q4  dw$fiedes^  et  pf^van  dm^  librae 
a  ad  untmi  peder^.  » (C'est  la  ^i^po^  puissaQ^  d'^i^TPT  \kW 
liyre  ^  deux  pjed?,  ^t  (l'e|§y^r  depx  livrps  h  W  pi^O 

Pe\gp  19^  Lettre  en  fr^qp^S  ^  Hpgena  ;  « jf'fi^timalft 
ff  ppi§sance  qh  force  pv  Ift  quaptit^  de  rpffepl...  v 

Page  218.  M^wojre  eij  fr^Qcaig.  q  Pq  p^qt  esiiiper  P^m-r 
a  mod^ment  la  force  4'hQ  porps  pf^s^Pl  paF  le  produjt  de  la 
oc  masse  ou  de  la  pesanteur  multipliee  par  la  hauteur  a 
a  laquelle  le  corps  pourrait  mooter  en  verlu  de  son  mou- 
0  vemwt.  » 

Page  958.  MamQire  en  latin  pii  appapaisaent  lea  expires- 
aiops  force  morte  et  force  vive^  dont  la  ppemiive,  qui  desi- 
gnt^it  ce  que  nous  nemsaoas  la  force  pr^pvement  dite,  est 
pompl^'tement  rejatpe  auJQur4'hui,  et  dent  I'aulpe  a  ete, 
eomme  on  va  le  vQir,  ahand^nn^e  pav  Leibnitz  lui-n^ma. 

Page  5^5.  M^moire  intitule  Oynamcq  de  poientid  et 
hgibm  naHir(^  (wporew : 

(t)  L^itiaa  qu«  je  dte  eil  celie  4%  Halle,  4^60. 


9  Ppf^mi^io  ¥•  Pq^^W  fWtrice$  fiMattm  $un$  in 
K  r4ifi<iW  €itmpo9ita  ex  simfilice  mohiH^m  et  duplko^id 
%  vefomtaHmt  9  (I^^s  puissanp^s  molrjces  ftbBolq^s  8ont 
m  r»isQQ  §;o(Dp6&60  4e8  mobiles  el  du  quarr^  de  leurs 

l^gn  page  456  s  (j  Prepmtw  31XXV,  A^W/«w  #«l  e^/rww 
c  fti^  intensufn  q^ampQssit  ffdhw  ampfi¥s  inUtkdi  gmn-: 
<(  tinld^un\q\te  vqffEMu  tiva-  ^  (II  n'es^  pas  de  ressort  qui 
soit  jejjeipefll  t^dl).  qu'il  ^^  pui^se  r^tre  d^^aqlage  par 
ym^  puissance  vive  quelque  petite  qu'elle  soi(.) 

Pa  touted  ^as  citations,  i(  requite  : 

I""  Qw.  dMtvaiit  I^ibuit^,  la  force  d*UD  oorpa  en  mouve* 
pant  ^'e$|ipiait,  aast-Mire  g'exprimait  uum^riquemeut 
par  la  produjt  4u  poida  (lea  mats  masse  qu  pesanteur  ne 
sigpifiaiept  pa§  popr  Imi  aiitra  chose  qiie  le  poids)  multi? 
piia  p^r  la  b^uteuF  a  iaquelle  la  ooppa  pourrait  monter  en 
Ter|u  do  ?pn  fnOHveq^ent  (ce  qqa  nous  appelons  hauteur 

^  Que  I^ejbnitji  a  hiep  dil  qua  oette  force  ou  puissance 
etait  ^n  r^i^op  pQippos^e  dp  poids  et  du  quarr^de  la  vitesse, 
aUepdn  QH0  iPL  bftytepr  due  k  h  Tlteasa  est  proportionnelle 
^P^QSHrre;  paais  qu*il  p'a  apopc6  nulle  part  qu^elle  fdt 
eg4fi§  k  }a  xpf^sige  pjulUpliee  par  la  quarr^  da  la  vitesse,  suU 
Yaqi )}» d^fuaiiio?^  V9^^  ^^^^  indicaliop  de  motif  par  Laplace, 

Lsfiwge  et  igu^e  disciples  i 

?  0«? ?PH?  pr6|§pdu0  force,  appelea  par  Leibnitz  d'abord 
puissance  ou  force,  puis  force  vive,  plus  tard  ppissance 
motfic^,  ft  f\^  poippi^  cpfin  puissance  vive^ 

C'^at  dppc  sous  |p  patronage  d  pn  grapd  pom  que  je  place 
despFipai^  paU9  npr§^u  s^epti^qpa  et  sa  v^itable  signi- 
8»Uoii. 
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Je  yiens  peut-^tre  de  prolonger  plus  qu'il  D*^tait  D^ces- 
saire  une  dissertation  qui  ne  porte  que  sur  le  laogage  et 
Dullement  sur  le  fond  de  la  science.  U  me  reste  a  justifier 
une  innovation  fondamentale  que  des  1838  j*ai  adoptee  dans 
Tenseignement  de  la  M^canique,  et  qui  consiste  a  consi- 
derer  la  Statique  comme  un  cas  particulier  de  la  Dynamique* 
dont  toutes  les  questions  peuyent,  comme  je  le  fais  voir, 
£tre  traitees  compl^tement  et  directement,  sans  y  faire 
intervenir  la  notion  artificielle  de  T^quilibre  dans  les  mou- 
Yemenis  varies. 

Je  ne  dois  pas  dissimuler  que  cette  marche  non-seulement 
n*est  pas  compl^tement  suivie  par  mes  anciens  coUegues 
ou  successeurs,  mais  qu'elle  a  4te  Tobjet  d'une  critique 
severe  de  la  part  d'un  savant  acad^micien  et  ancien  pro- 
fesseur  de  M^canique,  dans  la  preface  de  la  seconde  Edition 
de  son  Cotars  de  Micanique,  publiee  en  1855,  epoque  a 
laquelle  j'etais  k  T^cole  polytechnique,  depuis  1851,  pro- 
fesseur  charge  d'un  Cours  de  Micanique  et  machines  nou- 
vellement  institue.  a  Dix-huit  siecles,  dit-il,  s^parent  Tori- 
a  gine  de  la  Statique  de  celle  de  la  Dynamique,  c'est-a-dire 
a  Archimede  de  Galilee.  i»  II  allegue  que  r^quilibre  est 
utile  a  ^tudier  en  lui-mftme,  attendu  qu*il  a  des  applications 
importantes  et  nombreuses  dans  la  vie  ordinaire;  il  donne 
pour  exemples  les  balances,  les  voAtes,  les  charpentes,  et 
m^me  les  machines  destinees  a  dtre  mises  en  mouvement. 
II  ajoute  que  la  Dynamique  est  beaucoup  plus  difficile  que 
la  Statique. 

Enfin,  eticije  cite  textuellement  :  a  Une  consideration 
<r  plus  puissante  encore  est  celle  des  principes  sur  lesquels 
«  ces  deux  sciences  sont  fondles.  EUes  dependent  Tune  et 
a  Taulre,  a  des  degres  differents,  des  lois  assignees  au 
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«  moDde  materiel.  Leurs  bases  doivent  done  6tre  des  r^- 
€  snltats  de  robservatioD,  ou  des  hypotheses.  Or  la  science 
9  An  mouyement  en  exige  un  plus  grand  nombre  que  celle 
c  de  r^quilibre ;  et  si  certaines  lois  de  la  nature  etaient 
c  modifiees,  la  Dynamique  serait  entierement  chang^e, 
c  tandis  que  la  Statique  resterait  encore  ce  qu'elle  est.  Ce 
€  serait  done  renyerser  Tordre  naturel  des  choses  que  de 
«  presenter  la  th^orie  des  mouvements  produits  par  les 
«  forces,  ayant  celle  de  leur  equilibre.  Toute  tentative  de 
«  ce  genre  serait  k  nos  yeux  un  pas  retrograde ;  et  le  succes 
«  qu'elle  pourrait  avoir  ne  saurait  £tre  durable.  » 

J'ose  esp^rer  que  cette  prediction,  qui  depuis  onze  ans 
ne  s*est  pas  encore  accomplie,  nese  r^alisera  pas  plus  dans 
Tayenir  que  la  dur^e  promise  par  le  mdmeauteur,  en  1845, 
a  la  th^orie  des  couples  imaginee  par  M.  Poinsot  comme 
base  de  la  composition  des  forces. 

U  me  semble  d'ailleurs  qu'on  attache  une  importance 
exager^e  a  la  pr^tendue  diversity  des  principes  sur  lesquels 
sont  fondles  la  Dynamique  et  la  Statique.  Ges  principes 
sent  pour  Tune  et  pour  I'autre  au  nombre  de  trois,  savoir : 

Le  principe  de  Tinertie  etroitement  lie  a  la  notion  de  la 
force; 

Le  principe  de  la  composition  des  effets  des  forces; 

Le  principe  de  la  reaction  egale  et  contraire  k  toute 
action. 

Or  ces  lois.  aussi  admirables  que  simples,  sont  tellement 
confirmees  par  les  faits  observes  en  tons  lieux  et  en  tons 
temps,  qu'il  est  bien  superflu  de  s'occuper  de  ce  quo  devien- 
drait  la  science,  si  Tune  de  ces  lois  venait  ^  etre  modifiee. 

Que  la  Statique  ait  son  utilite  propre  et  independante  de 
la  Dynamique,  je  ne  le  conleste  pas  jusqu*^  un  certain 


point.  Le  malht^Ur  tef  que  SDtlVetit  its  f>ehsotiUei  qtii  eil 
Mecaoique  tie  coniiaisfiedt  i}Ue  Iti  Statique  teulent  fidt^  dd 
la  Dynamiqu^  sans  la  savoir  et  perdeiil  ainsl  ^b  tdb^  ins 
Tsntions  llsur  temps  et  leiir  Al^tit ;  ^t  eeci  li'est  peiit^tre 
pas  urte  maUi^ais(d  mi^H  pout  M&Md^Mr  la  Dyflkfaique 
cotnme  le  fondetnent  solide  d«  itt  science  de  r^libfe. 

Qudnti  il  derail  vrai  qu^  la  dtati^iie  flit  ffit)id!l  diffibili  que 
la  Dytiamique,  commit  ub  eas  particaltei^  eat  sdutetit  plus 
simple  et  par  conseqUeut  ^lUs  fbtiile  que  la  i^l^  giSi)(lfble 
d'o(k  it  derive,  ce  ne  sei'ait  pas  lifi  motif  suifisatit  {K)u^  dous 
croire  obliges  d'etitdier  Tuti^  Avatll  Tailtr^^  iidUs  quiden^ns 
les  savoir  toutes  les  deut.  Gect  est  une  quiisliod  de  m^thode. 
La  question  est  de  sdvotr  quel  est  le  mode  d'ebdeignetnenl 
qui,  en  arrivant  le  plus  pi^otnptemebl  ati  but^  ialsse  datis 
Tesprit  les  impfessions  led  plus  nettes  et  les  plbs  durables*. 

L'ordre  historique  dans  lequel  Une  s^iience  (i  litdci^e  est 
uti  ai'gumeut  pdu  dfcisif,  quant  h  VotdtB  a  sUlvtie  dans  Ten- 
seigdement;  mais^  dans  le  K^as  acluel,  cet  at^riiedt  conduit 
k  une  conclusion  toute  dlB^redte  de  celle  qu'od  nous  dp^ 
pose.  Tant  que  la  Btatique  a  ^te  pHtiie  de  Clippdi  de  la 
Dynamique,  elle  est  restive  uue  sciebce  en  gertdtl)  tiBdilite 
k  la  condilion  de  Tequiiibre  du  levier  sous  raction  de  fytC^ 
paralleles;  ce  n'est  qu'apres  les  diicouvei^es  de  Oalil^)  et 
m£me  assefl  longtemps  apres,  qu'a  m  trouYiit^  la  rigte  de 
la  composition  des  forces,  si  celebre  sous  le  nom  de  paralld^ 
logramme  des  forces;  el  oette  regie  fondatneaiale  a  ete 
d^couverte  et  demontr^e^  don  par  de  pures  consid^tiodfl 
d'equilibre,  mais  par  une  application  de  la  lol  dU  tnou* 
vement  que  produit  une  fotn^e  sur  un  point  materiel  dt  de 
la  loi  de  la  composition  ded  mouTements  trouvtie  p^t  Galilt^e. 
G'est  cette  mdrne  marche  quid  dous  suivons  aajoiird*tiui, 
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et  a  rexjpAriedce  ne  Bufflsait  p^B  k  la  justiflef)  nbus  dite^- 
ridbB  le  tigmoignage  irt^cusable  deLagrange)  qui»  dans  sot) 
fraife'  efe  Mivmiq^  anltU^iqm  (p»  19)>  s'et prime  ainsi  t 

«  U  faiit  atouar  qu'en  s^para&l  1^  pHdcipe  dd  la  cottlpo- 
1  siiioQ  des  fonieB  de  Q^lui  da  la  oomposition  ded  taAbati- 
«  meatS)  do  lui  fait  perdre  sea  pdticipaUi  avabtagt^s^ 
»  TilndeDoe  at  lA  Bii&plicit(i)  et  <dti  t<d  i^ddit  A  ii'dtte  qu'tttt 
t  rfiBultat  da  cooBtruetiOD  gttometi^iqiia  fet  d'atlftlyse.  i^ 

Jamais  eondamnatioti  fut<-ell6  pltts  forme! I^i  et  toMibft^ 
t'Hsiie  dti  pluB  haul? 

Peut-Stre  les  notions  fondamentales  de  laDynamiquad'utl 
poi»f  materiel  seraient-ellestolerees  au  commencemenl  d'un 
caarB  de  M^caaique^  k  Qandilioa  qae,  dfeB  que  la  domposi- 
tiod  des  forces  serai t  cotmue,  on  8*en  serttt  pour  en  d^duira 
tons  les  th^oremeis  de  la  Statique  ayant  de  s'ooctiper  du 
mouvemeDl  des  systemes  nlaterielB  ^oub  TacUoa  de  forces 
quelconqaeBi  C'eet  ainsi  que  Mi  Delalinay,  dans  snn  Trmti 
de  Mecanique  rationnelle^  api^  les  chapitres  qui  concarneot 
reqailibreoulemouTement  d'un  point matiriel^  a  expose  les 
conditions  de  Tequilibre  des  systemes  materiels^  e&  oom-^ 
menQant  par  les  solidee  UTariables^  avant  de  s'oocuper  du 
mouvement  des  systemee  materiels  queloobquBBk  Mais 
plus  j'y  airiflecbi  at  pius.j'.ai  cabBulte  rexperience  de  Ten- 
seignemeoti  plUB  j#  m^  suis  eooTaincu  que  la  marche  que 
je  soumetB  dans  eet  outrage  au  jugeibeni  des  ing^nieui^ 
iDBlruitseBtpr^ferible)  parce  i]u'elle  est  au  plus  haut  degr^ 
logique,  lunJineuse  et  solidement  instructiye» 

Je  n*ai  pas  la  preBodaptioQ  de  Oroire  que  je  puisse  con^^ 
Taincre  ni  le  savant  acad^micien  dont  je  yiens  de  repoussel* 
le  blame,  ni  ceuxde  ses  ^minentscolleguesqui,  comme  lui| 
ayant  iongteolpB  miseign^  la  Mecanique^  sont  aatur^Ue* 
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men!  peu  dispose  k  accaeillir  un  nouvel  ordre  d'itudes  en 
cette  science.  II  est  de  mon  devoir  et  il  ne  me  coAte  nulla- 
ment  de  reconnaltre  le  m^rite  eclatant  de  ieurs  travaux^  et 
de  declarer  que,  sans  les  ouvrages  des  savants  professeurs 
qui  m'ont  pr^d^  dans  cette  carn^re,  je  n'aurais  pas  m6me 
songe  a  y  entrer.  Mais  je  crois  que  trente  ans  d*etudes,  de 
meditations  et  d'exp^rience  sur  la  meilleure  maniere  de 
mettre  en  oeuyre  tant  de  precieux  materiaux  me  donnent 
le  droit  d'avoir  a  cet  egard  une  opinion  personnelle ;  et  en 
la  proclamant  j'obeis  k  ma  conscience  sans  nuUe  autre 
preoccupation. 

Une  table  de  matieres  d^taillee  par  chapitres,  paragraphes 
et  articles  donnera  une  idee  du  plan  et  du  contenu  de  I'ou- 
vrage.  On  y  verra  que  dans  les  vingt-cinq  premieres  pages 
se  trouvent  d^montr^es  les  plus  importantes  propositions 
de  la  Dynamique  applicables  aux  systemes  mat^riels  quel- 
conques  en  mouvement,  et  relatives 

Aux  projections  et  aux  moments  des  quantit^s  de  mou- 
vement  et  des  impulsions; 

Au  mouvement  du  centre  de  gravite; 

Au  travail  et  aux  puissances  vives. 

Ges  theoremes  sont  etablis  avec  autant  de  clarte  que  de 
simplicite,  comme  consequences  des  theoremes  analogues 
de  la  Dynamique  d'un  point  materiel,  en  considerant  les 
corps  quelconques  comme  des  assemblages  d'ei^ments  a 
chacun  desqueis  s'appliquent  ces  derniers  theoremes,  pourvu 
qu'on  tienne  compte  des  forces  dites  int^rieures,  forces 
6gales  et  opposees  deux  k  deux^  que  ces  points  exercent  les 
uns  sur  les  autres.  J'ignore  quel  est  Tinventeur  de  cette 
m^thode  nouvelle  et  d'ailleurs  bien  naturelle  de  trailer  la 
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Hecanique;  tout  ce  que  je  puis  dire,  c*est  que  je  i'aire- 
eueillie  de  mes  conversatioDS  amicales  ayec  mon  ancien 
camarade  d'6coIe,  Goriolis.  Quant  aux  th^oremes  de  la 
Dynamique  d*un  point  materiel,  ils  sont  d^montres  tres- 
facilement  (p.  46  et  suiv.  de  mon  Traits  sur  ce  sujet) 
d'apres  les  propri^t^s  g^om^triques  des  parallelogrammes 
infioil^imaux  dont  I'emploi  a  6i&  sommairementindique 
par  M.  le  general  Poncelet,  dans  le  programme  de  Tensei- 
gnement  de  F^coie  polytechnique,  imprime  en  1850. 

Quelques  lecteurs  remarqueront  peut-Slre  que,  dans  mon 
Gours  fait  aux  eleves  de  premiere  annee  a  r£cole  centrale, 
en  1838,  sur  les  gen^ralit^s  de  la  Mecanique,  et  publie 
en  1847,  je  ne  considerais  pas  les  moments  des  quantit^s 
de  mouvement  autour  d'un  axe.  Ayant  ^gard  a  Tinstrucfion 
des  eleves  moins  avancee  qu'elle  ne  Test  aujourd'bui  au 
moment  de  leur  entree  a  I'ficole,  j'avais  omis  cette  parlie 
de  la  science  pour  simplifier  mon  enseignement  et  le  r^duire 
au  strict  necessaire;  mais  j'ai  reconnu  depuis  qu'il  etait 
atile  de  combler  cette  lacune,  ce  qui,  gr4ce  aux  moyens 
dont  je  viens  de  parler,  est  devenu  tres-facile. 

Je  traite  au  paragraphe  6  de  la  composition  des  forces 
appliquees  a  un  systeme  materiel,  en  commen^ant,  con- 
trairement  a  i'usage,  par  d^flnir  T^quivalence  de  deux 
groupes  de  forces  sans  faire  intervenir  dans  cette  question 
la  notion  inutile  de  T^quilibre,  ni  I'hypothese  de  Tapplica- 
tion  de  ces  forces  k  un  systeme  solide. 

Je  termine  ce  paragraphe  par  une  th^orie  des  couples, 
ou  se  trouyent  succinctement  mais  compl^tement  exposees 
toutes  les  propositions  que  contiennent  sur  ce  sujet  les 
iUmentsdeStatiqueAe  Poinsot.  La  conception  des  couples, 
aprte  avoir  ^t^  pendant  quelques  annees  admise  comme 

c 
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base  esseptielle  de  renseignemeDl  da  laSUUquei  e»t  au^ 
jourd'hui  abaDdoonee  80U8  ce  rapporU  Mais  il  n'en  eat  ps^ 
molDs  vrai  que  ceite  coDsideratioOi  Ires-facileiDeQt  iQiro* 
duite  d  posteriori  daus  la  compoalioq  des  forceSf  doiiae  h 
certains  ^nooces  une  Forme  tres- elegante,  at  oonduit  k  doa 
rapprochements  interessants  entre  la  compositioa  des  forces 
et  la  composition  des  mouvements  d'un  solids  etudi^e  ea 
Ginematique  {*). 

Les  paragraphes  7  et  8  pourroot  dtre  omis  dans  une 
premiere  lecture  jusqu'a  ce  que  la  suite  ait  fait  sentir  la 
ndcessite  de  les  connaltre,  lis  sont  d^aiUeurs  d'une  faible 
^tendue. 

Le  chapitre  II  traite  de  la  Pynamique  sp^ciale  dep  solides 
et  commence  par  la  demoiistri^tion  d'un  tbeoreme  que  Ton 
admet  ordinairement  comme  chose  evidente  ou  comme  un 
postulatum  n^cessaire.  Yiennent  eusuite  les  paragraphes 
relatifs 

Au  mouvement  de  rotation  yari^  d'un  solide  autour  d'un 
axe  fixe ; 

Aux  propriet^s  g^om^triques  des  moments  d'inertie ; 

Au  mouvement  le  plus  general  d'un  solide, 

Dans  ce  dernier  paragraphe  se  trouve  demontrd  un  tres- 
beau  tbeoreme  dii  ii  M.  Poinsot^  qui  Ta  donni  dans  sa 
Theorie  nouvelle  de  la  rotation  des  corps.  J'avouerai,  si 
Ton  veut^  que  cette  proposition,  admirable  au  point  de  vue 
theorique»  n'est  d'aucune  utilite  pour  la  science  des  ma- 
chines; mais  elle  fournit  une  explication  interessante  du 
mouvement  des  projectiles  nou  sph<iriques  dans  Tespace, 
et  elle  tient  si  pen  de  place  dans  mon  livre,  qu*on  ne 

n  Yoirci-aprte,  p.53et53. 
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pourra  pas  me  faire  un  reprocha  da  Ty  avoir  iiuaa  aomme 
me  applicatioQ  daa  generalites  prec^dantaa  el  dei  propriit^ 
geometriques  de  rellipsolde* 

Le  chapiire  III  a  pour  Siijet  la  Slatique,  et  eomprend, 
dans  uu  espace  peu  eleDdq«  Qon-aeuleineai  (oulea  lea  pro« 
positions  qui  appariienneui  propremeat  a  cetie  pariie  d^ 
la  Mecaniqae,  mais  ancore  cellea  qoii  sous  le  nom  de  prin- 
cipe  de  D'Alembart  ou  sous  d  aairea  denoniinalioo8«  m 
rapperient  a  Temploi  de  la  Siatique  dans  lea  questioQa  de 
mouvemeot,  theorie  qm,  bien  que  B'ilanl  paa  absolumedl 
oecessairej  atrop  do  e^lebrite  pour  Mrepaaftto  s4us  sileii€e4 

Le  chapitre  lY  lenniuanl  la  premiere  aeolidn  don&e  las 
geDeralites  qui  ooueerueDt  le  troUecdent  dea  oe^rps  solkles, 
la  re^staaee  a  leyr  roulenaeai  el  la  roideur  des  cardea4 

La  deuxieme  section  est  double  eu  ^teudue  de  la  premiere 
el  pourrait  dtre  plus  volumioeuse  encore,  parce  que  la  car- 
riere  des  applications  est  pour  ainsi  dire  illimitee.  Uo  coup 
d'ceil  rapide  sur  la  table  des  matieres  permettra  de  voir 
qaelles  sont  les  questions  que  j'ai  trait^es  et  celles  que  j'ai 
omises,  faute  de  donnees  sufiisantes*  On  considerera  pent** 
elre  comme  un  hors-d'oeuvre  les  dix  pages  employees  k  la 
theorie  de  la  toupie;  mais,  malgre  son  inutilite  pratique, 
cctte  question  m'a  paru  devoir  interesser.  C'est  pourquoi 
je  Tavais  introduite  dans  mon  cours  a  I'^cole  polytech- 
nique  {*)• 

A  la  suite  de  la  seconde  section,  j'ai  plac^  les  theories  de 

(*)  AYant  qoefeusse  rien  ptibtM  $\it  ce  sujet,  i\  tit^  M€  trtM  sttc^ 
eiMt«Hi0iit  atee  iTaotfes  qNeftlJoi»s  #aiis  un  M^t»oi*$  m^  Ih  f^roH 
9iffaiimU$  iking  k$  moifVMMiito  r$hHfa,  iDs4te  aia  Mmh9  i$$ 
Jftm,  4853,  par  M.  Resal. 
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deux  questions  physico-math6matiques  tres-iroportaDtes 
pour  I'art  de  ring^oieur.  L'une  traite  de  la  poussee  des 
terres  et  Tauire  de  la  slabilit^  des  voAtes. 

En  ce  qui  concerne  la  poussee  des  terres,  j'ai  expose  k 
ma  maniere  ce  que  j'ai  trouve  de  plus  generalement  utile 
dans  les  ouyrages  de  MM.  Navier  et  Poncelet. 

La  question  de  la  stability  des  voiltes  a  6t6  depuis  long- 
temps  Tobjet  de  nombreuses  Etudes,  que  M.  le  general 
Poncelet  a  savammentanalys^es  dans  son  memoire  intitule 
Examen  htstartque  et  critique  des prindpales  theories  con- 
cemant  tiquilibre  des  voutes^  et  public  en  1882  dans  les 
comptes  rendus  de  I'Acad^mie  des  sciences. 

Plus  r^cemment,  M.  Drouets,  ing^nieur  des  ponts  et 
chauss^es,  a  ecrit  Sur  la  stabilite  des  vaAtes  un  memoire 
ins^r6  aux  Annaks  des  ponts  et  chausseeSj  1865,  et  dont  je 
considere  la  publication  comme  un  veritable  service  rendu 
aux  ingenieurs.  Depuis  qu'en  1840  M.  M^ry  a  appele  leur 
attention  sur  les  courbes  des  centres  de  pression,  aucun 
d'eux  n'ignorait  que,  dans  une  voiite  stable,  il  y  a  une  in- 
finite possible  de  ces  courbes.  J*avais,  dans  mes  cours  k 
rficole  des  ponts  et  chauss^es  et  a  Tficole  centrale,  indi- 
qu^  I'existence  d'une  courbe  la  plus  favorable  de  toutes,  et 
un  proc^de  de  tfttonnement  propre  k  la  faire  connaitre. 
M.  Drouels  a  le  premier,  a  ma  connaissance,  donn^  une 
m^thode  qui  conduit  &  ce  but  par  la  resolution  d'equations 
du  premier  degr^.  Celle  que  j'expose  differe  peu  au  fond  de 
la  sienne ;  mais  je  me  suis  efforce  d'en  rendre  Texplicalion 
simple  et  claire,  et  je  I'ai  degagee  de  considerations  assez 
compliquees  de  g^ometrie  analytique,  qui  paraissent  avoir 
servi  de  guide  k  M.  Drouets,  et  qui  cependant  ne  me  sem- 
blent  nuUement  necessaires. 
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Je  repute,  k  ce  propos,  que  le  seul  m^rite  auquel  je  pre- 
teDde  dans  cet  ouTrage  est  d'avoir  choisi  et  mis  en  (Buvre 
Jes  ideas  d'autrui,  en  les  exposant  avec  ordre  et  clart^,  sans 
imitation  servile  comme  sans  dessein  pr4m6dit6  d'innover. 
II  me  semble  que  e'est  tout  ce  qu'on  peut  exiger  d'un  pro^ 
fesseur. 

Dans  I'intention  de  rendre  simples  et  expressiyes  les  for- 
mules  de  la  M^canique,  j'ai  employ^  plusieurs  notations 
doDt  les  unes  sont  depuis  longtemps  usit^es  et  les  autres 
datent  de  1838. 

Les  lettres  F,  P  exprimant  des  forces,  les  notations 
Ft  9  Px3  qu'on  doit  lire  et  ^noocer  en  disant  F  indice  a?, 
P  indice  x,  signifient  les  projections  de  ces  forces  sur 
Taxedes  x.  Dememe  t;,  ,  v'y  ,  qu*ii  faut  lire  v  indice  Xj 
v'  iodice  t/j  expriment  la  projection  de  la  vitesse  v  sur 
Taxe  des  x  et  celle  de  la  vitesse  v'  sur  I'axe  des  y.  Une 
lettre  est  m£me  quelquefois  suivie  de  deux  indices  inf(S- 
rieurs  :  par  exemple  v^  (v  indice  z6ro)  signifie  une  vitesse 
JDitiale,  et  v^  {v  indice  z6ro,  indice  x)  signifie  la  pro- 
jection de  cette  vitesse  sur  un  axe  des  x. 

La  lettre  to  remplace  constamment  le  mot  travail  ei  doit 
itre  lue  comme  si  ce  mot  6tait  ecrit  en  toutes  lettres;  ainsi 
F  d^signant  une  force,  la  notation  6F  doit  6tre  lue :  travail 
deF. 

La  lettre  31L  remplace  le  mot  mom^/;  la  notation  SflLxF 
doit  6ive  lue  comme  s'il  y  avait  :  moment  autour  de  Taxe 
des  X  de  la  force  P. 

La  lettre  1  remplace  le  mot  somme  :  2Fx  signifie,  par 
exemple,  la  somme  des  projections  des  forces  F  sur  un  axe 
des  X,  ces  forces  etant  en  nombre  quelconque  et  d^sign^es 


kkXYni  FltiFACS. 

spteialement  par  P,  P,  F*,  etc.  Gelte  notation  differedu 

signe  /  pn  ce  que  celui-4  4^signe  une  sQpme  (}'|id  nom- 

bre  infini  d^^l^ments  infiniment  petlts  exprim^s  sous  la 
foripe  diffi&reptielle. 

La  lettre  g  est  exclusivement  employee  a  designer  Vae- 
deration  constante  due  k  la  pesanteur.  Quand  on  adopte 
le  m^tre  et  la  seconde  pour  unites  de  longueur  et  de  temps, 
cette  quantity  est,  pour  notre  latitude,  9,8088. 

La  lettre  it  d^signe  toujours  le  rapport  de  la  circonfe- 
rence  d'un  cercle  k  son  diametre. 

Nous  appelons  Tattention  des  lecteurs  sur  un  detail  ty- 
pograpbique  qui,  sans  Aire  bien  important,  a  cependant 
son  utility.  Toutes  les  fois  qu*une  quantity,  qui  entre  dans 
une  Formule  ou  dans  une  equation,  est  representee  par  une 
seule  lettre,  minuscule  ou  majuscule,  de  Talpbabet  ordi- 
naire, cette  lettre  est  en  caract^re  italique^  et  les  caracteres 
romainssont  reserves aux  notations  qui  remplacent  des  mots. 
Telles  sont  les  notations 

log,  sin>  4,  F    ou    f.  R<9, 

q\X\  sQi)t  les  aj^r^ges  de  a  logaritbme  de,  sinus  ^e*  diff<6- 
re^tielle  de,  fpnctipu  f  pvi  f  de^  r^sultapte  de,  »  et  ue 
signiSent  point  elles-mSmes  des  quantil^s.  Ainsi  A  ^i  u 
^taqt  des  nombres,  b  ^Q  a^gle,  x  et  y  des  y^iables, 
F  ei  F"  deux  forces,  nous  ^crivons 

log-^,  log«,  sin  6,  djc,  F(x),  f  (x,y),  R&(F',  F»). 

Par  analogic,  si  nous  avons  k  designer  une  ligne  par 
deux  iettres  Sorites  k  $es  extrimit^s,  ces  lettres,  dont  ni 
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Tuoe  oi  I'autre  ne  repr^ente  une  quantity,  sont,  majus- 
cules ou  minuscules,  en  caracteres  romains. 

Chaque  figure  des  planches  placees  k  la  fin  du  volume 
porta  un  num^ro  d*ordre,  et  un  renvoi^  en  chiffres  plus 
petits,  k  Tarticle  auquel  cette  figure  s'applique.  Les  fleches 
daos  les  figures  indiquent  les  directions  ou  sens  des  mou- 
vements,  et  non  les  directions  des  forces :  la  direction  d'une 
force  est  marquee  sufBsamment  par  une  droite  qui,  partant 
da  point  d'application,  se  termine  par  la  lettre  italique  d£- 
signant  la  force. 

Lorsque  je  renvoie  aux  theor^mes  etablis  dans  les  deux 
Trait6s  que  j'ai  publies  precedemment,  je  me  sers  des  indi- 
cations telles  que  les  suivantes  :  (I,  60)  signifie  Cin^ma^ 
tigtie,  art.  fiO;  (II,  62)  signifie  Dynamique  dun  point 
matiriel,  art.  62. 
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NOTIONS  SCCCmCTES  SDR  LA  CONSTITUTION  DM  CORPS. 

I.  €«rp8  oa  sysMme  materiel.  Fofccs  exl^rleares.  Forees 
faiMrtewpes*  -—  Tous  les  corps  sont  consid^r^s  en  m^canique 
comme  des  assemblages  ou  syst^mesde  poiots  materiels.  Un  tel 
systfeme  en  reposou  en  mouvement  est  sollicit^  par  des  forces, 
qui,  relativement  k  ce  syst^me  ou  corps  special  et  d^fini^  se 
distinguent  en  deux  sortes,  savoir  :  en  forces  extirieures  et  en 
forces  interieures,  Les  premieres  sont  dues  k  Faction  de  corps 
aotresqueles  616ments  dont  se  compose  ie  systfeme  consid^r^; 
(telles  soDt  ies  forces  repulsives  exerc^es  par  les  corps  en  con- 
tact avec  celui  dont  il  s'agit,  par  les  moteurs  anim^^  par  les 
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liquides  ou  les  gaz  qui  ies  pressent ;  teiles  sont  encore  ies  forces 
attractives  de  la  pesanteur,qui,  bien  qu*elles  agissent  sur  toutes 
les  parties^  m6me  int^rieures,  d'un  corps  soumis  a  nos  obser- 
vations, n'en  sont  pas  moins,  relativement  ii  ce  corps,  dos  forces 
ext^rieures.)  Les  forces  intirieures  sont  celles  que  les  divers 
616ments  du  syst^me  re^oivent  les  uns  des  autres,  forces  qui, 
d'apr^s  le  principe  de  T^galite  de  Taction  et  de  la  reaction  con- 
traire  (II,  li),  sont  ^gales  et  oppos^es  deux  k  deux. 

Les  forces  interieures  sont  quelquefois  designees  sous  la  de- 
nomination de  forces  moleculaires  mutuelles.  Rappelons-nous  k 
ce  propos  (II >  11)  que  toutes  les  forces  r^ellement  existantes 
dans  la  nature  s'eiercentde  molecule  k  molecule :  par  exemple, 
le  poids  de  chacun  des  Elements  qui  constituent  un  syst^me 
materiel  limits  r^sulte  des  forces  qu*il  regoit  de  chacun  des 
elements  du  globe  terrestre.  Mais  les  forces  interieures  relati- 
vement k  un  syst^me  determine  sont  particulierement  dites 
moleculaires,  pour  faire  entendre  qu'elles  s'exercent  entre  des 
molecules  du  m^me  systeme ;  et  elles  sont  dites  mutuelles  pour 
rappeler  qu'elles  se  groupent  deux  k  deux  en  forces  egales  et 
opposees.  Du  reste,  les  forces  interieures,  par  leur  essence,  ne 
diflfi^rent  nullement  des  forces  exterieures ;  aussi  des  forces  qui, 
sous  un  certain  aspect,  sont  interieures,  deviennent  exte- 
rieures sous  un  autre  :  c'est  ce  dont  on  verra  des  exemples, 
notamment  aux  articles  lOi,  i97  etsuiv.  de  ce  traite. 


rieaveB  ▼•HeBt  •▼««  les  forees  exMrlevres  el  avee  I'^lat  de 
vep«i  oa  4e  ni«iiTeBienl  4a  eoppa.  —  Gomme  Ta  expliqui 
II.  PoncBLKT  [Introduction  d  la  Mecanique  xndmtrielh^  p.  S56 
k  264),  on  se  fait  une  idee  du  r61e  des  forces  interieures  dans 
la  constitution  des  corps,  au  moyen  d'une  double  hypothtee, 
qui  consiste  k  etendre  aux  moindres  parties  de  la  matitee  la  ioi 
de  la  gravitation  universelie,  de  sorte  qu'elles  s'atdrent  davan- 
tage  k  mesure  qu'elles  sont  plus  rapprochees ;  et  k  admettre 
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qo'il  existe  en  ludme  temps  entre  deux  mol^culeB  voisines  nne 
r^polsioa  mutQelle  qui  depend  de  la  cbaleur  ou  d'autrei  causes 
analogues,  et  qui  varie  avec  la  distauce,  mats  suivant  une  autre 
loique  la  gravitation.  Ainsi  la  force  moMculairequ'un  ^I^ment  a' 
recoitd'uD  autre  Element  a%  et  celle  que  ^l"  revolt  de  •!  seralenl 
cbactine  la  r^sultante  de  deux  forces,  la  gravitation  mutuelle 
de  ces  elements  et  ieur  repulsion  mutuelle  due  k  la  cbaleur* 
Cetle  r^sultante  serait  attractive,  repulsive  ou  nulle,  suivant 
que  la  premiere  force  serait  superieure,  inf^rieure  ou  dgale  k 
la  seconde. 

Supposons,  par  exemple,  que  deux  petits  corps  a'  et  m" 
soientd'abord  en  repos,  sans  Taction  d'aucune  force  extMeure, 
c*est-k-dire  d'aucune  force  venant  d*un  troisiime  corps :  les 
forces  mutuelles  r^suitantes  entre  a'  et  m"  sont  nulles  dans  ce 
cas,  ce  qui  n'empdche  pas  que  la  gravitation  mutuelle  de  ces 
deux  points  et  Ieur  repulsion  due  k  la  cbaleur  ou  k  d'autres 
causes  ne  puisseot  6tre  considerables  par  rapport  k  leurs  masses, 
s'ils  sent  suffisamment  rapprocb^.  Supposons  qu'ensuite  les 
deux  m£mes  corps  viennent  k  6tre  respectivement  soumis  k  deux 
forces ext^rieures  F'  el  F"  qui  tendentsoitklesrapprocber,soit 
lies  torter ;  et  que,  sous  cette  double  action,  Ieur  repos  existe 
CDoore.  Le  point  a',  consider^  seul,  ne  pent  alors  se  nutintenir 
en  repos  que  parce  que,  outre  la  force  F',  venant  d'un  agent 
autre  que  m"^  il  regoit  de  ce  point  m"  une  force  f  ^gale  et  con- 
traire  k  F'.  De  m£me,  T^quilibre  du  point  af  exige  que  la 
force  P'  soit  ^ale  et  contraire  k  Taction  f  que  tJ'  reQoit  de  a'. 
Ceia  pos^,  si  on  admet  le  principe  de  Tdgalit^  de  Taction  et  de 
la  reaction  contraire,  c'est-ii-dire  T^galite  d'intensitd  et  Toppo- 
sition  de  direction  des  forces  f  et  /*',  on  en  conclura  que  F' 
stF'sont  nicessairement  deux  forces  ^gales  et  oppos^es.  Si 
Ton  preferait  regarder,  comme  Evident,  que  T^quilibre  de  Ten- 
semble  des  deux  elements  a' eta'' exige  T^galit^  des  forces 
opposes  F'  et  F",  on  en  conclurait  T^alit^  des  forces  mu- 
tuelles f  et  f. 
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Lorsque  les  forces  F'  et  F^  tendent  k  rapprocber  m!  et  a*^.  ies 
forces  mutuelles  f  et  /^,  qui  leur  sent  ^Ies>  sont  r^polsives, 
ce  qui  signifie  que  la  gravitation  est  alors  inf(§rieure  k  ia  r^pul«> 
sion  due  aux  causes  analogues  k  la  chaleur.  Or,  si  Ton  com- 
pare la  situation  relative  des  deux  points  k  ce  qu*elle  6tait  en 
I'absence  des  forces  F"  et  F^,  le  second  6tat  d'equilibre  s'ex- 
plique,  en  disant  que  par  ie  rapprochement  des  deux  points  m! 
et  a'^,  leur  gravitation  mutuelle  s^est,  k  la  v^rit^.,  augment^, 
mais  que  leur  repulsion  s'est  augment^e  davantage  encore.  Le 
contraire  aurait  lieu  si  les  deux  forces  exterieures  F'  et  F^  ten- 
daient  k  tearter  les  deux  points  Tun  de  Tautre. 

Les  forces  int^rieures  mutuelles  ne  dependent  pas  seulement 
des  forces  exterieures ;  mais,  celles-ci  restant  les  mdmes^  les 
pi*emi^res  varient  avec  T^tat  de  mouvement  du  corps :  par 
exerople,  on  verra  plus  tard,  et  Ton  aper^it  d^jk  d'aprfes  les 
lois  dynamiques  du  mouvement  circulaire  (II,  58),  que  lors- 
qu'un  corps  tourne  autour  d'un  axe  fixe,  ses  molecules  les  plus 
eloignees  de  cet  axe  ne  sont  maintenues  dans  leur  union  entre 
elles  et  avec  les  autres  que  par  des  attractions  int^rieures  qui 
croissent  avec  la  rapidity  de  la  rotation. 

II  pent  arriver  qu'un  trfes-petit  changeraent  dans  la  distance 
de  deux  points  en  produise  un  trfes-grand  dans  Tintensite  de  leur 
action  mutuelle.  On  congoitainsi  la  constitution  descorpssolides, 
dans  lesquels  les  actions  mutuelles  variant  fortement  par  suite 
de  tr^s-petits  cbangements  de  forme,  font  que  ces  corps  resis- 
tent,  dans  certaines  limites,  non  sans  deformation  reelle,  mais 
sans  deformation  sensible,  aux  efforts  qui  tendent  k  les  compri- 
mer  ou  k  les  dilater ;  cette  propri^te  existe  dans  les  corps  k  des 
degr^s  divers  qui  constituent  leur  solidity,  leur  stabilite,  leur 
elasticity  plus  ou  moins  grandes,  et  appreciees  seulement  par 
experience  (*). 

(*)  Cos  considerations  reront  bien  coinprendre  que  l*aciion  rouluclle  de 
deux  elements  d'an  m^me  corps  solide  est  variable,  et  ne  se  incsure  nulle- 
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3.  Ce  qme  ■•«•  Appeloas  th^or^nea  g^n^raiix.   — •  Les 

(beoiimes  qui  vont  £tre  ^tablis  dans  les  quatre  paragrapbes  sui- 
vants  sont  les  consequences  n^cessaires  de  la  dynamique  d'un 
point  materiel  et  du  principe  de  la  reaction  ^ale  et  contraire 
k  toute  action,  applique  aux  forces  int^rieures  mutuelles  de 
tout  systfeme  materiel.  Ceux  que  nousappelons  thtor^mes  g^n^* 
raux  du  mouvement  d*un  syst^me  materiel  se  r^alisent  dans 
on  corps  ou  ensemble  de  corps  quelconque,  plus  ou  moins  de- 
formable^  tel  que  ceux  qui  s'offrent  k  nous  dans  la  nature. 

neot  par  la  force  qoMI  faudrait  eiercer  snr  Tune  de  ces  parties  pour  la 
detacher  de  Paiiire  suppos^e  fixe.  Confondre  cea  deax  forces  dislinctes  se- 
rait  one  erreur  analogue  i  celle  par  laqueUe  on  supposerait  que  la  tension 
d'QD  01  est  dgale  i  la  force  capable  de  le  rompre.  La  force  necessaire  pour 
produire  la  separation  des  deux  parlies  d'un  m^me  corps  est  la  mesure  do 
learcobeslon;  c'est  la  limite  de  lenr  action  mutuelle. 


§«. 
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4.  Formnles  et  teone^  de  ee  tMor^me.  —  Commen^ns  par 

^tendre  h  un  syst^nie  materiel  quelconque  la  propri^t6  la  plus 
simple  de  la  dynamique  d'un  point  materiel  en  mouvement 
curviligne.  D^signons  par 

m  la  masse  de  Tun  quelconque  des  ^l^ments  mat^riels  dout 
se  compose  un  systfeme  en  mouvement,  avec  on  sans  defor- 
mation ; 

V  sa  Vitesse ; 

F  Tune  quelconque  des  forces  ext^rieures,  agissant  sur  cet 
element,  et  dues  soit  k  la  pesanteur,  soit  k  des  corps  Strangers 
au  syst^me  et  plus  ou  moins  rapproch^s  du  point  consider^  \ 

f  Tune  quelconque  des  forces  interieures  qu'il  subit^  c'est-k- 
dire  Tune  des  innombrables  forces  qu'il  regoit  des  autres  Ele- 
ments du  syst^me  qui  en  sont  plus  ou  moins  voisins. 

Appliquons  &  ce  point  materiel  et  aux  forces  qui  y  sont  ainsi 
exercees  I'Equation  ElEmentaire  de  la  quantity  de  mouvement 
et  de  I'impulsion  projet^es  (II,  62) ;  nous  aurons 

mdvx  =  2)  Fxd«  +  Z^dl . 

Si  Ton  imagine  Ecrite  une  Equation  pareille  pour  chaque 
point  du  syst^me»  et  qu'on  fasse  la  somme  de  toutes  les  Equa- 
tions ainsi  posEes^  en  dEsignant  par  V  ce  qu^on  pourrait  aussi 
reprEsenter  par  Z2,  c'est-k-dire  la  somme  des  sommes  Z,  eten 
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remarquant  que  V^    itendue  k  toutes  les  forces  int^rieures 

est  DuUe^  paree  que  les  forces  iot^rieureiy  6tant  ^gales  et  oppo- 
ses deux  k  deux^  $e  di&ui$$nt  €n  projection^  on  a 

lm4v^=^F^  [i] 

eteD  integrant  depuis  Tiostani  oji  les  vitessessoot  vo,  etont 
leurs  projections  d&igniies  par  vn , 

Ces  deux  formules  s'inoncent  ainsi : 

TafioafiMB.  L'accroissement  pendant  tin  certain  temps  de  la 
smme  des  quantites  de  mouvement  d'un  systeme  materiel^  proje^ 
iki  obliquement  ou  rectangulairement^  sur  un  axe  qwlconque,  est 
egal  a  la  somme  des  impulsions  des  forces  exterieures  projeties 
w  le  meme  axe,  pendant  le  mime  temps,  soit  iUmentairey  soit  fini. 

U  premiere  de  ces  deux  relations  peut  s'ecrire  (IL53)  sous 
la  forme  anulytique  sujvante,  qui  suppose  le  sy&t&me  rapport^ 
i  trois  axes,  h  chacun  desquels  elle  s'applique : 

d^x  dhi  dH 

df  '  dt  '  dt  ^  ^ 

Le  theorfeme  des  quantites  de  mouvement  et  des  impulsions 
projeties  a,  comme  on  va  le  voir  (40)  pour  corollaire  la  loi  ir^s- 
siniple  qui  r^le  le  mouvement  du  centre  dc  gravity  d'un  systime 
materiel  quelconque. 

5.  Autre  ^nonoA  des  memes  formnlea  i  ^salM  dc« 
^•mmes  de  projeelions  des  forces  totales  et  des  forces  ext6- 
**«•»«•. — Les  Equations  qui  prdcMent  contiennent  au  premier 
membre  Texpression  d'un  phinomine,  raccroissement  de  la 
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quantity  de  monvement  dans  un  systime  materiel  d^termind^ 
et  au  second  membre,  lea  impulsionsy  combiDaisons  des  forces 
et  du  temps,  qui  produisent  ce  ph^nom&ne ;  elles  expriment 
I'^alit^  d'un  effet  et  de  sa  cause ;  et  cette  ^galit^  existe  nume- 
riquement^  quoique  les  quantit^s  compares  ne  soient  pas  de 
inline  nature  concrete ;  elle  existe  moyennant  les  conventions 
^tablies  reiativement  aux  unites  de  masse,  de  vitesse  et  de 
force.  Or,  les  Equations  [i]  et  [3]  sont  quelquefois  consid^rees 
comme  exprimant  I'^galite  entre  deux  quantites  homogfenes, 
entre  deux  sommes  de  forces  projet^es,  et  voici  comment : 

Les  forces  r^elles  qui  sollicitent  T^l^ment  materiel  dont  la 
masse  est  m,  forces,  les  unes  ext^rieures  F^  les  autres  int^- 
rieures  f,  ont  n^cessairement  une  r&ultante,  puisqu^elles 
s'exercent  sur  un  mdme  point;  on  Tappelle  force  totak,  et 
nous  la  d^signons  par  9.  Sa  projection  sur  un  axe  est  egale  k  la 
somme  des  projections  de  ses  composantes ;  ainsi 

Si  Ton  imagine  que  les  Equations  pareilles  k  celles-U  soient 
postes  pour  tons  les  points  du  syst^me,  en  conservant  le  mdme 
axe  de  projection  Ox,  et  qu'elles  soient  toutes  ajout^es,  on 
obtiendra  Tdquation 

dont  le  second  membre  ne  contient  que  les  forces  ext^rieures, 
parce  que  la  somme  des  projections  des  forces  int^rieures  fy 
^ales  et  opposes  deux  ii  deux,  est  nulle.  II  ne  reste  plus  qu'k 
^crire  la  relation  de  cbaque  force  totale  ou  rteultante  9,  avec 
Peffet  qu'elle  produit  (11,  52),  savoir  : 
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En  sabstituant  ces  expressions  dans  l*^quation  pr^c^dente  [a], 
on  a 

2m^=2Fx    ou    Smgzu^Fx,        [3bis] 

equations  qui  Equivalent  aux  formules  [i]  et  [3],  dont  elles  ne 
different  qu'en  ce  que  les  deux  membres  sont  divisEs  par  dt; 
et  Ton  voit  pourquoi  on  les  Enonce  en  disant : 

La  somme  des  projections  des  forces  totales,  sur  un  axe  quel- 
eonque^  est  Sgale  d  la  somme  des  forces  extMeures  projetees  sur  le 
mime  axe; 

^QODcE  qui  n'a,  d'ailleurs,  d'utilitE  qu'autant  qu^on  se  rappelle 
les  relations  de  chaque  force  totale  avec  le  mouvement  du 
point  materiel  auquel  elle  s'applique. 


§3. 
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6,  Point  central  d'nn  s jst^nio  de  points  Ik  ehneon  desqnels 
est  attribute  nne  importanee  niim6rlqve.  —  L'oxistence  da 
centre  de  gravity  d'un  sysl^me  materiel,  quels  que  soieni  sod 
^tat  de  repos  ou  de  mouvement,  sa  constitution  et  les  forces  qui 
le  sollicitent,  r^sulte  de  ia  proposition  gtom^trique  suivante  : 

TafiORfeMB.  Un  systeme  de  points  g^metriques,  occupant  a  un 
certain  instant  des  positions  determinees,  si  Von  affecte  a  chacun 
de  ces  points  une  importance  mesurie  par  un  nombre  quelconque,  il 
existe  au  meme  instant  un  point  giometrique^  que  nous  appelons 
point  central y  tellement  situe,  que  le  produit  de  sa  distance  a  un 
plan  pris  arbitrairement,  multipliee  par  la  somme  des  nombres 
assignh  a  tous  les  points^  est  egald  la  somme  des  produits  partiels 
obtenus  en  multipliant  la  distance  (positive  ou  negative)  de  chaque 
point  au  meme  plan  par  le  nombre  propre  a  ce  point. 

DEMONSTRATION.  1<*  Soieut  deux  points  A',  A"  (fig.  i),  dont 
les  importances  nuraeriqnes  sont  a  et  a".  II  s'agit  de  demonlrer 
que  si  x'  et  x"  sent  les  distances,  positives  ou  negatives  de  ces 
deux  points  k  un  plan  quelconque^  il  existe  necessairement  un 
autre  point  C"  tellenient  situe  dans  Tespace,  que  x,"  etant  sa 
distance  au  m^me  plan^  on  a  toujours,  de  quelque  mani^rc 
qu*on  fasse  varier  le  plan  de  comparaison,  en  ayant  egard  aux 
signes,  I'^quation 

On  voit  d'abord  que  ce  point  central  C"  ne  pent  iite  que  sur 
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h  droiCa  A'A'';  ttutrament*  qoand  le  plan  de  oomparaiton  paa» 
serait  par  ce  poiDt,  en  laissant  A'  et  A"  du  mdme  obiiy  x/'  se- 
rait  nuUe^  et  la  somme  aV  +  aV  ne  le  serait  pas. 
PuiS;  en  mettant  I'^uation  de  condition  sous  la  forme 


fni    A'r."  * 


OD  reconnaltque  le  point  central  C"  divise  la  droite  X'X"  en 
deax  parties  inversementproportionnellesauxnorabres  a'et  a'\ 
08  qui  est  toujours  possible. 

8*  Soppoiona  qua  deux  syst^mes  de  points  aient  cbacun  un 
point  central,  soient  A'  et  A"  ses  deux  centres,  et  soient  W  et  n" 
les  importances  nvmeriques  totales  des  deux  syst^mes.  La  rai- 
sonnement  precedent  s'appliquera  exactement  pour  d^montrer 
I'existence  du  point  central  C"  de  Tensemble  des  deux  sys- 
t^mes  et  pour  faire  voir  qu'il  partage  la  droite  A' A"  en  deux 
parties  inversemept  proportionnelles  aux  nombres  n'  et  n" ;  car 
dansl'^uation  {n'-i-n")  x/'pbm'Vh-^'V  ^  laquelle  il  satis- 
fera,  quel  que  soit  le  plan  de  comparaison,  les  produits  nV 
et  ii'V  reuniront,  d'aprfes  Thypothfese,  le$  produits  des  dis^ 
tances  de  tous  les  points  das  deux  syst^mes  multiplies  par  les 
nombres  attribu^^  ces  points, 

3*  D'apr^s  ces  deux  propositions  ^i^mentaires^  on  reconnatt 
aisement  et  Taxistence  du  point  central  d'un  syst^me  de  trois, 
de  quatre,  d'un  nombra  quelconque  de  points,  et  le  proc^da 
geomitrique  pour  trouver  ca  point,  dont  la  position  dans  Tes*! 
pace  ne  depend  que  de  celles  des  points  du  syst^me  at  des  rap? 
ports  que  leurs  nombres  out  entre  eux. 

En  dMgnant  par  x\y'yz',  xf',y" x",,..  les  eoerdonn^es  rectan- 
gulaires  de  points  auxquels  sont  attribu^s  les  nombres  n',  n"^... 
et  par  jTp  y^,  z,,  les  coordonnees  du  point  central  de  Tensemble 
de  ces  points,  on  a 

X,  Zm^sZhx,     y^ZntzsUny,     s^ShssShs, 
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^nations  qui  prouvent  que  le  point  ceDtrai  d'un  systime  d^ter- 
roin^  est  unique. 

Rbmarqub.  Nous  avons  suppose,  pour  plus  de  simplicite,  que 
les  coordonn^es  ^taient  rectangulaires,  c'est-k-dire  ^taient  les  d  is- 
tances  proprement  dites  des  points  aux  plans  de  comparaison. 
Mais  les  Equations  prec^dentes  et  la  propri^t^  qu*elles  expri- 
ment  subsisteraient,  si  les  distances  x  au  plan  des  yz  ^taient 
obliques  et  parall^les,  car  les  distances  y,  yV..x,  seraient 
toutes  augment^es  dans  un  m^me  rapport. 

7.  Cas  partieuliers  t®  des  polBts  d'^ale  importamee^ 
»•  des  points  maMrfeis.  —  !•  Si  le  syst^me  est  form£  de  N 
points  d'^ale  importance,  on  a 


d'oii 


Znz^Nn    et    2iijc=i»2xy 


Zx  .^2y  Zz 


c'est  pourquoi  le  point  central  s^appelle,  dans  ce  cas,  k  centre 
des  distances  moyennesdu  systeme  h  divers  plans  de  comparaison. 
S""  Lorsque  les  points  consid^r^s  ^tant  les  6l^ments  d'un  sys- 
teme materiel,  les  nombres  qui  leur  sont  assign^  sont  propor- 
tionnels  k  leur  masse  m,  et^  par  cons^uent,  k  leurs  poids  en 
un  m6me  lieu,  le  point  central  est  appele  le  ceritre  de  gravity  (il 
vaudrait  mieux  dire  centre  de  masse)  du  systime.  Les  Equations 
pr^c^dentes  deviennent 

JC|  Zm=:Zmx,     y^Zm^zlmy,     z,£m  =  £mz.        [4] 

3.  Projeetlens  da  eentre  de  i^ftTlt^*  snr  nn  plan,  sar  an 
axe.  —  Si  Ton  transporte  ou  si  I'on  projette  toutes  les  masses 
d'un  systeme  par  des  parall^IIes  k  un  axe  (des  z,  par  exemple) 
sur  le  plan  de  deux  autres  axes  (plan  des  x  et  y),  les  coordon- 
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D^  x,y  des  masses  ^l^mentaires  ne  chaugent  pas,  les  coor- 
donnees  x,  et  y,  du  centre  de  gravite  resteront  aussi  les  monies; 
done  k  centre  de  gravite  de  la  projection  du  systeme  est  la  pro- 
jetton  du  centre  de  gravite  du  systeme. 

II  en  sera  de  m^me  si  la  projection  de  tons  les  ^l^nienls  dn 
sjst^me,  au  lieu  de  se  faire  sur  un  plan,  se  fait  sur  un  axe  par 
des  plans  paralldles,  perpendiculaires  ou  obliques  k  cet  axe. 

9.  Heasit^  d*mn  eoFps.  —  Folds  spAeillqae.  —  Centre 
ie  grmTiM  des  corps  homo^dBes —  Dans  Tapplication  du 
calcul  et  de  la  geometric  k  la  physique  et  k  la  m^caniquo,  on 
admet  i'existence  de  corps  math^matiquement  homog^nes, 
c'est-il-dire  dans  toute  I'etendue  desquels  la  masse  Jf  comprise 
sous  une  portion  quelconque  du  volume  apparent,  divisee  par 
Texpression  num^rique  y  de  ce  volume,  donne  un  quotient 
parfaitement  constant,  qui  est  la  masse  sous  Tunit^  de  volume, 
et  qui  s'appelle  en  m^canique  la  densiti  du  corps,  quantity  in- 
dependanle  du  lieu  oil  il  se  trouve;  tandis  que,  si  Ton  designe 
par  P  le  poids  Mg  de  cette  partie  dont  Ie  volume  est  r,  le  quo- 

p 

tient    — ,   poids  du  corps  sous  Tunit^  de  volume,  s'appelle  le 

poub  spMfique  du  mdme  corps^  quantity  qui  depend  du  lieu 
oil  le  corps  est  pese,  et  qui  suppose  que  Taccel^ration  y  est  la 
mdme  ponr  tons  ses  elements. 

La  notion  de  Thomog^n^it^,  li^e  k  I'hypoth^e  de  la  conti- 
Duitede  la  mati^re,  ne  convient  pas  en  toute.rigueur  aux  corps 
naturels,  assemblages  d'atomes,  c'est-ii-dire  de  parties  mat^- 
rielles  indivisibles,  non  contigues,  s6parees  les  unes  des  autres 
par  des  pores  ou  espaces  vides  de  mati^re  ponderable.  Hais 
comme  ces  alomes  et  leurs  intervalles  sont  d'une  extreme  peti- 
tesse,  tellement  que  sous  un  volume  encore  imperceptible 
ponr  nous,  il  pent  en  entrer  un  nombre  immense,  Thypoth^se 
de  la  continuite  n'entralne  aucune  erreur  appreciable,  lorsqu*il 
s'agit  soil  des  relations  existantes  entre  le  volume,  la  masse  et 
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l6  poids  des  corps  micaniquement  homogftnesysoit  de  la  d^er- 
miuation  de  leur  centre  de  gravity. 

Le  centre  de  gravity  d'un  corps  suppose  matb^atiqnemenl 
homog^ne  peul  ^tre  d^fini  a  priori,  en  considdrant  ce  corps 
comme  compost  d'^l^ments  auxquels  on  atlribue  des  nombres 
repr^ntant  leur  volume  proportionnel  k  leurs  masses.  G'est 
pourquoi  le  point  central  s'appelle  souvent,  dans  ce  cas,  le 
centre  de  gravite  du  volume  de  ce  corps.  Sa  recherche  se  reduit 
comme  on  salt  k  un  problime  de  gtom^trie  inflnit^simale 

to.  ■oavemeBt  da  eeatre  de  srftvl(6.— Soient  m  la  masse 
d'un  element  d'un  syst&me  quelconque  en  mouvement,  x  sa 
distance  actuelle  k  un  plan,  x.  la  distance  actuelle  du  centre 
de  gravity  dn  syst^me  au  mSme  plan.  On  a,  comme  nous  venona 
de  le  Yoir,  x^Zm=zItmxy  et  en  difTerenciant  par  rapport aa 
temps 

— I2m=2«—    et   -j5^Sm  =  S«--^ , 

dt  df  dP  dp 

ou  bien,  en  d&ignant  par  v  lavitesse  d*un  point  du  syst^me,  et 
par  Vf  celle  du  centre  de  gravity 

v^x2m  =  IfiiVx 

et 

d^  dl 

Haintenant  appelant  F  Tune  quelconque  des  forces  qui  solli- 
citent  le  point  dent  la  masse  est  m,  on  sait  (11.52)  qu'on  a 
d^x 

m  ~  =  2Fs.  Par  consequent  pour  tout  le  syst^me 

et  Ton  a  d^jit  vu  (4)  que  dans  cette  demi5re  somme,  il  n'y  a  k 


■oovmnfT  oo  csimu  di  qbayitA.  48 

consid^rer  que  les  forces  ext^rieures.  Des  deux  derni^res  rela« 
tions,  on  conclut : 

TfltORftiB.  Le  centre  degramtHun  systeme  matiriel  quelcon-^ 
que  te  meut  comme  un  point  qui  r^unirait  seul  la  masse  Im  du 
tytteme  et  qui  serait  soll%cit4  par  les  forces  extMeures  transpor-- 
tees  parailekment  d  elles-memes. 

Celle  proposition  trfts-remarqnable  s'appliquant  an  centre  de 
gravit($  d'nn  sysldme  mal6riel  queleonque  plus  ou  moins  d^for- 
raable.  sans  exception  des  6tres  aninies,  ^tend  k  tous  les  corps 
ou  ensembles  de  corps  le  principe  de  I'inerlie  d'abord  special 
S  un  point  materiel,  et  celle  extension  repose,  comme  on  voit, 
sor  le  principe,  distinct  du  premier,  de  la  reaction  6gale  et 
coDtraire  a  toute  action. 

H.  R^svltaate  de  traiiBiaiioa.  —  La  somme  des  ppojec- 
tioDs  iFx  sur  un  axe  queleonque  est  ind^pendante  des  points 
d'application  des  forces,  et  subsiste  sans  aucun  changement, 
si  Tod  transporte  toutes  ces  forces  en  un  m^me  point,  parall^- 
lement  h  elles-m^mes.  Or,  elles  ont  alors  en  g^n^ral  une  r^sul- 
tante  qu'il  est  soovent  utile  de  consid^rer.  Nous  venous  de  yoir 
qn'elle  determine  seule  la  loi  de  la  variation  du  mouvement  du 
centre  de  gravity  du  syst^me ;  et  comme  le  mouvement  d'un 
sjst^me  queleonque  pent  se  decomposer  en  une  translation 
commune  au  centre  de  gravity,  et  un  mouvement  plus  ou  moins 
compliqu^  relatif  k  des  axes  emport^s  avec  ce  point  parallfeie- 
menl  h  eux-m6mes,  mouvement  qui  devlent  ufte  rotation  sphe- 
rique,  lorsque  le  syst^me  est  de  forme  invariable,  nous  donno- 
rons  k  la  r^sultante,  dont  nous  venons  de  parler,  le  nom  de 
risultmte  de  transhtion.  I  Fx  est  sa  projection  sur  Taxe  des  x. 

Itf.  Cm  rartlraller  <ib  la  v^mltute  de 
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—  Lorsque  les  forces  ext^rieores  soDt  nuUes,  ou  lorsqu'elles 
ODt  seuiemeDl  leur  resultante  de  translation  nuile,  le  centre  de 
gravite  du  systfeme  materiel  quelconque  se  mealunirormemeDl 
en  ligne  droite.  Cette  proposition  a  regu  autrefois  le  nom  de 
principe  de  la  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravite, 
nom  bien  emphatique  aujourd'hui  pour  un  simple  corollaire 
d'un  thiorkme  plus  important. 

1 5 .  C^Bfl^^aeaees  et  esemiples  de  TapplIeatlMi  da  tM«r^Bie 
pr«e6deat.  —  II  r^ulte  de  la  propriele  absolue,  dnoncee  au 
numcro  10,  que  la  th^orie  ginerale  du  mouvement  d'un  point 
materiel,  sous  Taction  de  forces  quelconques^  s'applique  sans 
aucune  exception  au  mouvement  du  centre  de  gravity  de  tout 
syst^me  materiel,  pourvu  que,  par  la  pens^e,  on  y  concentre 
toute  la  masse,  et  qu'on  y  transporte  toutes  les  forces. 

Ainsi  la  propri^t^  de  Tinertie  (11.  3)  appartient  k  un  systdme 
materiel  quelconque,  en  ce  sens  que  son  centre  de  gravity  ne 
peut  se  meltre  en  mouvement,  s'il  est  actuellement  en  repos, 
ni  changer  soit  en  grandeur,  soil  en  direction,  sa  vitesse,  s'il  en 
a  une,  k  moins  qu'une  ou  plusieurs  forces  ext^rieures  n'agissent 
sur  un  ou  plusieurs  points  du  syst&me.  En  I'absence  de  telles 
forces,  le  centre  de  gravity  persiste  soit  dans  le  repos,  soit  dans 
le  mouvement  rectiligne  et  uniforme  prialablement  acquis,  et 
les  forces  int^rieures  n'ont  d'autre  e£fet  que  de  concourir  avec 
les  vitesses  acquises  pour  changer  la  figure  du  syst^me,  s*il 
n'est  pas  solide,  ou  pour  produire  des  mouvements  de  ro- 
talion. 

La  faculty  locomotive  chez  les  animaux  ne  fait  pas  exception 
k  cetle  r^gle  generate.  La  contraction  des  muscles  r&ulte  de 
forces  mutuelles  qui,  seules,  ne  pourraient  mettre  en  mouve- 
ment ie  centre  de  gravity  d'abord  en  repos ;  la  pesanteur  ne 
pourrait  que  le  faire  descendre  verticalement ;  mais  la  reaction 
des  corps  sur  iesquels  les  animaux  s'appuient  produit  des  forces 
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ext^rieares  et  par  suite  le  d^placement  du  centre  de  gravity 
dans  tous  les  sens  possibles. 

Sur  un  plan  horizontal  parfaitement  poll  et  sans  frottement^ 
c'e$t4i-dire  dont  les  reactions  seraient  verticales,  un  animal 
ferait  de  vains  efforts  pour  changer  T^tat  de  repos  ou  de  mou- 
vement  de  son  centre  de  gravity,  dans  uno  direction  horizontals 
Si  un  projectile  est  lanc^  et  fait  explosion  dans  Tespace,  tant 
que  les  Eclats  ne  rencontrent  pas  d'autrcs  corps,  le  centre  de 
gravity  poursuit  sa  course,  comme  si  ces  Eclats  ne  se  fussent  pas 
separ^,  sauf  I'effet  des  modifications  que  subit  la  resistance  de 
Pair. 

Si  le  projectile  rest^  entier  poss^de  une  rotation  dansl'espace, 
a  rinstant  ou-  il  touche  le  sol,  il  en  re^it  une  action  tangen- 
tielie  qui  peut  accrotlre  la  vitesse  du  centre  de  gravite  et  chan- 
ger sa  direction. 

Lorsqu'un  bateau  k  vapeur  se  meut  uniform^ment,  c'est  que 

les  diverses  pressions  exerc^es,  tant  sur  la  car^ne  que  sur  les 

aubes  ou  aulres  appareils  propulseurs,  se  detruiraient^  si  elles 

etaient  transport^es  en  un  point,  parali^Iement  k  elles-m^mes. 

Uq  homme  en  repos  sur  un  plan  horizontal  y  exerce  une 

pression  verticale  dgale  k  son  poids,  car  la  ruction  du  plan  et 

ce  poids  se  d^truiraient,  si  ces  deux  forces  Etaient  transport^es 

aa  centre  de  gravile.  Si  cet  homme  saule,  ou  si,  d*abord  assis^ 

il  se  I^ve,  sa  pression  sur  le  plan  augmente  pendant  tout  le 

temps  que  le  centre  de  gravity  prend  un  mouvement  acc^l^r^ 

ascendant.  Le  contraire  a  lieu  si  I'homme,  d'abord  debout,  se 

baisse..Lorsque  sortant  du  repos,  il  se  met  en  marche,  la  r^sul- 

tante  de  translation  des  pressions  qu'il  exerce  sur  le  sol  est 

oblique,  en  arrifere,  tant  que  son  mouvement  s'acc^l^re,  en  avant, 

lorsqu'il  se  retarde. 


§*. 
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ADTOim  D^Olt  AXB  QtlLfiQlrQCK. 

14.  If  0lMnileA  et  6Mme6  tie  ee  th^rteie.  —  Les  ^uations 
de  projectimsy  obteDues  au  paragraphe  2  et  interpr^tees  au 
paragraphe  3,  ne  concernent  que  les  grandeurs  et  les  situations 
angtilaires  des  forces  et  des  vitesses,  sans  tenir  compte  des 
distances  entre  les  ^l^ments  du  sysliroe.  Les  ^uations  de 
momentSf  dont  nous  allons  nous  occuper,  prennent  en  consi- 
deration les  distances  des  forces  et  des  vitesses  k  des  axes  de 
comparaison.  En  conservant  les  notations  indiqu^es  au  com- 
mencement de  Tarticle  4,  on  a,  pour  un  point  materiel  et  pour 
un  axe  quelconque  (II,  63) 

ddltmv  =:  lD\LFdi  +  iDtLfdt . 

On  en  conclut  en  ajoutant  les  Equations  analogues  pour  tous 
les  points  du  syst^me^  au  m6nie  instant^ 

d'od  [6] 

Equations  dans  lesquelles  la  sonime  ^^  des  moments  doit  £tre 

prise  pour  les  forces  exterieures  seulemeut,  atlendu  que  les 
moments  des  forces  interieures  du  syst^me  sont  deux  k  deux 
egaux  et  de  signes  contraires.  Ces  Equations  s'^noncent  ainsi : 
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hloiteB.  L'a€€roi$»emenidikiommede$m<ment$€hifua9UMi 
ii  mouvement  (tun  systeme  matMel,  autour  (Tun  axe  quelconque, 
»t  egal  a  la  somme  des  moments  des  impulsiwis  des  forces  exU- 
rkwm  pendant  le  meme  intervalk  de  tempSy  soit  iUmentaire, 
$oitfini. 

La  premiere  de  ces  relations  pcut  s'ecrire  (If,  89et63]  sous 
rone  on  I'autre  des  formes  analytiques  siiivantes^  qui  supposent 
le  systeme  rapport^  k  trois  akes«  h  ohacuu  desqueii  elle  s'appli- 
que  par  permutation  tournante. 


Autour  deOic 


Autour  deOy  J  [7) 

[on  J.(.__,_j  =2(»^-'«) 

Autour  de  Os  \ 


ou 


IB.  A«lre  teeiic^  desm^ittes  fonmileB  i  ^gallt^  des  c 
fc  MOBMsts  des  forees  toUiles  et  des  forees  est^rieiires.  — - 

En  repreuant  les  considerations  indiqu^es  au  num^ro  5,  on  est 
natureliement  conduit  k  4crire  que  pour  Tune  des  forces  totales^ 
00  a  autour  d'un  axe  quelconqne  (II,  il) 

el  pour  renaemble  de  toutes  les  forces  totaled  et  de  toutes  tea 
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forces  ext^rieures,  en  conservant  le  mftme  axe  des  moments, 

on  a  d'aiileurs,  9  £tant  la  r&ultante  de  toutes  les  forces  qai 
agissent  r^ellement  sur  le  point  dont  la  masse  est  m  (II,  59), 

^          dtnUmv      ,,  ,      _^           dSaitmv 
3lt9  =  — — —    doii    SOItfsz --; , 

dc  of 

expression  qui,  ^tant  substiluie  dans  I'^quation  pr^c^dente  [h], 
donne  une  Equation  dquivalente  k  la  premiere  des  Equations  [6]. 
dont  elle  ne  diffi^re  qu'en  ce  que  les  deux  membres  sont  divis^ 
par  4t. 

Quant  aux  ^nations  [7]  en  termes  finis,  on  les  obtient  direc- 
tementy  sans  passer  par  I'^quation  [6],  en  remarquant  que  la 
force  9  pent  se  decomposer  en  trois^  parall^les  k  trois  axes  coor- 

d^x  d^  dH 

donnas  rectangulaires ,  et  ^ales  k    m  —^^ ,    m  — ^ ,    m  —  , 

Cd*z  d'v\ 

jf— ^  —  %  —^1 ,  etc.,  de  m6me 

qu'on  a  ^zF=yZ —  zY ,  etc.,  expressions  qui  substituees 
dans  I'aTant-derni^re  ^nation  [h]  reproduisenl  les  Equations  [7] 
ci-dessus,  sous  la  seconde  forme.  On  voit  ainsi  pourquoi  des 
formules  [6]  et  [7]  s'^noncent  en  disant : 

La  somme  des  moments  des  forces  iotales  autour  d'un  axe  quel- 
conque  est  igate  a  la  somme  des  moments  des  forces  exterieures 
aiUour  du  meme  axe, 

16.  Cas  p«rlieiiller.  TMor^me  des  aires*  —  Lorsque  les 

forces  exterieures  sont  nulles,  ou  ont  seulement  leur  somme 
de  moments  nulle  autour  d'un  axe  fixe,  la  somme  des  moments 
des  quantit^s  de  mouvement  ou  la  somme  des  produits  des 
masses  muUiplides  par  les  moments  des  vitesses,  autour  du 
mtoieaxe,  est  constante,  puisque  sa  diffiirentielle  est  nulle. 
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Eo  d'aotres  tennes  (II,  60),  la  somme  des  produits  de$  matsei 
mulHpU^  par  les  airei  que  dkrivent  sur  un  plan  perpendiculaire 
aVaxe  les  projections  ortkogonales  des  rayons  vecteurs,joignant 
taxe  aux  points  du  systeme,  est  proportionnelle  au  temps. 

Cette  proposition  est  connue  sous  le  nom  de  principe  de  la 
eonturvatum  des  aires.  II  est  bien  enlendu  que  les  sommes  dont 
il  est  question  dans  ces  6nonc^s  sont  des  sommes  alg^briques, 
les  moments  des  forces,  des  vitesses  et  les  aires  devant  6tre  pris 
arec  leurs  signes  suivant  leurs  sens. 


Un  homme,  d'abord  en  repos  sur  un  plan  horizontal,  ne  se 
procure  un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  qu'en  em- 
j)nmtant  au  sol,  it  Taide  du  frottement,  des  forces  dont  les 
impulsions  produisent  autour  de  cet  axe  une  somme  de  mo- 
ments ^le  It  la  semme  des  moments  des  quantit^s  de  mouve- 
ment acqnises.  S'il  ^tait  possible  de  le  mettre  sur  un  plateau 
en  repoe,  support^  par  un  pivot  qui  fftt  absolument  sans  frotle- 
meat,  cet  homme  ne  pourrait  s'imprimer  une  rotation  d*en- 
semble ;  si  Tun  de  ses  membres,  un  bras,  par  exemple,  tour- 
iiait  vers  ladroite^le  reste  du  corps,  y  compris  le  plateau,  tour- 
nerait  k  gauche,  conform^ment  au  thter^me  des  aires. 

Le  balancement  instinctif  de  nos  bras  pendant  la  mardie  a 
pour  effet  de  compenser  celui  des  jambes  et  de  diminuer  celui 
dn  reste  du  corps. 
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but  que  nous  nous  proposons  dans  ce  paragraphc  est  d'^ 
tendre  k  un  systfeme  materiel  le  tbtorfeme  connu  de  I'effet 
du  travail  det  forces  appliques  h  un  point.. On  comprend  tout 
d'abord  Tutilit^  d*^tudier  le  travail  de  deux  forces  ^galea  et 
opposies,  comma  sont  tea  forces  tnt^rieurea.  Cette  somme  de 
travail  a,  eomme  on  va  le  voir,  une  exprefirion  tr^a-simple, 
quel  que  ioit  le  mouvement  dea  deux  points  d*applioation. 

Solent  A  et  A'  (fig.  9)  deux  points  situte  k  une  diat^nee  finie 
I'un  de  Tautre,  et  sollieitAs,  entra  autrea  foroes,  p«r  deux  ibrces 
^les  et  oppostes  F  et  F',  que  nous  supposous  iei  rApulsives. 
Ces  deux  points,  se  d^pla^ant  en  vertu  principalementde  leurs 
vitesses  aequises,  sont  transport^  en  B  et  B',  k  des  distances 
infiniment  petites  de  A  et  de  A'  (  et  si  fc  et  W  sont  les  pro- 
jections orthogonales  des  points  B  et  B^  sur  la  droite  AA', 
la  somme  das  travaux  4es  deux  forces  consid^rfes  est 
F(A'b'  —  A  b)  ou  F  (bb'  —  AA').  Or,  Tangle  de  BB'  avec  AA' 
est  infiniment  petit ;  par  consequents  la  difference  entre  BB' 
et  sa  projection  bb'  est  infiniment  petite  par  rapport  k  la  plus 
grande  des  distances  AB  et  A'B' ;  on  doit  la  n^liger  (*).  Ainsi 
enfaisant   XA!=l    et    BB'  =  2  +  di,    on  a 

bb'  —  AA'=  BB'  —  AA'  =  d/. 

(*)  Cette  proposition  peat  6tre  ddmontrte  d'one  msni^  plus  explicite, 
comma  ii  suit : 

)  de  c«om«tile  InflBlt^siMale.  LtipoiHU  A  et  A'  (Qg.S) 
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Done  ia  fomaie  des  trairaax  ^Mmentairef  des  deux  forces  Agales 
F  et  F'  est  exprim^  par  Fd/,  ne  dependant  qve  de  la  varia* 
tioQ  de  la  distance  mutuelle  des  deux  points  et  de  la  valeur  des 
forees  :  travail  posMf,  quand  les  deux  forces  sout  r^pulsives 
et  que  les  deux  points  s'^loignent  Pun  de  Tautre,  on  quand  les 
forces  sont  attractives  e\  que  les  poiqte  se  rappro^b^Qt ;  travail 

HaiU  d  iiM  diftance  /Inie  Vtm  de  Pautre^  si  Von  eonsidire  deux  points  B  et  B', 
ii/liitBWfii  rapprocMs  Vun  de  \,  rauire  de  AJ,  la  difference  entre  la  distance 
BV  «f  ta  pnyeeiion  orihogonak  hh'  sur  la  droite  JUL'  est  un  in/lnimeni 
pHU  <f wi  ordre  svpMeur,  c"est-d-  dire  qu'^eUe  est  tnltniamU  petite  ptfP  fappef$ 
iiatamm^  dietanpef  infiwmmU  pelites  AB  et  A'W* 

l»6ipoiiBtr«tiop,  Soien(  4B  ^  I,  \'W  ==s  |S  BC  «f  s «  Cli  =;?  y, 
WC=ir,  CV  c=  y',  BB'  =  r,  bb'sp. 

Les  angles  C,  b,  C,  h\  dlant  droits^  on  a 

<^SPr^"^-  +     ap  ^  t 
nr  le  qnarr^  de  cette  derniire  quanUld  est  plus  grand  qae 


done 


ip  8p 


Les  coordonn^  i  et  y  sont  lODt^  deui  plus  peiite^  qi|Q  «;  de  fvAm 
s*  et  y'  sont  pins  petites  qae  sf ;  done,  quel^  que  soien(  les  signes  de  ces 
qaaniit^^  on  a 

(y'-f^)*<;(*  +  /)^   et   (a'-,lt<(n-,')t. 
done 

done  te  rapport  de  f  — •  p  2i  la  somme  inflniment  peUte  «+ 1'  est  moindre 

qw  la  fraetlon  inflninmt  petite  l-i^ ,   ee  qn^l  felt^it  dtoontver. 

P 
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n^tif  dans  les  deux  cas  contraires;  travail  nol,  qoand  la  dis- 
tance ne  varie  pas. 

>  —  Appeions 


m  la  masse  d*un  ^l^ment  du  syst^me, 

Vo  et  V  les  valeurs  de  sa  vitesse  k  deux  instants  diffSrents, 

F  les  forces  ext^rieures  qui  le  sollicitent  (nous  disons  forces 
exterieures,  c'e8t-ii*dire  dues  k  des  corps  non  compris  dans  le 
syst^me) ; 

f  les  forces  int^rieures  qui  agissent  sur  le  meme  point  (forces 
int^rieures,  c'est-ii*dire  dues  k  d'autres  points  mat^riels  du 


L'^quation  du  travail  d^montr^e,  en  g^n^ral,  pour  un  point 
materiel  (II,  64),  pent  s*inscrire  ainsi : 

i  mv»  -  1  mVo«  =  26F  +  26/",  [8] 

les  sommes  indiqu^  par  la  notation  2  se  rapportant  k 
toutes  les  forces  rcQues  (et  non  excretes)  par  le  point  dont  la 
masse  est  m  etdont  les  vitesses  finale  et  initiale  sont  v^  et  v. 
Concevons  qu'il  soit  pos6  autant  d'^quations  pareilles  k  celle-tt^ 
qu'il  y  a  de  points  mat^riels  dans  le  systime,  et  que  toutes  ces 
Equations  soient  ajouttes ;  on  aura  une  ^uation  qui,  d'aprte 
ce  qu'on  vient  de  voir  (48),  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

Equation  dans  laquelle  les  sommes  2  du  premier  membre  ont 
autant  de  termes  qu'il  y  a  d'^l^ments  mat^riels  dont  la  vitesse 

varie  dans  le  syst^me,  la  premi&re  somme   V    du  second 
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oiembFe  autant  de  termes  qu^il  y  a  de  forces  ext^rieures  fai- 
sant  un  travail,  et  la  seconde  somme  2  autant  de  termes  qu'il 
y  a  dans  le  systime  de  groopes  de  deux  points  mat^riels  agis- 
sant  Tun  sur  I'autre^  et  variant  de  distance  mutuelle  pendant 
le  diplacemnnt  consid^r^.  Done 

TbAobIoeb.  Quel  que  soit  k  mouvement  d'un  sysieme  matiriel^ 
taeeroissement  algihrique  de  sa  puisMnce  vive^  apres  un  dijdace- 
meni  queleonquej  est  igal  a  la  somme  algibrique  des  travaux 
des  farces^  tant  exUrieures  qu'int4rieures,  qui  ont  agi  sur  les 
divers  ilements  du  systeme  pendant  ee  diplacement^  quelle  qu'en 
soit  la  durie,  le  travail  des  forces  intMeures  ne  dipendant  que  de 
leurs  miensites  et  des  mouvements  relatifs  de  ces  iUments,  C'est 
uDe  des  propositions  de  la  dynamique  les  plus  f^condes  en 
deductions  utiles. 

SO.    Travail  de  la  pesaatenr  ma  an  systeme  iiueleonqne. 

—  Soient  p  le  poids  d'un  ^l^ment  du  systeme  et  z  sa  distance 
?ariable  au-dessous  d'un  plan  horizontal  fixe.  On  a  pour  ce 
point  en  mouvement 

dGp=pdz     et     ^p^i  j  pdzz^pz^^pZoy 

et  pour  le  systime  entier 

S6p  ==  Ipz  —  Ipz^  =  P  (/  —  Zo), 

enrepresentantpar  P  le  poids  total  dusyst6me,et  par  Zo  et  z 
les  ordonn^s  verticales  de  son  centre  de  gravity  aux.deux  in- 
stants extremes.  La  demiire  ^galit^  r^sulte  de  la  definition  du 
centre  de  gravite  d'un  systeme  materiel  quelconque.  Done 

TafioRbiB.  Le  travail  des  forces  supposSes  constantes  et  pared- 
leks,  dues  d  la  pesanteur  dans  un  systeme  quelconque,  solide 
ott  diformable^  sulnssant  un  deplacement  aussi  quelconque^  est 
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Sgul  au  pmd»  Mai  du  sy$time  multiplUpar  la  kamieur  dont  k 
een&e  de  graiM  du  ijftieme  m /  otetW,  hauieur  frm  ntgahve- 
ment  $i  ee  een&e  i^l  efietivtment  ikvi.  Ce  thtorime  a  de  trte- 
fMqnentes  appUoations. 

SI.  Cm  p«rlieidler  dhi  tli«*r«M«  dm  trftvaU,  dit  prfaieipe 
des  fbMM  ▼!▼«•.  —  Soient  X,  Yy  X,  ids  composantM  de  Tune 
queloonque  des  forces  ext^rieures  F.  Le  travail  de  celle-ci 

est  (II,  68)  exprira^  p^r  f(X4x  +  Ydy  +  fdz),  et  ilpeut  ar- 

rlver  que  cette  integrate  soit  une  fonction  des  seiiles  coordon- 
n<^s  du  point  soumis  h  la  force  F.  Si  cette  condition,  dont  on 
a  yu  (II,  69)  des  exemples,  a  lieu  pour  toutes  les  forces  extd- 

rieures  qui  agissent  sur  le  syst^me,   V^F    est  une  fonctioa 

des  coordonn^es  des  divers  points  de  ce  systfeme.  II  en  sera  de 

m^me  du  travail    /  f4l   des  forces  iot^rieures,  si  Ton  admet 

que  Taction  r^ciproque  entre  deux  points  est  une  fonction  de 
leur  distance  mutuelie,  car  celle-ci  est  elle-m£me  une  fanction 
des  coordonnees  des  deux  points  dont  il  s'a^it. 

Sous  cette  double  condition  I'^uation  du  travail  prend  la 
forme 

-" '(-^oj  yo>  «o»  -^0?  yo»  *ov)» 

et  r^nonc^  qui  Toxprime  a  616  appel^  par  les  g^om^tres  prin" 
cipe  dei  forces  vive$.  C'e^t  un  tb^or^me  bypothdtique  nioios 
g^n^ral  que  )e  th^or^me  du  travail  (19)  affranchi  de  toute  ex* 
ception. 

Si  le  travail  total  des  forces,  tant  int^rieures  qu'extArieures, 
est  nul,  la  quantity  Swiv*  est  constante.  Tel  estce  qu'on  a 
nonamd  le  principe  de  la  cofnervation  des  flutes  vives. 


§  6. 

Dl  U  COiPOSinON  DIS  FOUCyS  APfUQU)|tB8  4  im  STSTkn  VATfiim. 

SfrtKAUTiS  SVK  CB  SUIBT. 


89,  0a  r^vihrttlMMe  de  4mx  cvMpea  4e  ii>MM»  **  Les 

tlitoiioias  g^n^rauv  d^monlr^a  aux  paragraphes  9  et4,  et  qui 
eoooarnant  lea  quantit^i  da  mouvamant  at  las  impulsions,  ont 
cela  de  remarquable  que  les  forces  qu*ils  mentionnant  sont  las 
leulas  fereea  ext^riauras^  et  que  calias-ci  n'y  antrent  que  par  les 
lommat  de  leura  projections  ou  de  leurs  moments  relatib  h  un 
aiequaloonqoa.  Or^  il  eat  Evident  qu'un  groupe  deforoes  ^tant 
aoQsid^p^y  on  pent  le  rempiaaer  par  un  autre^  sans  alt^rer  qi 
Tone  ni  Tautre  da  cea  deux  soipmes ;  c'eat  oe  qui  arrivera 
Dotamment  dans  les  trois  cas  suivants  : 

i*  Si,  k  pluaieurs  forces  agissant  sur  un  mtma  point,  on 
ftihstitne  leur  rdsultante ; 

i^  Si  rMproquement  on  aubatitue  k  une  force  d  autrea  foroes 
qui  pourraient  Atre  sea  eonipesantes,  agissant  au  m^nie  point ; 

3^  Si  Ton  transporte  une  force  d*un  point  k  un  autre,  sans 
ehangar  ni  la  direction  nl  I'intensliA  de  eette  force. 

Ce  qua  nous  disons  des  deux  premiers  cas  est  la  eonsAquenee 
immMiat^  de  propri^t^s  de  la  r^sultante  de  pinsieurs  forces 
appliqu^es  k  un  m^me  point  (II,  32  et  49) ;  et,  quant  au  troi- 
si^me,  la  projection  et  le  moment  d'une  force  relativement  a 
an  axe  dAtavminA  ne  dependent,  d*aprte  leurs  definitions,  que 
de  TintansitA  et  de  la  direction  de  eette  force,  et  nullement  de 
son  point  d'applicatlon  sur  Falignement  de  sa  direction. 

Cea  observations  conduisent  k  la  th^orie  de  FSquivalence  des 
foroes,  que  nous  aliens  expoier,  en  commenoant  par  les  d^fl- 
Ditlona  B^eessaires. 
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Lorsque  deux  groupes  de  forces  sont  tels  que,  pour  lout  axe 
qu'oQ  voudra  imagioer  dans  I'espace,  la  somme  des  projections 
des  forces  d'un  groupe  et  celle  de  leurs  moments  sont  respec- 
tivement  6gales  aux  deux  soromes  analogues  dans  Tautre 
groupe  ;  on  dit  que  les  deux  groupes  de  forces  sont  Squivalents, 
ou  que  les  forces  d'un  des  groupes  sont,  dans  leur  ensemble, 
equivalentes  ^celles  del'autre. 

Lorsque  plusieurs  forces  sont  r^ductibles  k  une  seule  ^quiva- 
lente,  ce  qui  d*ailleurs  n'est  pas  toujours  possible,  comme  on 
va  le  voir,  cette  ^quivalente  unique  s'appelle  la  r^sultante  des 
forces  dont  il  s'agit. 

Enfin,  dans  le  cas  particulier  oil  les  sommes  de  projections  et 
de  moments  des  forces  d'un  groupe  sont  nulles  pour  tout  axe 
pris  k  volenti,  on  dit  que  ces  forces  ont  une  rSndiante  nuUe  on 
que  ces  forces  sont  en  equilihre^  locution  dont  on  verra  bient6t 
Texplication,  quand  il  sera  question  des  forces  appliqudes  k  un 
corps  solide. 

Rbmarqub.  De  la  definition  gto^ralede  T^quivalence^et  des 
propositions  ^tablies  aux  num^ros  5  et  15,  il  s'ensuit  que  dans 
un  systeme  materiel  quekanque  en  mouvement^  tensembk  des  forces 
totales  est  equivalent  a  Fensemble  des  forces  extirieures. 


24.  Deux  groapes  ^vivmlents  oat  la  m^aie  r^saltauite 
4e  tMAaiatfon.  —  C'estuno  cons6quence  ^vidente  de  ce  que 
les  sommes  des  projections  des  forces  des  deux  groupes  sur  un 
axe  quelconque  sont  Agates  (11). 

23.   RMuetioii  d'ma  grovpe  de  forces  it.  dewc  ^qaiTaleBtes. 

—  THfiORftHE.  On  peut  toujours  reduire  un  groupe  quelconque  de 
forces  F',  F'',  F"',,,.  a  deux  equivalentes^  dont  Vune  passe  en  un 
.  point  donni  O ,  et  dont  I'autre^  sauf  le  cas  ou  elle  coficourt  au 
meme  pointy  est  situee  dans  un  plSk  ditertnin^  par  le  choix  arbi- 
traire  du  point  O ,  et  peut  avoir  dans  ce  plan  un  alignement  pris 
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d  vobmii,  mm  h  eonditum  que  cette  deuaneme  iquivalente  ait 
auUmr  du  point  O  un  moment  invariable  de  grandeur  et  de  sens. 
DftionsTRATioif.  i«  Consid^rons  les  deux  plans  passant,  Tun 
par  la  direction  de  la  force  F'  et  par  le  point  O,  Tautre  par  la 
force  F^  et  le  m^me  point;  ils  se  coupent  suivanl  une 
droite  OR".  La  force  F'  appliquie  k  M\  ^tant  dans  un  mdmc 
plan  avec  QK'\  pent  6tre  remplac6e»  sans  changement  de  pro- 
jection ni  de  moment  reiativement  k  des  axes  quelconques,  par 
deux  composantes  P'  et  tf,  passant  Tune  par  O,  Tautre  par 
on  point  R''  choisi  It  volenti  sur  Tintersection  OR'';  de  m^me 
F"  appliqnto  en  H"  dans  le  plan  If'OR''  pent  6tre  remplac^e 
par  sea  deux  ^uivalentes  P"  et  0"^  passant  Tune  par  O^  Tautre 
par  R''.  Aux  forces  P'  et  P^',  transport^es  en  O,  on  substitue 
leur  r^ultante  Sf',  et  aux  forces  tf  et  Q"  transportees  en  R'', 
leor  r^nltante  f.  On  a  ainsi  autant  de  forces  qu'auparavant; 
mais  Tune  ^'  passe  en  O,  etlenombredesautres  T'',  F''',  F<%... 
est  diminu^  de  1.  II  ne  reste  qu'&  op^rer  de  la  mdme  manifere 
sur  celles-ci,  jusqu'^i  ce  qu'il  n'y  en  ait  plus  qu'une  T,  pouTant 
ne  pas  passer  en  O,  oil  concourent  les  autres  forces  r^ductibles, 
par  cons^uent,  k  une  seule  S. 

2^  De  quelque  mani^re  qu'on  precede  pour  obtenir  deux  ^qui- 
▼alentes  d'un  m^me  groupe  de  forces  F,  le  point  choisi  O  res- 
lant  le  m6me  et  la  deuxi^rae  equivalente  n'y  passant  pas,  nous 
disons  que  le  plan  qui  contient  ce  point  et  cette  deuxi^me 
^uivalente  est  invariable :  soient  deux  forces  S^  et  f  formant 
an  groupe  Univalent  ^  celui  de  deux  forces  5^  et  7-,  si  S'  et  .$ 
passent  toutes  deux  par  un  point  O^  T  n*y  passant  pas,  il  s'agit 
de  demontrer  que  les  deux  forces  T'  et  T  sont  dans  un  plan 
passant  par  le  m^me  point.  En  effete  par  ce  point  O^  me- 
nons  deux  axes  Ox  et  Oy  rencontrant  la  force  7.  Autour  de 
chacun  de  ces  deux  axes,  les  sommes  de  moments  de  ces  deux 
groupes  equivalents  doivent  dtre  ^gales.  Les  moments  de  S, 
de  s'  et  de  7  sont  s^par^mcnt  nuls  ^  done  il  en  est  de  m^me  des 
moments  de  T-^  cette  force  est  done  dans  un  m6me  plan  avec 
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cbacuades  deux  axes  Ox  et  Oy.  D'aiUettrii  elld  ne  ptsse  pu  par 
le  point  O,  car  le  moment  de  T  autour  d'uQ  axe  meni  par  O 
perpendiculairemeni  au  plan  xOy  n'itant  pas  nul|  celui  d6  T 
ne  Test  pas  non  plus.  Done  la  force  T  est  dans  le  plan  qui  con-* 
tient  le  point  O  et  la  direction  de  la  force  T. 

3^"  Nous  disons  maintenant  que  la  deuxi^me  dquiiralenta  T^ 
ne  passant  pas  au  point  O,  peut  dtre  remplacte  par  deux  autreS) 
dont  Tune,  passant  par  O,  se  compose  aveo  S^  et  dont  Taotre 
ait  un  alignement  donn6  dans  le  plan  de  T  et  de  O.  En  efibt* 
si  la  nouvelle  direction  rencontre  la  premidre^  le  remplaoement 
se  fait  imm^diatement  par  une  simple  decomposition  de  T. 
Dans  le  cas  de  parallilisme,  on  peut  employer  une  deoxidme 
equiyalente  interm^diaire,  c'est-&-dire  decomposer  T  en  deux 
forces,  Tune  passant  par  O  et  I'autre  T  renoontrant  Taligne* 
ment  donn^,  puis  decomposer  T  en  deux,  Tune  passant  par  O, 
et  Pautre  qui  est  la  force  cherchee,  suivant  TalignemeDt.  II  ri" 
suite  de  cette  explication  m^me  que  Talignement  donni  ne  peat 
pas  passer  par  le  point  O,  la  foroe  T  n'y  passant  pas,  par 
hypoth^e. 

40  Quant  k  la  derni^re  partie  du  thter^me,  puisque  la  somme 
des  moments  des  forces  S  ot  T  autour  d'un  axe  quelconque  est 
egale  k  celle  des  moments  des  forces  F,  qu'elles  remplaoent^  si 
Taxe  passe  par  le  point  O  et  est  perpendiculaire  au  plan  deter^ 
mine  de  O  et  de  T»  le  moment  de  S  etant  nul,  celui  de  T  au« 
tour  de  O  devient  seul  egal  k  la  somme  des  moments  des 
forces  F  autour  de  ce  mfime  axe ;  ce  qui  acheve  de  demontrer 
la  proposition. 

26.  Ctts  d*ime  rteulfaate  imlqae.  —  11  peut  arriver  que 
les  deux  equivaientes  5  et  7  soient  dans  un  meme  plan,  auquel 
cas,  si  elles  ne  sont  pas  egales,  paralitica  et  de  sens  contraires, 
elles  se  reduisent  k  une  seule  force.  En  eifeti  si  ces  deux  forces 
concourent  en  un  point,  on  pent  les  y  transporter  et  obtenir 
leur  resultante  par  la  r^gle  du  parallelogramme  des  forces.  Si 
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elles  sont  parall&les  et  de  mAme  tenii  ou  paralltf  et  ct  d«  mds 
oontiaires,  mais  inhales,  pour  trouver  leur  rteultantei  oo  peut 
tracer  une  droite  qui  renooatre  ces  deux  forces  et  appiiquef 
dans  son  alignement  deux  forces  P  et — P  ^ales  et  de  sens  oon^ 
iraires.  8  et  P  se  composent  alors  en  une  force  Q^  de  mdme 
que  T  et — P  en  une  force  Q',  et  il  est  facile  de  voir  que,  m^me 
dans  ie  cas  oil  5  et  r  sont  de  sens  contraires,  les  forces  Qeitf 
se  rencontrent  k  cause  de  Tin^i^  de  Si  et  de  T:  elles  ont 
done  une  r^ultante. 

Rteiproqueinent^  deux  fwwt  5  et  T  qui  out  y»it  rtiul*^ 
imUe  M  mmt  nece$sairement  dam  un  mime  plan.  Pour  le  d^mon- 
tier,  prenons  sur  ralignement  de  S  un  point  O  qui  ne  soit  ni 
sur  ralignement  de  T  ni  sur  celui  de  ii ;  par  O  et  par  T,  con* 
cevons  un  plan  et  dans  ce  plan  les  axes  Ox  et  07  queiconques, 
mais  non  parallftles  k  A.  Les  moments  de  cette  r^ultante  M 
aatour  de  ces  deux  axes  sont  nuls«  puisque  ceux  de  ses  com- 
posantes  Set  Tie  sont.  Done  R  rencontre  k  la fois  Ox  et  Oy 
sans  passer  par  O,  et,  par  consequent,  est  dans  le  plan  de  ^Oj, 
qui  contient  7.  Cela  pos^,  S  est  dans  ce  m6me  plau^  car  sa 
projection  sur  un  axe  Oz  perpendlcalaire  k  xOy  est  nulle, 
comme  ie  sont  celles  de  7  et  de  JR. 

S7.  c«s  d'an  couple. —  Lorsque  deux  forces  sont  ^gales, 
parallfeles  et  de  sens  contraires,  sans  dtre  directement  oppo- 
se, elles  ferment  ce  que  it.  Poinsot,  dans  ses  Elements  de  sla^ 
Hque,  a  appele  un  couple, 

Ce  genre  particulier  de  groupe  de  deux  forces  jouit  de  pro- 
priit^  que  nous  itudierons  bientdt  sous  le  titre  de  TheoHe  des 
eoupkn, 

Bomons^nous  ici  k  remarquer  qu*un  couple  ne  peut  6tre 
r^duit  k  une  r^suUante  unique,  puisque  sa  r^sultante  de  trans- 
lation est  nulle. 

SB.  bfiFiNiTions.  Moaenl  r^Mdlanl  d'an  groape  de  forces 
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d'wi  pelMt  d«lenBlB«.  Smm  axe  repr^sealatif.  —  Le 

moment  de  la  deuxiime  6quivaiente  T  d*un  groupe  de  forces 
F  pour  un  point  donn^  O,  moment  dont  le  plan,  le  sens  et  la 
grandeur  sont  d^termin^,  comme  on  vient  de  le  voir,  s'appelle 
le  moment  risultant  du  groupe  de  forces  F  autour  du  point  O. 

II  pent  £tre  d^fini  par  un  axe  repr^ntatir  A  de  direction* 
de  longueur  et  de  sens  d^termin^s,  suivant  les  conventions  con- 
nues  (II,  44).  Get  axe  perpendiculaire  au  plan  de  O  et  de  r  a 
cette  propriety  que  sa  projection  rectangulaire  sur  une  droite 
quelconque  Ox  passant  par  O  est  (II,  45)  ^ale  au  moment 
de  la  force  T  autour  de  cette  droite,  et  par  consequent  ^le 
k  la  somme  des  moments  des  forces  F  autour  de  cette  m^me 
droite  Ox. 

Au  lieu  de  proc^der  par  decompositions  et  recompositions 
success! ves  (25),  on  peut,  plus  ei^gamment,  obtenir  ou  formu- 
ler  le  moment  resultant  par  Tun  ou  Tautre  des  deux  thforemes 
suivants. 

89.  IMtermliimtioB  da  atoment  rteulUunt  d'nii  gronpe  de 
forees  anioar  d*aa  polai  O  par  les  aioaieBts  de  ees  forces 
antoar  de  trols  axes.  —  La  premiere  ^quivalente  5  des  forces 
F  etant  suppos^e  passer  par  le  point  O,  soit  T  leur  deuxi^me 
equivalente. 

On  a  pour  un  axe  quelconque  Ox  passant  par  O  regalite 
suivante,  qui  rdsulte  de  ce  que  le  moment  de  s  autour  de  cet 
axe  est  nul : 

Soit  A  en  direction  et  en  grandeur  Taxe  representatif  du  mo- 
ment resultant,  c'est-k-dire  du  moment  de  Tequivalente  T 
autour  de  O.  On  a,  par  un  theor^me  d^montre  (11.45), 

A  cos  (Ay  il)  z^DtLxT; 

et,  d'apr^s  I'equation  precidente, 

^C08(^,x)=2:dltxF. 
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Ed  appliquant  cette  formule  ii  trois  axes  partant  du  m^me 
point  O  et  non  s\iu6s  daDs  un  mdme  plan,  on  aura  les  projec- 
tions 8ur  ces  axes  de  la  droite  A  qui,  par  consequent,  sera 
diterroinie  en  direction  et  en  grandeur.  Le  plus  simple  sera 
de  prendre  trois  axes  rectangulaires  Ox,  O79  Os^  et  de  poser 
les  ^nations 

A  cos  {Aj  x)  =zlD!LxF, 

^cos(^,y)  =  2an,F,  [iO] 

^cos(^^2)  =  20ILsF, 

A^ = (soiLxiO*  4-  (2an^F)«  +  (2art,F)» . 

qn'on  exprime  en  disant : 

'RrtoiteE.  L'axe  repri$entatifdu  moment  resultant  d'un  groupe 
de  forces  autour  (fun  point  O  est  la  diagonak  d^un  parallelipi- 
fide  rectangle,  dont  les  trois  cdtes  partant  de  cette  origine  sont 
igeux  aux  sommes  de  moments  des  forces  autour  de  ces  memes 
cAteSy  et  ont  les  sens  indiques  par  leurs  signes, 

RoAiQOB.  L'axe  Ox  pouvant  varier  en  partant  toujours 
de  O,  la  plus  grande  valeur  de  A  cos  [A ,  x)  et,  par  conse- 
quent, de  Z3lLxF  a  lieu  quand  Tangle  de  Ox  et  de  A  est  nul. 
Done,  la  direction  de  l'axe  du  moment  resultant  est  celle  de  la 
droite  autour  de  laquelle  la  somme  des  moments  des  forces  du 
groupe  est  un  maximum. 

50.  Mtennfauitloii  da  moment  r^sulfaat  d'an  gvonpe  de 
IbrceB  antoor  d'on  polat  O  par  la  eompesltioB  des  momemte 
de  eea  fferees  antonr  de  ee  point.  —  En  COnservant  les  nota- 
tions du  num^ro  precedent^  reprenons  T^quation 

A  COS  (A,  x)  =  IdltzF . 

Soient  a',  a",  a'"^...  les  axes  repr^sentatifs  des  moments  des 

3 
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fcHToes  F',  P\  F"\...  autour  du  point  O.  On  a  eo  verta  da  tb^- 
r^me  (II,  4S)  cite  tout  k  I'heuK, 

a' cos  (a',Jc)  =  dllxF', 

«"oo«(«%x)=3IUP", 

a"'cos(ii'",  x)  =  OIUF"',  etc. 

et  par  consequent,  en  ajoutant  ces  ^lit^s, 

2a  cos  (a,  x)  =  ZDtLxF; 

Done 

A  COS  (-rf,  jc)  =  Za COS  («,  x) .  [M] 

Ainsi^  THfiORfcHB.  {/n  point  O  etantpris  a  volonU  pour  y  [aire 
passer  la  premiere  iquivalente  S  cTun  groupe  de  forces  F,  Vaxe 
reprisentatif  du  moment  de  la  deuxieme  equivalente  T,  autour  de 
ce  pointy  a  pour  projection,  sur  une  droite  qtielconque,  la  somme 
des  projections  des  axes  representatifs  des  moments  des  forces  F 
autour  du  meme  point  O,  e/,  par  consequent,  cet  axe  representatif 
du  moment  de  T  est  la  droite  resultante  (U,  48)  des  axes  des  mo- 
ments des  forces  F  auiour  du  point  O. 

31.  Des  six  conditions  de  I'^qnlvalenee  de  deux  grovjpes 
de  forces.  —  Puisqu'il  faut  qu'oD  puisse  passer  d'un  groupe  de 
forces  k  Tautre  sans  changer  ni  les  sommes  de  projections,  ni 
les  sommes  de  moments  de  ces  forces,  il  s'ensuit  que  pour  un 
a«e  4|iielconqae  Ox,  il  faut  qu'en  designaat  en  gea^ral  par  la 
nota&ioii  F  les  forces  d'lm  des  groupea  et  par  F'  cellas  de 
Tautfe,  on  ait : 

lFx  =  lF'x    et     2ailxF=Si)lUF'. 

Nous  aliens  demontrer  qu*il  sufTit  de  six  equations  pareilles, 
trois  de  auMnents  et  trois  de  projections  relatives  k  des  axes  de 
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m^me  origine^  pour  assurer  que  les  deux  groupM  8ont  ^uiva- 
lents,  c'est-a-dire  r^ductibles  k  deux  m^mes  ^quivalentes  dont 
Tune  passe  par  c«tte  origine.  En  eifet : 

1*  Soient  A  ei  A'  les  axes  repr^senlatifs  dea  momeQta  re- 
sultants des  deux  groupes.  lis  ont  avec  les  forties  les  relaUona 
suivantes;  pour  trois  axes  Ox,  Oy  et  Os  : 

^x  =  SintxP,      A^  =  2^,F,      A^  =  lOHxF, 
^x=2:aiL,F',      A'j=ZU[l^F\      ^'x=  2ait.F'; 

d'ou  il  suit  que  si  Ton  poae  les  trois  Equations  de  moments 

2ait,F=231lxF',   23llyF=SailyF',    2ail/,F=2ail,F',   [Ml 

par  cela  indme  on  ^crit  que  les  axes  ^'  et  ^'  ont  les  monies 
projections  sur  trois  axes  non  situ^s  dans  un  mfime  plan,  et  par 
eons^quent  coincident  en  direction  et  en  grandeur;  d'ob  il 
rfeolte  que  les  secondes  ^quivaieiites  T  et  T  des  deux  groupes 
non-seulement  sont  alors  dans  un  m6me  plan  passant  par  Tori- 
gine  O,  mats  encore  peuvenl  avoir  dans  ce  plan  m^me  direc- 
tioii  ct  m6me  grandeur,  (23,  3*),  en  un  mot,  colncider. 

2*  Si  Ton  pose  les  trois  Equations  de  projections  sur  trois 
axes : 

2F,==:SF',,     ZFj^ZF'j,     2F,  =  SF'..  [P] 

lesequivalentes  des  deux  groupes,  5  et  T  d'une  part,  S*  et  T' 
d'autre  part,  ayant  les  m^mes  sommes  de  projections  que  les 
groupes,  satisferont  aux  Equations 

S,+  Tx=tf,+  T'x,    Sj+TjZ=zgj+Tj,    S^+T^  =  !f^+T\. 

Or,  St  les  Equations  de  moments  [M]  sont  en  m6me  temps 
f iriMes,  on  vient  de  Toir  qn'on  peut  alors  faire 

TE=r,,    if=TV,     r.=ssT',, 
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et  par  consequent 

c'est-jt-dire  que  les  forces  s  et  S'  coincident  aussi  bien  que  T 
et  r'.  Done,  la  consequence  des  six  Equations  [M]  et  [P]  est 
que  les  deux  groupes  de  forces  auxquels  elles  s'appliquent  sont 
r^ductibles  aux  deux  m£mes  ^quivalentes  et  par  consequent 
sont  equivalents. 

Rbkarqubs.  I.  Si  les  trois  equations  de  projections  [P]  etaient 
seules  verifiees,  on  pourrait  dej^  en  conclure  que  la  resultante 
de  translation  (40)  serai t  la  meme  pour  les  deux  groupes,  et 
que^  par  consequent,  le  mouvement  du  centre  de  gravite  du 
systeme  ne  serail  pas  altere  par  la  substitution  d'un  des  groupes  k 
I'autre.  Dans  cette  meme  hypothese,  toute  equation  analogue 
aux  equations  [P]  c'est-k-dire  exprimant  regalite  des  sonames 
de  projections  des  forces  des  deux  groupes  sur  un  axe  queicon- 
que,  serait  vraie,  mais  non  distincte  des  trois  autres  qui  la  com- 
prendraient  implicitement ;  car  la  quatri^me  equation  serait 
une  consequence  necessaire  de  regalite  des  deux  resultantes  de 
translation^  exprimee  par  les  trois  premieres. 

II.  Si  les  trois  equations  de  moments  [If]  etaient  seules  ve- 
rifiees^ il  s*ensuivrait  que  choisissant  O  pour  y  faire  passer  les 
premieres  equivalentes  S  et  S'  des  deux  groupes,  on  pourrait, 
ce  qui  vient  d'etre  demontre,  faire  compietement  coincider  les 
deuxi^mes  equivalentes  T  et  T'.  Dans  ce  cas,  toute  equation 
analogue  aux  equations  [M]  et  prise  pour  les  deux  memes 
groupes  et  pour  un  axe  passant  par  le  point  O,  dans  une  direc- 
tion d'ailleurs  quelconque^  serait  vraie,  mais  implicitement 
comprise  dans  les  trois  autres ;  car  les  sommes  de  moments  des 
forces  des  deux  groupes  etant  toujours  respectivement  egales 
aux  sommes  de  moments  de  leurs  equivalentes,  et  cela  pour  un 
axe  absolument  quelconque  dans  Tespace,  sMl  s'agit  d'un  axe 
passant  par  TorigineO,  pourlequel  les  moments  des  forces  SeiS* 
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soDt  nuis,  rexactitude  de  la  nouvelle  Equation  est  une  conse- 
quence n^cessaire  de  T^alit^  des  forces  T  et  T'  exprim^e  par 
les  trois  premieres  Equations  [M]. 

32 .  F«raM  aiial7tlq«e  des  six  eoadltloni  d'««vlvaMMe.  — 

Si  suivant  les  notations  d^jk  connues  (11^  5!2  et  59),  on  repr^ 
sente  par  X,  Yy  X  les  composantes  parali^les  it  trois  axes  coor- 
donnes  rectangulaires  de  Tune  des  forces  F  du  premier  groupe, 
par  jc,  y,  z  les  coordonn^es  d'un  des  points  de  sa  direction, 
par  X\  Y\z\  x',  7',  b'  les  quantit^s  analogues  du  second 
groupe,  les  six  ^nations  d'^quivalence  peuvent  s'^crire  ainsi, 
en  indiquant  par  Z  des  sommes  ^tendues  k  toutes  les  forces  de 
chaque  groupe  : 

Aulieude    SFxssSF'x,        2x  =  2jr'  J 

D      de    2Fy=2F'y,        Sy=Sr  I  [12] 

»  .    de    2F«=SF'„        SZ=21Z'    ) 

Aulieude  SartxF=:S3TL,F',  S(yZ— zy)=S(y'Z'— JB'r)j 
B       de  S0rtyF=2Unt7F',  S(zX— Jc2)=S(«'X'— x'Z')([i3] 
»      de  23lL,F=S3TixF',  2(xy— yX)=2(* r'— ^x^J 

^luations  dans  lesquelles  il  est  bien  entendu  que  les  compo- 
santes ou  projections  des  forces,  et  les  diverses  coordonn^es 
sont  prises  avec  leurs  signes. 

RsHAKQUB.  Les  Equations  [12]  et  [13]  viennent  d'etre  Stabiles 
relativement  k  trois  axes  coordonn^s  rectangulaires.  It  est  ce- 
pendant  digne  de  remarque  qu'elies  subsisteraient  comme 
conditions  n^cessaires  et  suflBsantes  d'^quivalence ,  si  les  axes 
dtaient  obliques^  partant  toujours  d'une  origine  commune  et 
non  situ^  dans  un  m6me  plan.  Ceia  est  Evident  quant  aux 
^nations  de  projections  [12],  d'aprte  la  propri6t6  de  la  r6sul- 
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tante  de  translation  dont  la  projection  quelconqoe  sur  un  axe  est 
^gale  k  la  somme  det  projections  semblables  des  composantes. 
Quant  aux  ^nations  [id]  qui  cessent  d'dtre  des  Equations  de 
moments  proprement  dits  quand  les  axes  ne  sont  pas  rectangu- 
laires^  on  d^montre  sani  difficulte  que  ohaoune  d'elles  est  alors 
une  ^nation  de  moments  affectte  d'un  coefficient  comitiun  k 
tous  ses  termes« 

55.  Condi  CioB  de  la  r^dnellon  de  plaslenm  forees  ft  vae 
rtenlcante  nniqiie.  —  Cette  question  pent  se  trailer  comme  ii 
suit  parTempIoi  de  ia  geometrie  analytique,  Soient  X^  Y^,  z^^ 
les  composantes  de  la  r^sultante,  parall^les  k  trois  axes  coor- 
donnes  et  appliqu^es  aux  points  dont  les  coordonnds  aont 
^i9  7i»  'i-  I^^s  Equations  d*equivalence  sont,  eu  ^gard  aux  trois 
sens,  consid^rte  comme  positifs,  des  moments  autour  des  axes : 

X,=2Fx,     y,:^2Fy,     i?,  =  2F.,  [14] 

y.^.-*.l^.  =  2^xF, 
«.X,-.je,*,t=;5jnrF,  [16} 

Les  trOis  Equations  [14]  detertninent  les  trois  projections  et, 
par  consequent,  la  grandeur  et  la  situation  anguiaire  de  la  re- 
sultante.  Les  trois  Equations  [iS]  expriment  trois  plans  -dans 
lesquels  se  trouve  cette  force»  et  donnent  lieu  k  une  Equation 
de  condition  analogue  [^  celle  qui  a  ^t^  trouv^e  (II,  47)  comme 
relation  entre  les  projections  d'une  force  sur  trois  axes  coor- 
donn^s  et  ses  moments  autour  de  ces  mfimes  axes  : 

ZFx23iLxF+2ry2^r4-2rx!;aTUF=o.      [i6] 

Ii  faut  excepter  le  cas  oil  les  trois  sommes  de  pr6jectioas  se- 
raient  nulles,  tandis  que  les  sommes  de  moments  ne  ie  seraient 
pas.  Alors,  les  deux  ^uivalentes  Set  T  seraient  ^es,  pand- 
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I^es^  de  sens  contraires,  sans  Aire  directement  opposiies :  elles 
fofiDeraieDi  un  couple  sans  r^sultante  unique  : 
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54*  R^milUuito  de  forces  parallAlen  dmmm  I'eepaee.  *-  Si 

les  forces  P  d*un  groupe  en  nombre  quelconque  sont  toutes 
parallftles  entre  elles,  les  unes  dans  un  sens,  les  autres  pouvant 
^tre  en  sens  contralre,  et  si  on  les  rapporte  k  trois  axes  rectan- 
gulaires  dont  Tun  leur  soit  parallfele,  trois  des  six  quantit^s  qui 
relativement  k  ces  forces  enirent  dans  les  Equations  d'^quiva- 
lence  sont  identiqueinent  nulles,  savoir  :  les  sommes  de  leurs 
projections  sur  les  deux  axes  qui  leur  sont  perpendiculaires  et 
la  somme  de  leurs  moments  autour  de  Paxe  qui  leur  est  paral- 
IMe.  II  s'ensuit  que  Tequation  [16]  du  n®  33  est  identiquement 
v^rifi^e  et  que,  sauf  le  cas  de  reduction  h  un  couple  et  le  cas 
d'equilil)re,  les  forces  ont  une  resultante  qn'on  trouvera  par  les 
trois  Equations  d'^quivalence  qui  restent  k  verifier. 

Convenons  1°  de  repr^senter  par  F  Tune  quelconque  des 
forces  du  groupe,  prise  avec  le  signe  +•  ou  le  signe  — ,  selon 
qu'elle  est  dans  le  sens  de  I'axe  Ok,  ou  en  sens  contraire; 
2»  de  repr&entcr  par  jc  et  y  les  coordonntes  positives  ou  nega- 
tives et  parall^les  aux  autres  axes,  d'un  point  quelconque  de  la 
droitc  suivant  laquelle  agit  la  force  F. 

La  resultante  devant  avoir  ses  projections  egalesaux  sommes 
de  projections  des  forces  F  sera  par  consequent  parall^le  2i  Ob. 
Rcpresentons  par  A  sa  valeuralgebrique,c'est-&-dire  positive 
ou  negative,  selon  qu'elle  a  le  sens  de  O2  ou  le  contraire,  et 
par  jc,  et  y,  les  coordonn^es  d*un  quelconque  des  points  de  son 
nlignement.  Les  trois  equations  restant  h  verifier^  une  de  pro- 
jections sur  Oz  et  deux  de  moments  autour  de  Oy  et  de  Ox, 
sont 

Jlss:£F,     Mx^salFx,     lly,=£Fy. 
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Ces  &]uations  doivent  Mre  appliques  eu  ^rd  auxsignes  des 
forces  et  des  coordonates :  il  est  ais^  de  reconnattre  en  effet 
que  si  I'on  prend  pour  positif  le  moment  Fx  de  F  autour 
de  O7,  ce  moment  change  de  sens  quand  Tun  de  ses  facteurs 
devient  n^gatif,  et  redevient  positif  quand  ses  deux  facteurs 
sont  n^gatifs. 

La  seule  inspection  de  ces  trois  Equations  d^montre  que  si 
la  somme  algebrique  ZF  n'est  pas  nuUe,  la  determination  de 
la  r&ultante  it  et  de  sa  direction  a  toujours  une  solution  et 
n'en  a  qu'iine  seule,  quel  que  soit  le  nombre  des  composantes. 

Stt.  R^iMllaBte  de  demx,  fforees  panOlMes.  —  La  thiorie  ge- 
ndrale  du  num^ro  pr^cMent  prouve  que  sauf  le  cas  oh  ces  deux 
forces  sont  ^les  et  de  sens  contraires,  elles  ont  une  r&ultante 
qui  leur  est  parallile,  et  qui  est  ^le  ii  leur  somme  algebrique, 
c'est-k-dire  ^gale  k  la  somme  absolue  et  dans  le  sens  des  com- 
posantes, si  celles-ci  ont  m£me  sens,  et  ^gale  k  leur  difference 
absolue^  dans  le  sens  de  la  plus  grande,  si  elles  sont  de  sens 
contraires.  En  second  lieu,  la  r^sultante  est  dans  le  plan  des 
composantes  parce  que  son  moment  autour  d'un  axe  situe  dans 
ce  plan  est  nul  comme  le  sont  les  moments  de  ces  deux  forces. 

Quant  k  la  situation  de  la  r^sultante  dans  ce  plan,  elle  est 
determinee  par  les  equations 

R=F''i-F''     et    nx,  =  FV  4-  F'V , 

qui  ne  sont  que  Tapplication  des  formules  generates  (34)  au  cas 
de  deux  forces  F'  et  F"  de  mdme  signe  on  de  signes  contrai- 
res, passant  par  deux  points  dont  les  distances  k  une  origine 
quelconque  dans  le  plan  de  ces  forces  sont  x^  et  x"  prises  avec 
leurs  signes.  On  en  tire 

FV  +  F  V 


«  —     F'  +  F" 
formule  qui  donne  lieu  k  quelques  remarques  utiles. 
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Dans  le  cas  exceptionnel  od  les  deux  forces  F'  et  F'^  sont 
egales  et  de  sens  contraires  sans  6tre  directement  oppos^es, 
A  devient  nulle  et  jc,  infini,  parce  que  son  d^nominateur  est 
Did  sans  que  le  num^rateur  le  soit.  II  y  a  done  impombiliti  dc 
reduire  ii  une  rfeultante  unique  les  deux  forces  qui  alors  tor- 
ment un  couple. 

Dans  toute  autre  hypoth^se^  si  Ton  pose  I'^quation  d'^quiva- 
leoce  des  moments  autour  d'un  point  pris  sur  la  direction  de  la 
risultante,  les  moments  des  deux  composantes  doivent  £tre 
^ux  et  de  signes  contraires,  pour  que  leur  somme  alg^brique 
soit  nolle  commele  moment  de  la  r^sultante.  II  s'ensuit  1"  que 
si  la  deux  composantes  paratleles  sont  de  meme  sens,  la  risultante 
est  dans  leur  intervalle  et  partage  cet  intervalle  en  deux  parties 
rkiproquementproportionnelles  aux  deux  forces;pBT  consequents 
elk  partage  dans  k  meme  rapport  toute  droitejoignant  deuxpoints 
prisrespecHvement  sur  ks  directions  de  ces  deux  composantes; 
^  que  si  ks  composantes  sont  de  sens  contraires^  la  r^sultante  est 
en  dehors  de  leur  intervalle  et  du  cdtide  la  plus  grande  (seule  posi- 
tion possible  pour  que  les  moments  de  deux  composantes  autour 
d'un  point  pris  sur  la  r^sultante  soient  de  signes  contraires  et 
^ux),  et  les  distances  des  composantes  d  la  risultante  sont  encore 
en  raison  inverse  de  ces  deux  forces,  ces  distances  ^tant  compttes 
soit  sur  une  perpendiculaire»  soit  sur  une  droite  oblique  qui 
rencontre  les  forces. 

56.  MeoBiposltf OM  d'mie  foree  en  denx  avtres  qui  Inl 
Mieat  paraiidies.  —  Les  mSmes  Equations  de  projections  et  de 
moments 

HrsF'-l-F"     et    JRx,  sFV  +  FV, 

permettent  de  r^udre  les  questions  dans  lesquelles,  outre  la 
resnltante  en  grandeur  et  en  direction,  on  connalt  soit  deux 
points  par  iesquels  passent  les  deux  composantes  parallilesi  soit 
Ton  de  ces  points  et  Tune  des  composantes,  grandeur  et  sens. 
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Le  problime  tofajotift  possible,  pnisqa'il  repose  sur  la  resolution 
d'^uations  da  premier  degr^,  pr^sente  divers  cas,  soit,  si  deux 
points  sont  donnas,  suivant  qu'ils  sont  de  diffi^rents  cAt^s ,  on 
d'un  mtoe  c6te  de  la  r^suliante,  soit,  si  on  seul  point  est  donn^, 
suivaot  que  lacomposante  qui  y  passe  est  de  m^me  sens,  ef  plus 
petite  ou  plus  grande  que  la  resultante,  ou  suivant  qu'elle  est 
de  sens  contraire.  Le  lecteur  fera  bien  de  trailer  des  exemples 
Dumeriques  de  ces  cinq  cas.  en  remarquant  que  I'^quation  des 
moments  se  simplifie  lorsqu'on  prend  I'origine  des  distances  ou 
VtkXB  des  moments  sur  la  direction  d'une  des  trois  forces. 

57.  Centre  de  f«t«M  paraiMles.  —  Connaissant  les  posi- 
tions d*aulant  de  points  qu'on  toudra  par  lesquels  passent  des 
forces  paranoics,  d^intensit^s  connues,  les  unes  consid^r^es 
corame  positives^  ayant  todtes  un  m^e  sens,  et  les  autres  ni* 
gatives,  ^tant  en  sens  contraire  des  premieres,  on  pent,  sans 
Gonnattre  la  situation  angulaire  de  ces  forces,  et  sauf  le  cas  ofa 
leur  somme  alg^brique  est  nulle,  assigner  un  point  par  lequel 
passe  n^cessairement  leur  r^sultante.  Cela  vient  d'etre  ^tabli 
(33)  pour  deux  forces  F',  F"  :  si  M'  et  M"  sont  deux  points  par 
lesquels  elles  passent,  leur  r^sultante  Jl''  coupe  la  droite  M'M" 
en  un  point  N",  dont  les  distances  ^  M '  et  ii  M"  sont  r^cipro- 
quement  proportionnelles  aiix  deux  composantes.  De  mt^me, 
la  resultante  U"'  de  B"  et  d'uno  troisifeme  force  1^",  passant 
par  M"',  passe  en  un  point  IV'"  fie  la  droite  M'W  qui  ne  de- 
pend que  du  rapport  de  F'  +  F"  a  F"'.  En  procedant  ainsi.  de 
suite  on  arriverail,  sans  connatlre  la  direction  des  forces,  k  trou- 
ver  un  point  IV,  par  lequel  passe  n6cessaireinent  la  resultante. 

Ce  point  s'appelle  le  centr-e  des  forces  paralleles  donl  il  s'agit. 
Les  points  par  lesquels  ces  forces  passent  n^cessaircment  s'ap- 
pellent  points  d'application. 

Si  F  reprisente  une  quelconque  des  forces  du  syst^mc,  x  la 
distance  de  son  point  d*applioation  a  un  plan  quelconque,  x,  ia 
distance  au  mdme  plan  du  centre  des  forces  paralldles,  on  peut. 
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d'flprte  ^explication  qui  prdefede,  sans  changer  la  position  de  ce 
pointy  supposer  lei  forces  parall^les  an  plan  consid^r^,  et  I'on 
a  par  oons^tot^  oomnie  ati  num^ro  37, 

SFx 
Ed  operant  de  m6me  par  rapport  k  deux  autres  plans,  on  a 


2Fy  iFz 


Ainsi  trois  coordonn^es  determinant  le  centre  des  forces  pa- 
nllMes  sont  obtenues  en  fonctlons  de  celles  de  leurs  points 
d'application,  et  des  rapports  des  forces. 

58*  Ceatre  de  ipraTiM.  ^^  Lorsque  les  forces  parall^les  S6nt 
les  poids  de  points  mat^riels  dont  se  compose  un  corps  ou  ays* 
time,  le  centre  de  ces  forces  n'est  autre  chose  que  le  centre  de 
graviU  du  syatftme ;  car  on  peut  dans  les  formules  pf^c^dentes 
sobstituer  aux  forces  F,  c'est-k-dire  anx  poids  des  points  ma- 
tfriels,  leors  masses  qui  leur  sont  proportionnelles,  et  les  for- 
mules sont  alors  celles  de  la  fln  du  num^ro  7. 
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99.  tt^alteiite  de  forees  sftn^es  dans  nu  plan.  —  fin  pre- 
nant  ud  point  O  quelconque  dans  le  plan  des  forces^  on  pourra 
toujours  (25)  r^duire  celles-ci  k  deux  equivalentes  qui  seront 
dans  le  mdme  plan.  Trois  cas  seront  alors  possibles  :  les  deux 
iquivalentes  pourront  6tre  ^gales  et  directement  opposees,  c'est 
le  cas  d'&|uilibre;  elles  pourront  former  un  couple  i  sauf  ces 
deux  cas^  elles  auront  une  r^sultante  unique  qu'on  pourra  ob- 
tenir  par  ie  parallelogramme  des  forces  ou  par  la  composition 
de  deox  foroaa  paralMlea. 
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La  grandeur  et  la  direction  de  cette  r^altante  peuvent  6tre 
exprim^es  par  des  ^nations  de  projections  et  de  moments. 
Pour  cela,  le  plus  simple  est  de  rapporter  ies  forces  k  trois 
axes,  dont  deux,  Ox  et  Oy,  soient  dans  leur  plan,  et  le  troi- 
si^me,  Os,  perpendiculaire  h  ce  plan.  Trois  des  six  quantit^s, 
qui,  relativement  )i  ces  forces,  entrent  dans  Ies  equations  d'i- 
quivalence  (31  et  32)^  sont  alors  identiquement  nulles,  savoir  : 
la  somme  de  leurs  projections  sur  Taxe  Os  et  Ies  deux  sommes 
de  leurs  moments  autour  de  Ok  et  de  Oy.  L^^quation  [16]  du 
num^ro  33  est  done  identiquement  v^rifiee,  ce  qui  confirroe 
que,  comme  nous  venons  de  le  reconnattre  a  priori^  sauf  le  cas 
de  reduction  k  un  couple  et  le  cas  d*^quilibre,  Ies  forces  ont 
une  r^sultante;  et  on  pent  la  trouver  par  Ies  trois  ^uations 
d'^quivalence  qui  restent  k  verifier. 

D&ignant  par  It  cette  r^ultante  et  par  F  une  quelconque 
des  composantes,  on  a 

Jlx  =  SFx,     Jlj  =  2Fy,     aR;^Jl=23lt,F. 

Les  deux  premieres  de  ces  equations  font  connattre  Ies  deux 
projections  sur  Ox  et  sur  Oy  de  la  r^sultante,  ce  qui  determine 
sa  grandeur  et  sa  situation  angulaire.  La  troisi&me  complete  la 
determination  de  son  alignement ;  car,  sa  grandeur  ^tant  con- 
nue,  la  valeur  absolue  de  son  moment  determine  sa  distance  k 
Torigine  O,  et  le  signe  de  ce  moment  determine  le  choix  k  ikire 
de  Tune  des  deux  forces  qui  ont  la  situation  angulaire  et  la  dis- 
tance trouv^es. 

On  donne  ordinairement  k  T^uation  des  moments  la  forme 
indiqu^e  au  num^ro  32^  savoir  : 

oil  Ton  voit  que  les  coordonn^es  x,  et  y,  d'un  point  de  la  di- 
rection de  la  resultante  sont  ind^termin^y  mais  que  la  droite, 
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saivant  laMjuelle  est  cette  direction,  est  parfiiilement  d^ternii- 
nte,  dis  que  les  forces  et  leurs  directions  sont  donnties. 

rmiOUE  DB8    C00PLB8. 

41.  MoaieBt  d'aii  coapie.  —  La  soinine  alg^brique  des  mo- 
ments des  deux  forces  d'un  couple,  autour  d*un  axe  perpendi- 
colaire  au  plan  qui  contient  ces  deux  forces,  est,  quelque  part 
que  soit  I'axe,  ^le  au  produit  de  Tune  des  forces  multipli^e 
par  la  distance  qui  les  s^pare,  et  affect^e  d'un  signe  qui  ne  varie 
pas  non  pins  quand  I'axe  change. 

Cela  est  facile  h  voir  :  si  Paxe  est  situ^  entre  les  deux  forces, 
leurs  deux  moments  sont  de  m^me  sens,  de  m£me  signe,  et  la 
grandeur  de  chacune  des  forces  6tant  facteur  commun  a  ces 
moments,  ieur  somme,  de  m^me  signe  qu'eux,  est  ^ale  k  cette 
grandeur  multipliee  par  la  somme  de  leurs  distances  h  I'axe, 
c'est-^-dire  par  Ieur  distance  mutuelle.  Si  I'axe  est  en  dehors 
de  rintervalle  des  deux  forces,  les  deux  moments  sont  de  sens 
contraires;  le  plus  grand  en  valeur  absolue  a  le  m^me  sens 
qu'avaient  les  deux  moments  dans  le  premier  cas,  et  la  somme 
alg^brique  des  deux  moments  contraires  est  6gale  k  la  grandeur 
commune  des  forces  multipliee  par  la  difference  de  leurs  dis- 
tances k  Taxe,  c'est-k-dire  encore  par  Ieur  distance  entre  elles. 

Cette  somme  alg^brique  invariable  s'appelle,  pour  abr^ger, 
le  moment  du  couple.  En  g^n^ral,  ce  moment  est  egal  k  celui  de 
fune  quelconque  des  deux  forces  du  couple,  pris  autour  d'un 
point  situe  sur  I'autre  force. 

La  distance  qui  s^pare  les  deux  forces  d'un  couple  s'appelle 
son  bras  de  levier.  On  verra  au  chapitre  de  la  Statique  (iOO) 
Torigine  de  cette  denomination. 

4S.  E^Mlvaleaee  de  deax  eonples.  —  Un  couple  (P,  —  P) 
ne  peut  avoir  une  resultante  unique  (27) ;  mais  deux  couples 
(ft — <?)  «^  (^9  —  ^)  peuvent  etre  Equivalents  Pun  a  Vautre,  D6- 
montnms  qu'tV  suffltei  quilfaut  pour  cela  que  leurs  plans  soient 
forailiks  et  que  leurs  moments  soient  igaux  et  de  mime  sens. 
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En  effet,  i"*  non^eeulement  leure  sommes  de  projeotlons, 
^tant  nulled,  «ont  ^alea  \  mais  encore,  sous  la  double  cxMidi* 
tion  indiquee,  les  sommes  de  moments  de  leurs  forces  autour 
d'un  axe  perpendiculaire  k  leurs  plans  sont  ^gales,  puisque  ces 
sommes  sont  les  moments  des  couples^  et  les  sommes  aoaiogues 
autour  de  deux  axes  pris  dans  le  plan  d'un  des  couples,  et  non 
parallfeles  aux  forces  de  I'autre,  sont  aussi  6gales,  ^tant  nulles, 
parce  que  les  deux  forces  de  I'autre  couple  sont  k  ^ales  dis- 
tances de  ces  axes. 

II  suit  de  \k  que  :  Quel  que  soit  un  coupk,  on  pent  lux  domter 
pour  iquivaleni  un  autre  couple,  dont  rune  des  forces  ait  tme  di^ 
rection  {alignemeni  et  sens)  quelconque  donnie  dans  le  meme  plan 
ou  dans  un  plan  parallile  a  celui  du  premier  couple  et  une  inten- 
sity prise  d  volonti.  Le  bras  de  levier  du  nouveau  couple  se  de- 
termine, d*apr^  cette  donn^e^  de  mani^re  k  conserver  le  mdme 
moment  et  le  m^me  sens. 

2*  R6ciproquement,  lorsque  deux  couples  (F,  — P)  el 
[Qy  —  Q)  sont  Equivalents,  leurs  plans  sont  parall^les  et  leurs 
moments  sont  Egaux  et  de  m^me  sens.  Car  si  leurs  plans  se 
coupaient,  on  pourrait,  en  faisant  tourner  les  deux  couples  dans 
leurs  plans^  les  amener  h  avoir  chacun  une  force  dirigee  suivant 
rinlersection,  et  si  Ton  prenait  dans  le  plan  de  Tun  des  couples 
(P, — JP),  par  exemple,  un  axe  Ox  rencontrant  cette  intersection, 
trois  moments  partiels,  ceux  de  P,  de  —  P  et  de  Q,  seraient 
nuls,  mais  celui  de  la  quatri^me  force,  —Qi  n^  1^  secait  pas, 
parce  que  cette  force  ne  pourrait  ni  ^tre  parali^le  k  Taxe  Ox 
ni  le  rencontrer.  Done,  dans  le  cas  de  P^quivalence,  les  plans 
des  deux  couples  ne  peuvent  se  couper.  L'Egalite  de  leurs  mo- 
ments est  d*ail!eurs  une  consequence  immediate  de  cette  Equi- 
valence. 

45.  Ax«  repr6«eat%ttf  4'wi  c««9le>  -^  Pour  dEfiotf  eonh 
pIEtement  les  caract^res  commuos  k  tpii3  les  couples  aqiiivaieuis 
k  un  mEme  couple,  il  suffit  d^  dooner  la  silua&ion  aogulaMdaiia 
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Tespace  d'uoe  droile  dirig^e  d%  maai^re  que  ie  sens  du  couple 
soit  eelui  de  la  rotation  positive  autour  de  cette  droite,  et  de 
prendre  sur  sa  direction  une  longueur  repr^sentani,  rooyen* 
nant  one  ^cbelle  convenue,  Ie  moment  du  couple  dont  il  s'agit. 
L'aligneaient  de  cet  axe  peut  d'aitieurs  Atre  men6  pour  tout 
poinl  de  Tespace  pris  arbitrairement. 

44.  €«Biposlll«ii  ea  aae  r^uUlaaCe  anlq«e  4'«ne  ff«vee  al 
d'an  eovple  doat  to  pimm  eontiest  eeUe  ffovee  on  l«l  est 
panOMe.  ^  Soit  f  la  force  el  (P,  -—  P)  Ie  couple^  dont  Ie 
bffa$  de  levier  est  u  et  par  cons^ueiit  Ie  moment  est  Pa.  On 
paot  d'abord  transformer  ce  couple  en  un  autre  [F\^F'),  dont 

Pa 

les  forces  soient  egales  ^  F  el  dont  Ie  bras  de  levier  sera    — - , 

afin  que  Ie  moment  reste  egal  k  Pa;  de  plus,  on  peut  au  be** 
soil)  transporter  Ie  nouveau  couple  parall^Iement  k  lui-m^me, 
de  mani&re  que  son  plan  oontienne  la  force  F;  enfin,  on  peut 
touroer  et  transporter  Ie  mdme  couple,  de  mani^re  que  Tune 
de  ses  forces  —  F'  coincide,  mais  en  direction  contraire^  avec 
la  force  F.  Alors  les  forces  F  et  —  F'  se  d^truisent,  et  ii  reste 
pour  equivalente  unique  du  groupe  primitif  la  force  F\  ^gale 

Pa 

et  paranoic  k  F  en  m6me  sens,  mais  h  une  distance  —  de  la 

premiere  direction,  distance  parall^ie  au  plan  du  couple,  et  dont 
Ie  sens  doit  6tre  choisi,  de  mani^re  que  Ie  moment  de  la  re^ 
saltante  F'  autour  d  un  point  pris  sur  la  direction  de  F  soit  de 
mtaie  sens  que  celui  du  couple  (F,  •— P). 

4S.  BMnellon  d'on  groupe  de  forees  ft  lear  r^solteate 
4e  trawtottou  et  ft  mi  eenp Ie.  ^  Un  groupe  quelconque  de 
forces  pouvant  se  reduire  (23)  h  deux  equivalentes,  dont  Tune  S 
passe  en  un  point  donn^  O  et  Tautre  T  est  dans  un  plan  de- 
termine par  Ie  choix  du  point  O,  appliquons  h  ce  point  deux 
forces  f  at  -^  T,  paraU^Ies  et  Egales  k  T,  Tune  de  m6me 
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sens  et  Tautre  de  sens  oppose.  Rien  n'est  change  aux  sommes 
de  projections  et  de  moments  des  forces.  Mais  T  et  —  T  for- 
ment  un  couple  dont  le  moment  est  celui  de  la  force  T  autour 
du  point  O,  et  les  deux  forces  S  eX  T  ont  une  r^suitante  R 
passant  par  ce  point,  laquelle  est  la  r^sultante  de  translation 
du  groupe  primitif,  puisque  la  projection  de  cette  force  R  sar 
un  axe  quelconque  £tant  £gale  k  la  somme  des  projections  de 
S  et  de  T\  est  ^gale  k  celle  des  projections  de  s  et  de  T,  et  par 
consequent  des  forces  du  groupe  sur  ce  m£me  axe. 

Rbmarqub.  Le  choix  du  point  O  n*ayant  aucune  influence  ni 
sur  Tintensit^^  ni  sur  la  direction  de  la  r^ultante  de  translation, 
n'en  peut  avoir  une  que  sur  la  grandeur  et  la  direction  du  cou- 
ple^ qui,  avec  la  resultante  de  translation  appliquee  en  ce 
point  O,  forme  un  groupe  de  trois  forces  Univalent  au  groupe 
primitif. 

46.  DfipnUTlON.  couple  rtealU»l  d*am  groape  de  forees 
relatlTeBtent  ^  luie  dlreellom  d^eratlm^  de  1a  rfemlteate 
de  translation.  —  A  tout  groupe  dc  forces  appartient  une  r^ 
sultante  de  translation,  dont  la  situation  angulaire  et  la  gran- 
deur dependent  uniquement  de  celles  des  forces  du  groupe.  Si 
on  lui  assigne  une  direction  particuliire  OR^  cette  force  r^unie 
h,  un  couple  constituera  un  systfeme  de  trois  forces  Equivalent 
au  groupe  primitif,  et  ce  couple  aura  toujours  m6me  grandeur, 
m6me  direction  et  m6me  sens,  quel  que  soit  le  point  O  qu'on 
prenne  sur  la  direction  determine  de  la  r^ultante  de  transla- 
tion pour  y  faire  passer  le  plan  du  couple.  II  s'appelle  le  couple 
resultant  du  groupe  relativement  au  point  O  ou  a  la  direc- 
tion  OR. 

Le  couple  resultant  pouvant  £tre  placE  de  mani^re  que 
Tune  de  ses  deux  forces  passe  au  point  O,  il  s'ensuit  que  le 
moment  du  couple  resultant  est  la  m6me  chose  que  ce  qui  a 
ete  appele  (^8)  moment  resultant  autour  du  point  O,  et  que  son 
axe  repr^ntatif  est  exactement  ce  qui  a  6ii  nommE  Vaxe  re* 
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prhentafif  du  moment  resultant.  Seulement  nous  n'avions  pas 
remarqui  que  le  moment  resultant  resterait  le  mdme  si  Ton 
Iransportait  le  point  O  parall^lement  k  la  r^suUante  de  trans- 


47.  IMtemilMation  da  eonple  rtenltant  relatlf  h  im 
pftint  O  par  left  momenta  des  forees  prlmlilTes  aatoor  de 
treis  axes  paasaat  par  ee  poiat.  —  D'apr^S  ce  qui  vient  d*6tre 
dit,  le  th^or^roe  du  numiro  29  pent  dire  ^nonc^  en  ces  termes : 

ThBobBmb.  L'axe  reprismiatif  du  couple  resultant  d^un  groups 
de  forces,  relativement  d  tin  point  O,  est  la  diagonale  d'un  pa- 
raMipipede  rectangle^  dont  les  trots  cdtis  partant  de  cette  ori- 
gine  sont  4gaux  aux  sommes  de  moments  des  forces  autour  de  ces 
mimes  cdleSj  et  ont  les  sens  mdiquSs  par  leurs  signes. 

48.  IMfermbia^oii  da  eenple  rtealtaat  relatlf  h  am 
peiat  O  par  la  eompoelcloa  des  momeata  des  forces  primi- 
tives matoar  de  ee  poiaf.  —  D'apris  la  mdme  remarque,  le 
theor^me  dn  numdro  30  peut  recevoir  cet  dnonc^  : 

THtoBBuB.  Laxe  representatif  da  couple  risultant  d'un  groupe 
de  forces  autour  (fun  point  O  est  la  droite  risultante  des  axes 
reprisentatifs  des  moments  des  forces  primitives  autour  du  mime 
pomt  O. 

49.  Compositioa  des  eoapies.  —  Le  theor^rae  pric^dent 
peut  6tre  encore  pr&ent6  sous  une  autre  forme,  sans  rien  chan- 
ger au  fond. 

Soient  les  forces  d&igndes  en  general  par  F  et  en  particulier 
par  F\  F",  F'",...  dirigies  comme  on  voudra  dans  Tespace. 
Prenons  arbitrairement  un  point  O  et  appliquons-y  fictivement 
denx  forces  contraires  F',  et  —  F'^  ^gales  et  paralliles  h  F\ 
deux  forces  contraires  F'\  et  —  F",  dgales  et  parallfeles  h,  F", 
et  ainsi  de  suite  pour  toutes  les  forces  primitives.  Le  nouvel 
ensemble  de  forces,  les  unes  r^elles,  les  autres  fictives,  sera 

4 
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^uivalent  au  groupe  des  forces  F  et  pur  consequent  poum 
se  r^duipo  h  sa  resultante  de  translation  A  et  ^  son  couple  re- 
sultant (r, «—  T).  Or,  parmi  ies  forces  fictives  appliqu^es  en  O, 
celles  qui  sont  de  mdme  sens  que  Ies  forces  F\  F"y  JP"',... 
savoir,  F',,  F",,  F"\,...  ont  pour  ^uivalente  unique  la  r^l- 
tante  de  translation  JR ;  done  Ies  autres  forces,  c'est-^-dire  Ies 
couples  (F',  -F',),  {F"  —  F\),  (F'",  -F"',),...  considirfe 
s^pariment  de  cette  resultante,  ont  pour  Equivalent  le  couple 
resultant  (T,  —  7).  D  ailleurs  Ies  axes  repr^sentatifs  de  ces 
couples  sont  identiquement  Ies  mAnnes  que  Ies  axes  repriaen- 
tatifs  des  moments  des  forces  primitives  F\  F",  F'",..*  antoar 
de  O,  et  peuvent  par  consequent  leur  etre  sobstitues  dans  le 
theorfeme  prEcMent ;  done 

THtORfiMB.  L*axe  representatif  du  couple  risuliant  (fun  groupe 
quelccnque  de  forces,  relativement  d  tin  point  O  ckviei  pemr  y  faire 
pauer  la  rhuUank  de  trarnktiont  esi  la  droite  r&mlioHie  des  oett 
reprieentatxfr  des  couples  formis  des  forces  du  groupe  et  de  fortes 
qui  leur  seraient  egales,  paralleles  en  sens  opposis,  et  appUquies 
au  point  O. 

RBHAiQim.  Ce  theor^me  s'applique  au  cas  particulier  oil  Ies 
forces  primitives  consistent  en  un  nombre  quelccnque  de  cou- 
ples. Ces  couples  peuvent  £tre  transportes  parallfelement  k  leur 
plan,  leurs  forces  peuvent  etre  chang^es  de  directions  dans  ce 
plan,  leurs  grandeurs  et  leurs  bras  de  levier  peuvent  varier, 
pourvu  que  ce  soit  en  raison  inverse  Ies  unes  des  autres,  enfin 
leur  resultante  de  translation  est  nulle;  par  consequent,  le 
point  O,  indique  dans  Tenonce  precedent,  devient  arbitraire, 
•et  le  theorfeme  se  reduit  k  celui-ci : 

THttMdkHB  BB  LA  coHFOSiTiON  DBS  GOOPLBS*  Un  groupe  de  tani  de 
'Couples  quon  voudra  est  equivalent  a  un  seul,  dont  Vaxe  rqn^ 
eeniatifest  la  droite  resultante  des  axes  representatifs  des  eouplee 

partiels. 
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Oa  voit  que  la  composition  et  la  decomposition  des  couples 
prfeeotent  des  questions  et  des  solutions  analogues  h  celles  qui 
coQcernent  la  composition  et  la  decomposition  des  forces  appli- 
quees  k  tin  mime  point. 

KO.  hxm  ««»tMii  d'n»  griivpe  de  forces.  —  Dans  la  remar- 
que  du  num^ro  A5,  nous  avons  vu  que  le  choix  du  point  O,  oil 
Ion  fait  passer  la  lesuiiante  de  translation,  pent  avoir  une  in- 
fluence sur  la  grandeur  et  la  direction  du  couple  resultant.  Un 
moyen  ei^gant  de  determiner  cette  influence  est  de  considerer 
ce  que  H .  Poiksot  [EUmenU  de  Uatique,  n«  68)  a  appel6  Vaxe  cm- 
tml  des  couples,  et  qu'il  conviendrait  mieux,  ce  semble,  de  nom- 
mer  taxe  central  des  farces  d'un  groupe  quelconque. 

Parmi  les  diverses  reductions  equivalentes  d'un  groupe  de 
forces  k  sa  resultante  de  translation  et  k  un  couple,  il  en  est 
oae  qui  se  distingue  en  ce  que  Paxe  du  couple  est  parallele  a  la 
resultante  de  translation.  Pour  le  demontrer,  supposons  toutes 
les  forces  reduites  par  equivalence  a  la  resultante  de  transla- 
tion repr^entee  par  la  droite  R  passant  en  O  (fig.  4)  et  k  un 
couple  dont  Taxe  representatif,  mene  par  ce  m&uie  pointy  est  la 
droite  ji  faisant  avec  II  Tangle  a.  Decomposons  ce  couple  en 
deux  couples  rectangulaires,  Tun  dont  Taxe  A^ ,  egal  k  A  cos  a^ 
est  dirige  suivant  la  resultante  it;  Tautre  dont  Taxe  A^^  egal 
k  A  sin  a,  est  perpendiculaire  k  It.  Ce  dernier  couple  A^  et 
la  force  JR,  se  trouvant  dans  le  cas  du  numero  44,  se  reduisent 
\  une  force  unique  A,  egale,  paralieie  en  mdme  sens^  k  B,  et 
situee  en  arriere  du  plan  de  la  figure  k  une  distance  de  it  et 

do  plan  egale  k  -^  •   Le  groupe  primitif  se  trouve  done  reduit 

ii 

a  la  resultante  de  translation  A,  et  au  couple  A^ ,  dont  I'axe 
est  paralieie  k  cette  force  et  dont  le  moment  est  egal  k  A  cos  a. 
La  direction  de  la  resultante  A, ,  qui  satisfait  k  cette  condi- 
tion, est  Taxe  central  du  groupe  des  forces  qu'elle  remplace 
avec  le  couple  A^ ,  et  le  procede  mdme  qui  vient  de  nous  y 
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conduire  prouve  que»  pour  un  m^me  groupe  primitif,  cette  di- 
rection est  unique. 

Maintenant,  comparons  cette  combinaison  de  la  r^sultante  de 
translation  et  d'un  couple  k  axe  parall^le^  avec  une  autre  re- 
duction ^quivalente  form^e  d'une  force  et  d'un  couple.  Gomme 
ii  faut  que  la  force  reste  ^gale  et  parall^Ie  en  mtaie  sens  k  la 
r^sultante  de  translation^  d^ignons-la  par  A,  dgale  k  R^  (fig.  5), 
et  appelons  x  la  distance  qui  s^pare  ces  deux  forces.  Unissons 
cette  force  JR,  au  groupe  compost  de  JR,  et  du  couple  ^, ,  et 
pour  ne  pas  d^truire  I'^qnivalence,  joignons-y  encore  la  force 
— jR^  ^gaie  et  directement  oppos^e  k  n^.  Nous  voyons  alors 
que  les  forces  JR,  et  — JR,  ferment  un  couple  dont  le  moment 
est  B^x  f  dont  le  plan  est  cetui  des  forces  A,  et  A, ,  dont  par 
cons^uent  Taxe  est  perpendiculaire  k  Taxe  A^  du  couple  re- 
latif  k  la  r^sultante  A^.  Les  deux  couples  rectaqgulaires  ^,  et 
R^x  se  r^duisant  k  un  seul,  dont  la  grandeur  est 


J/^,2  +  A.»a:^ 

dont  la  projection  sur  I'axe  central  est  constamment  egale  k  A^^ 

A  X 

et  dont  Tangle  avec  cet  axe  a  pour  tangentele  rapport  — ^  pro- 

portionnel  k  la  distance  x. 

Ainsi  la  consideration  de  Taxe  central  a  oil  se  fait,  »  dit 
M.  Poinsot,  «  une  reduction  si  lumineuse  de  toutes  les  forces 
du  syst^me  »  a  Tavantage  «  d'^clairer  k  la  fois  toutes  les  autres 
reductions  equivalentes  et  de  les  grouper,  pour  ainsi  dire,  dans 
un  seul  tableau  oil  Ton  en  voit  d'un  coup  d'oeil  Tordre  et  la 
dependance  mutuelle.  n 

51  •  RemarqncB  sur  I'analoffie  eiitre  la  eonpositl^n  des 
forces  et  la  eomposltion  des  atoiiTenieiiCs  d'nn  soUde.  — 

Cette  analogic  ou  similitude  de  composition  a  ete  indiqu^e  en 
1834  par  M.  PomsoT,  dans  le  Hemoirc  imprime  it  la  suite  de 
ses  ElSments  de  statique^  sous  le  titre  :  Tkeorie  nouveUe  de  la 
rotation  des  corps. 
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i*  Ln  couplet  $6  eomposent  eomme  ks  trarulatitms. 


La  translation  rtealunte  de  pin- 
siems  aotres  est  leprdsent^  par 
Qae  droite  r^aliante  desdroitesqai 
repr^senlenl  les  translations  com- 
posanies.  Gcs  droiles  ont  pour  ori- 
gioe  un  point  quelconque  de  Pes- 
pace^  attend  a  qu^une  translation  est 
caract^risee  par  une  vitesse  et  par 
une  situation  angulaire,  sans  aligne* 
meat  ditermin^  (I,  GO). 


Le  couple  resultant  de  plusieurs 
autres  a  pour  axe  repr^sentatff  une 
droite  r^ultanla  des  axes  repr^sen- 
tatifs  des  couples  composants.  Ces 
axes  ont  pour  origine  un  point  quel- 
conque de  I'espace,  attendu  qu'un 
couple  est  caractiris6  par  la  gran- 
deur de  son  moment  et  par  la  situa- 
tion angulaire  de  son  axe,  sans 
alignement  d^termin^. 


^  Les  forces  coneourantes  se  eomposent  comme  ks  rotations 
donl  les  axes  concourent. 

Quand  plusieurs  forces  concou- 
rent en  un  point,  la  force  r^sultanie 
est  repr^ntee  par  la  droite  r^sul- 
tante  des  droites  qui  repr^sentent 
les  forces  composantes  :  elle  |)aisse 
au  point  de  concours  commun. 


Quand  les  axes  de  rotation  con- 
courent en  un  point,  Faxe  repr^- 
sealatif  de  la  rotation  r^sultante  est 
la  droite  resultante  des  axes  qui 
representent  les  rotations  compo- 
santes :  11  passe  au  point  de  con- 
cours commun  (I»  62). 

3*  Les  forces  paralleles  se  eomposent  comme  les  rotations  pa- 
raUiles. 


Deux  rotationa  paralitica  (sauf  le 
cas  oik  elles  sont  paralliles,^^ales  et 
(te  sens  oontraires,  sans  6tre  autour 
d'ane  no^me  droite),  equivalent  ^ 
one  routiott  parall^ie,  ^gale  i  la 
somme  nigdbriqoe  des  rotations  com- 
posantes, et  dont  I'axe  est  lellement 
situ6  dans  le  plan  des  axes  des  rola- 
tioDs  composantes  que  le  produit  de 
la  rotation  r^ultanie  par  la  distance 
de  cet  axe  a  un  point  du  plan^  est 
egal  k  la  somme  alg^brique  des 
produiis  analogues  faits  pour  les  ro- 
tations composantes,  eu  ^ard  aux 
signes  des  rotations  et  des  distances 
(1,  M). 


Deux  forces  paralleles  (sauf  le  cas 
d'un  couple)  ont  une  rteultante  pa- 
ralieie,  dans  le  m6me  plan^  6gale  k 
la  somme  alg^brlque  des  compo- 
santes (mimes  sommes  de  projec- 
tions), et  dont  ie  moment  antour 
d*un  point  du  plan  est  6gal  k  la 
somme  alg^briquc  des  moments  des 
deux  forces. 
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4*"  Une  foree^  tans  alterer  PeqwmleMt  dun  grwpe,  se  trom- 
porte  paraUelement par  F addition  dun  couple^  camme  une  rotation 
par  I'addition  d'une  translation,  sans  alterer  le  mouvement. 


Une  roUlion  est  dqulvalente  au 
mouvemeni  compost :  \^  d*une  ro- 
lation  ^gale,  panll^le  ei  de  oi^me 
sens,  donl  Taxe  passe  en  un  point 
quelconque  de  l*espace,  et  S<*  d*une 
translation  variable  avt!C  la  distance 
des  axes  de  rotation^  mais  toujoars 
perpendiculalre  au  plan  dc  ces  deux 
axes. 


Une  force  est  equivalente  au 
j;roupe  compost  :  !<>  d*une  force 
^gale  parallSleet  de  m^me  sens,  pas- 
sant par  un  point  quelconque  de 
Tespace,  et  ffi  d'un  couple  dont  la 
grandeur  depend  de  la  distance  des 
deux  forces,  mais  dont  Paxc  est  tou- 
toujours  perpendiculaire  au  plan  de 
cet  forces. 


5<*  Un  groupe  quelconque  de  forces  simultanees  se  reduit  comme 
un  nombre  quelconque  de  mouvements  composants. 


Un  Dombre  quelconque*  de  mou- 
vements eomposants  d'un  solide  se 
rMnit :  I*  h  une  rotation  dont  Paxe 
repr^nlaiif  passant  par  un  point 
cboisi  i  volontd  a  d^ailleurs  toujours 
la  m6me  situation  angulaire  et  la 
mtoe  grandeur,  et  So  ^  une  transla- 
tion qui  depend,  quant  k  sa  situa- 
tion angulaire  et  i  sa  grandeur,  du 
point  obolsi.  Cette  grandeur  est  la 
Tiietse  du  mtoe  point  consid^ri 
eomme  li^  invariablement  tu  solide. 


Un  groupe  qaeloonque  de  forces 
appliquies  I.  un  solide  se  rMoit : 
!•  i  une  force  passant  par  un  point 
choisi  k  volont^,  et  d*ailleurs  tou- 
jours la  m^me  quant  4  sa  situation 
angulaire  et  i  sa  grandeur,  et  i*  a 
un  couple  dout  Taxc  representatif, 
quant  k  sa  situation  angulaire  et  I 
sa  grandeur,  depend  du  clioix  du 
point  cboisi.  Cet  axe  est  ceM  du 
moment  rteuUant  dn  groupe  des 
forces  autour  de  ce  mtae  poinL 


6*  A  taxe  centred  du  mouvement  dfun  solids  correspond  par 
analogic  Vaxe  central  dun  groupe  de  forces. 


Le  mouvement  d'un  solide  <^tant 
r^uit  k  une  relation  et  k  une  trans- 
lation, Vax$  central  de  ce  mouve- 
ment est  celui  de  la  rotation  dans  le 
cas  oil  la  translation  est  paralldle  k 
ce  mtoe  axe. 


Un  groupe  de  forces  ^tant  reduit 
a  une  force  et  i  un  couple^  I'axs 
cmiral  du  groupe  est  la  direction 
de  la  force  dans  le  cas  oik  Taxe  re- 
prteentaiif  du  couple  est  parall^le  k 
oette  force. 


7*  L*axe  central  des  forces  et  Paxe  central  du  mouvement  ont 
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des  prcpriitis  analogues  relativement  au  minimum  du  moment  re- 
mUant  et  au  minimum  de  la  vitesse. 


Tods  les  points  de  Taxe  ceotral 
do  mooTement  sont  ceux  qui,  dans 
le  solide,  ont  actnellemeDt  la  moin- 
dre  Vitesse. 


Pour  tout  point  de  l*ax6  central 
des  forces,  le  moment  resultant  ou 
le  con  pie  r^altant  est  un  mini- 
mom. 


38.  De  i»  tMorie  des  aires.—  Les  moments  des  forces  d'ua 
groupe  quelconque,  soit  autour  d*ua  point  0»  soit  autour  d'one 
droite  Ox,  ^tant  proportionnels^  les  premiers  aux  aires  des 
triangles  qui  ont  pour  bases  les  droites  repr^sentant  les  forces, 
et  pour  sommet  le  point  O ,  les  seconds  aux  projections  de  ces 
mtoies  triangles  sur  un  plan  perpendiculaire  k  la  droite  Ox, 
on  comprend  qu'on  a  pu  faire  une  TMorie  de$  aires  et  de  leurs 
projections^  analogue  k  celle  des  moments  des  forces  et  k  celle 
des  couples.  Ce  sont  trois  formes  diff^rentes  pour  un  m6me 
fond.  Nous  n'insistons  pas  sur  ce  rapprochement  qui  ne  nous  est 
pas  actuellement  utile. 


§7. 

Dl  LA  C01IP06ITI01I   DIS  QDAllTITte  DB  ■O0?BKBNT. 

f»nM.  —  ReportoD8-nous  aux  relations  geoerales  qui  existent 
entre  les  masses  m  des  ^l^ments  d*uu  systfeme  materiel  quel- 
conque,  les  vitesses  Vq  et  v  qu'ils  possMent  k  deux  instants 
difi^rents,  et  les  forces  ext^rieures  F  g^n^ralement  variables 
qui  les  sollicitent  dans  Tintervalle  de  ces  deux  instants.  Ces 
relations,  qui  ne  dependent  ni  de  la  constitution  plus  ou  moins 
d^formable  du  systfeme^  ni  des  forces  intMeures  mutuelles  et 
g^neralement  variables  entre  ses  4l6aients,  sont  exprimies  par 
deux  ^nations  [S]  et  [6],  Tune,  des  projections  (4),  I'autre, 
des  moments  des  quantity  de  mouvementet  des  impulsions  (i3)» 
relativement  k  un  axe  quelconque,  savoir  : 

Chaque  quantity  mvx,  produit  de  la  masse  m  multipli^e  par 
la  projection  vz  de  la  vitesse,  pent  aussi  6tre  consider^  comme 
la  projection  de  la  quantite  mv  qui  a  la  m6me  direction  que 
la  Vitesse,  et  n'en  diff%re  que  par  le  facteur  m,  lequel  n'est  par 
Iui-m6me  susceptible  ni  de  direction  ni  de  signe.  De  m^mCf 
chaque  quantity  d^sign^e  par  DtLmv  est  le  moment  de  la  m6rue 
quantity  de  mouvement  mv,  c'est-k-dire  le  r^sullat  qu'on  ob- 
tiendrait  en  prenanl  le  moment  autour  du  memo  axe  d'une 
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foroe  qui  aurait  mdme  direction  que  v  et  mtoe  expression 
mun^riqne  que  mv.  Ainsi  les  quantity  de  mouvement  entrent 
dans  les  premiers  membres  des  ^nations,  par  leurs  sommes  de 
projections  et  par  lears  sommes  de  moments  aux  deux  instants 
extremes,  tout  k  £iit  comme  les  forces  entrent  aux  seconds 
membres  pour  cbaque  ^l^ment  du  temps.  De  Mt  I'id^e  toute 
oatarelie  d'appliquer  aux  quantit^s  de  mouvement  d'un  systftme 
matiriel  les  propri6t6s  de  la  composition  des  forces,  qui  ne 
soot,  en  difinitive^  que  des  propri^t^s  g^om^triques,  selon  la 
moarque  dijk  faite  (II,  48). 


ram  p#iae.  —  En  nous  appuyant  sur  le  thtor^me  du  nu- 
m^ro  25,  et  sur  les  remarques  qui  pr^c^dent,  nous  devons  con- 
siderer  comme  d^montr^  :  4"*  que  Tensemble  des  quantit^s  de 
moavement  d'un  syst^me  materiel  quelconque,  k  tout  instant 
determine,  peut  d'une  infinite  de  mani&res  6tre  remplac^  par 
deux  quantity  de  mouvement  qu'on  appellera  ^uivalentes  k 
celles  du  systfeme^  parce  qu'elles  auront  m6mes  sommes  de 
projections  et  de  moments  pour  un  axe  quelconque ;  ^  que  Tune 
des  deux  quantity  de  mouvements  ^uivalentes  peut  toujours 
(tre  assajettie  k  passer  par  un  point  donn6  quelconque  O^ 
et  que  la  seconde  6quivalente  est  alors  dans  un  plan  d^termin^ 
par  le  choix  du  point  O ,  et  a  son  moment  autour  de  ce  point 
^alement  d^termin^  de  grandeur  et  de  sens. 

Ce  moment  de  la  seconde  iquivaknte  s'appelk  k  moment  resul- 
tant des  quantitis  de  mouvement  du  systeme  autour  du  point  in" 
diqu4  O ,  denomination  qui  n'implique  pas  seulement  le  produit 
de  la  multiplication  d'une  quantity  de  mouvement  par  une 
distance  au  point  O ,  mais  aussi  le  plan  d^termin^,  contenant 
ce  point  et  la  seconde  ^quivalente,  et  le  sens  d'une  rotation 
autour  du  m6me  point  dans  ce  plan. 

85.  Axe  repr^MMUillf  te  monicat  r^saltaiit  des  qoantlMs 
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te  M»«T«BieMi  avt^wr  d'wa  p^tait  O,  —  Ges  trois  prDpri6t&, 
plaoi  sens  et  graodeur,  peuvent  dtre  d^finm  par  une  droite 
analogue  k  I'axe  repr^entatif  du  moment  rteuUant  d'un  gioupe 
de  forces  autour  d*uD  point  pris  k  volont6 ;  et  la  projection  rec* 
tangulaire  de  cet  autre  axe  repr^ntatif  6ur  un  axe  quelconque 
passant  par  O  est  k  cbaque  instant,  par  application  evidente  du 
th^or^me  du  numero  29,  ^gale  a  la  somme  des  moments, 
autour  du  m£me  axe,  des  quantites  de  mouvement  actuelles 
du  syst^me. 

II  s'ensuit  que  lorsqu'on  a  les  sommes  des  moments  des  quan- 
tites de  mouvement  d'un  syst^me  materiel,  autour  de  trois  axes 
partant  d'une  mdme  origine  et  non  situ&  dans  un  plan,  on  pent 
en  conclure  leur  moment  resultant  autour  de  cette  origine,  et 
par  suite  la  somme  des  moments  de  ces  m6mes  quantites  de 
mouvement  autour  d'un  quatrieme  axe  quelconque  passant  par 
la  m6me  origine. 

tt6.  Axe  da  maxlBiiiai  de  la  aeaiiiie  dee  meiieBls  dee 
qveaUl^e  de  eiewenieMt*  po«v  ame  orliplne  d^tereite^e.  Plea 
da  nexlMam  dee  eiree  antew  de  eette  erli^lae.  —  i^  Puisque 
pour  une  droite  quelconque  passant  par  une  origine  donn^e, 
la  somme  des  moments  des  quantity  de  mouvement  est  ^gale 
k  la  projection  sur  cette  droite  de  Taxe  repr6sentatif  du  moment 
resultant  de  ces  mdmes  quantites  de  mouvement  autour  de  cette 
niSme  origine,  comme  cette  projection  a  sa  plus  grande  valeur 
lorsqu'elle  est  faite  sur  la  propre  direction  de  Taxe  represen- 
tatif,  il  s'ensnit  que  cet  axe  est,  parmi  tous  ceux  qui  ont  la 
mdme  origine,  celui  autour  duquel  la  somme  des  moments  des 
quantity  de  mouvement  du  syst^me,  a  Tinstant  consid^r^,  est 
un  maximum.  2^  On  a  vu  (II,  60)  que  le  moment  de  la  vitesse  v 
d'un  point  M  autour  d'un  axe  passant  par  un  point  O ,  multi- 
pli6  par  le  temps  infiniment  petit  dt  est  ^gal  au  double  de 
Taire  d^rite  dans  ce  temps  dt  par  la  projection  du  rayon  vec- 
teur  OM  sur  un  plan  perpendiculaire  it  Taxe  dont  il  s^agit.  Le 
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moment  de  la  quantity  de  mouvement  mi;  muitipli^  par  dt  est 
done  ^1  au  double  de  cette  m^me  aire  multipii^e  par  la 
masse  m.  Done  la  somme  des  moments  des  quantity  de  mou- 
vement  autour  d'un  axe  queleonque  passant  par  un  point  O  y 
multipli^e  par  le  temps  dt,  est  ^ale  au  double  de  la  somme 
des  produits  qu'on  obtiendrait  en  multipliant  la  masse  m  de 
chaqae  point  materiel  If  par  la  projeetion,  sur  un  plan  per- 
peodicalaire  au  m£me  axe,  de  Taire  que  dterit  dans  le  temps  d^ 
le  rayon  vecteur  OM  de  ee  point  mobile.  Or,  Taxe  pour  lequel 
la  somme  des  momenta  est  un  maximum,  est  Taxe  du  moment 
r^ltant;  done  le  plan  aur  lequel  la  somme  des  produits  des 
aires  projet^  et  des  masses  est  un  maximum,  est  le  plan  du 
moment  resultant  des  quantit^s  de  mouveroent.  De  \h  la  quali* 
fication  qu'on  lui  donne  de  pbm  iu  maximum  de$  aire$^  plan 
g^o^ralement  variable  avee  Torigine  O  des  rayons  vecteurs  et 
avec  le  temps. 

87.  Cms  partlemller  oU  le  pkui  et  Im  gvwiilear  dm  moment 
vte«]t«Bt  dee  qnantit^  de  menvemeat  «o«t  Iiiviiti»ble8.  — 

Ce  cas  partieulier  a  lieu  lorsque,  dans  Tintervalle  de  temps  con- 
sid^re,  le  second  membre  de  Tequation  des  moments  [6]  est 
constamment  nul,  pour  trois  axes  coordonn^s,  et,  par  conse- 
quent, lorsque  les  forces  F  out  une  r&ultante  passant  par 
rorigine,  ou  bien  une  r^sultante  nuUe,  Le  moment  resultant 
des  quantit^s  de  mouvement  est  alors  constant,  quoiqne  les  vi« 
tesses  des  divers  Elements  du  syst^me  materiel  soieot  va* 
riables  en  vertu  de  leurs  actions  mutuelles. 


§8. 
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tt8.  B*|^pel  49m  ex§wtml9mm  4m  Cmmb  velatlvM.  -^  Les 

modifications  du  mouvement  d'un  point  materiel,  relativement 
k  un  systfeme  de  comparaison  mobile^  sont  les  mdmes  qu'elles 
seraient  si  ce  mouvement  ^tait  absolu,  et  qu'aux  forces  rdelles^ 
qui  sollicitent  le  point,  on  joigntt  deux  forces  flctiTes  designees 
par  les  notations — F«  et  ^imutw,  et  pour  la  determination 
desquelles  nous  renvoyons  le  lecteur  k  la  Dynamique  d'un  point 
materiel  (II,  77  et  78).  Ces  forces,  disons-nous,  sont  fictives  et 
n^cessaires  pour  compenser  I'erreur  que  i'on  commettrait  si 
Ton  consid^rait  le  mouvement  relatif  comme  un  mouvement 
absolu.  Par  exemple,  lorsque  Ton  consid^re  le  poids  des  corps 
sur  la  terre  comme  une  force  r^lle,  r^sultante  de  Tattraction 
terrestre  et  de  la  force  centrifuge  due  k  la  rotation  du  globe,  et 
qu'on  introduit  ce  poids  parmi  les  forces  qui  determinent  Tetat 
de  repos  ou  de  mouvement  que  nous  observons,  les  calculs 
ne  sont  exacts  que  par  suite  d'une  double  fiction ;  d'une  part,  la 
force  centrifuge  n'agit  pas  sur  le  corps  dont  il  est  question, 
mais  aussi  son  repos  ou  son  mouvement  ne  sont  qu'apparents, 
et  abstraction  faite  du  mouvement  de  la  terre  qui  I'entratne. 

II  est  Evident  que  tons  les  thtorfemes  pr^cMents  sur  les  rela- 
lations  qui  existent  entre  les  circonstances  du  mouvement  des 
divers  elements  d'un  syst^me  materiel,  et  les  forces  tant  exte- 
rieures  qu'interieures  qui  les  sollicitent,  s'appliquent  inunddia- 
tement  au  mouvement  quelconque  du  syst^me  relativement  k 
des  axes  de  comparaison  li^s  invariablement  entre  eux  et  mo- 
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biles  dans  I'espace,  pourvu  qu'aux  forces  r6eiles  dont  nous 
▼enons  de  parler,  on  joigne  poar  chaque  point  les  deux  forces 
relatives  qui  dependent  du  mouvement  du  systime  de  compa- 
nison. 

Nous  verrons  plus  tard,  quand  nous  nous  occuperons  sp^cia* 
lenient  du  mouvement  d'un  corps  solide,  des  applications  de 
cette  r^le  g^n^rale.  Quant  k  present  nous  aliens  seulement  nous 
arr£ter  ^  un  cas  particulier. 

CAS   OV  U  STSTiMI  M  COHPABAIBON  A  UR  1I0DTIIIE1IT  DB  TRAHBLATIOH 
COmiini  ATBC  LE  CBRTBB  OB  ORATITtf. 

S9.  Bes  ^(iiuilit^  d«  BiosTemeiil  abaoI««a  et  relatives 
dsBB  ee  cas.  —  On  sait  (10)  comment  le  mouvement  du  centre 
de  gravite  d'unsystfeme  materiel  depend  des  forces  ext^rieures. 
Supposons  que  nous  consid^rions  le  mouvement  d'un  tel  sys- 
t^roe  relativement  k  ce  centre  de  gravit^^  ou,  pour  mieux  dire, 
relativement  k  des  axes  ayant  ce  point  pour  origine,  et  trans- 
port's avec  lui  parall^lement  k  eux-m6mes.  Dans  cette  hypo- 
ihtee,  pour  tout  point  du  syst&me  materiel,  la  vitesse  d'entral* 
nement  est  k  chaque  instant  la  vitesse  du  centre  de  gravity ; 
d^ignons-Ia  par  y.  Soient  v  la  vitesse  absolue,  et  vr  la  vitesse 
relative  d'un  point  dont  la  masse  est  m.  On  sait  que  v  est  la 
rfeuhante  de  F  et  de  vr.  Par  consequents  la  quantity  de  mou- 
vement mv  est  la  r^sultante  des  quantit^s  de  mouvement  mK 
et  nvr,  d'oii  il  suit  que,  autour  d'un  axe  quelconque,  le  mo- 
ment de  la  premiere  est  'gal  k  la  somme  des  moments  des  deux 
autres.  En  ^tendant  cette  relation  il  tout  le  syst^me  pour  un 
mtme  axe,  on  a 

Or,  toutes  les  quantit^s  de  mouvement  mF  'tant  parall^les  et 
proportionnelles  aux  masses  ont  leur  resultante  passant  par  le 
centre  de  gravity  de  sorte  que  lasomme  de  leiirs  moments  ZdKmf 
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est  ^le  au  moment  aa/F2m  de  la  qaantitd  de  moovement 
qu'aurait  la  masse  emigre  concentrAe  au  centre  de  gravity ;  et 
si  Paxe  des  moments,  d'ailleurs  quelconque,  passe  aussi  par  ce 
point,  le  terme  13\LmF  est  nul^  et  I'^quation  prec^dente  ae 
rMuit  k 

Z0rt  mv  =  SOILmv, ;  [17] 

et  comme  celle-ci  a  lieu  pour  un  axe  quelconque  passant  par  le 
centre  de  gravit6,  il  s'ensuit  que  le  moment  rimltant  des  quan- 
tites  de  mouvement  d'un  systeme  materiel  quelconque,  autour  du 
centre  de  gravitCj  a  la  meme  grandeur  et  la  mime  direction,  soil 
dans  le  mouvement  absolu,  soit  dans  le  mouvement  relatif  a  des 
axes  de  eomparaison  en  translation  commune  awe  ee  point. 

60.    Plan    Invarlsble   de  Laj^laee.   -«•   Supposons  qu'un  ] 

sjst^me  materiel  4tant  en  mouvement,  les  forces  extMeures 
qui  sollicitent  les  divers  Elements  dont  il  se  compose  soient 
parall^les  entre  elles  et  proportionnelles  aux  masses  de  oes 
6l^ments^  lesquels  sont  d'ailleurs  animus  de  mouvements 
quelconques,  en  vertu  de  leurs  vitesses  initiales  et  de  leurs 
actions  mutuelles.  Ges  forces  ext^rieures  ont  done  una  re- 
sultanle  qui^  si  elle  ^tait  appiiqu^e  en  un  point  materiel  rto- 
nissant  au  centre  de  gravite  la  masse  enti^re  du  syst^me,  lui 
imprimerait  les  modifications  de  mouvement  que  ce  centre 
subit  reellement.  Cela  pos^,  si  Ton  rapporte  le  syst&me  k  des 
axes  de  eomparaison  en  translation  commune  avec  ce  point 
central,  les  forces  d'entratnement  seront  pr^cis^ment  les  forces 
ext^rieures  qui  agissent  reellement  sur  les  divers  Aliments ;  et 
puisque  pour  ^tudier  la  loi  du  mouvement  relatif  que  nous 
consid^rons,  ii  faut  aux  forces  r^elles  joindre  des  forces  ^gales 
et  contraires  aux  forces  d'entralnement,  il  s'ensuit  que  les 
unes  et  les  autres  disparaissent  dans  ce  cas,  c'est-k-dire  que  ce 
mouvement  relatif  de  tout  le  syst^me  materiel  est  exactement 
le  m^me  que  serait  le  mouvement  absolu  du  m6me  syst^me 
ayant  son  centre  de  gravity  immobile,  et  subissant  dans  ses 
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diverses  parties  les  seuls  effets  de  leurs  actions  matuelies,  sans 
aucone  influence  des  forces  ext^rieures. 

De  Ik  line  oonseqoenoe  aussi  imporfante  que  facile  k  d^duire. 
Pnisque  le  mouvement  relatif  dont  nous  parlons  s'accomplit 
ooimne  si  ie3  forces  ext^rieures  ^taient  nulles,  il  s'ensuit  (87) 
que  la  grandeur  du  moment  resultant  des  quantit^s  de  mouve- 
ment relatif^  autour  du  centre  de  gravit^^  est  constante;  et 
qaeson  plan /dans  le  systime  de  comparaison,  est  invariable. 
Par  consequent,  dans  Tespace  absolu,  ce  plan  reste  constam- 
ment  parall^Ie  k  lui-m^me.  Ainsi,  par  la  connaissance  des 
masses  des  parties  du  syst^me  mat^riel^  et  par  la  seule  obser- 
vation de  leurs  vitesses  relativement  k  des  axes  en  translation 
passant  par  le  centre  de  gravity,  on  peut,  comme  Ta  dit  Laplacb, 
rdrouver  a  ions  les  imtants  un  plan  qui  conserve  ioujours  une 
situation  parallele.  Cette  thtorie  est  applicable  au  syst^me  du 
monde. 

61.  EqoatiaM  de  TelTet  du  ti»ftvall  dans  le  moaTemeiit 
relatif  h  des  axes  ea  traaslatloa  eonnaane  avee  le  centre 
de  gravity. 

En  appelant  (Vo)r  et  Vr  les  vaieurs,  k  deux  instants  distincts, 
de  la  Vitesse  relative  d'un  element  du  syst^me  ayant  la  masse  m, 
F  Tune  des  forces  ext^rieures,  g^n^ralement  variables^  qui  le 
sollicitent,  Fo  la  force  d'entralnement  correspondante  k  ce 
mtoe  ^l^ment  dans  le  mouvement  relatif  que  nous  supposons, 
fH  le  travail  ^lementaire  de  deux  forces  int^rieures  mutuelles, 
on  a  (19)  pour  T^quation  de  Teffet  du  travail,  appliqu^e  au  mou- 
vement relatif  du  systime,  entre  les  deux  instants  extremes, 

2  i  mvr*  — 2  i  iit(vo)r3  =  S6rF-  2e,F.  +  2  Cfdt, 

Equation  dans  laquelle  la  notation  ordinaire  du  travail,  6 ,  est 
remplacfe  par  €r  indiqaant  par  Tindice  r  qu'il  s'agit  du  travail 


64        8ICT.  I,  GHAF.  I.  VmAMtQIOE  MS  CTCTiMlS  QCBIjCOIIQOIS* 

relatif^  c'est-k-dire  que  le  travail  ^lAmentaire  d'ane  force  pen* 
dant  le  temps  ^  s'oblient  en  malUpliant  ia  force  par  la  projec- 
tion sur  sa  direction  du  chemin  el^mentaire  relatif  vr^i.  Or  il 
est  k  remarquer  que,  le  syst^me  de  comparaison  ^tant  en  trans- 
lation, il  en  rfeulte  que  la  somnie  £^F«  ainsi  entendue  est 
nulle.  En  effet,  si  Ton  repr^nte  par  A  la  rfeultante  de  transla- 
tion des  forces  relies  F  k  cbaque  instant,  au  m^me  instant 

chaque  force  Fe  attribute  k  une  masse  m  est  proportionnelle  k 

ji 
cette  masse  et  pent  £tre  exprim^  par    ^—  m  ;    de  plus  elle 

est  parallile  k  R.  II  s'ensuit  que  Ton  a  pendant  le  temps  41 
n  It 

42^F«  =  2^— mv,drcos(vrjA)  =  ^— '^£mvr  COS  (Vr,  II), 

quantity  nulle  parce  que,  le  centre  de  gravity  ^tant  immobile 
dans  le  mouvement  relatif,  la  somme  des  projections  des  quan- 
tites  de  mouvement  relatif  sur  un  axe  quelconque  (qu'on  prend 
ici  parall&le  k  la  force  d'entratnement)  est  egale  k  zero. 

Ainsi  r^uation  du  travail,  dans  la  question  qui  nous  occupe, 
seridvAik 

2  i||lVr«-2i«»K)o«  =  26rF  +  2yV*^         [*81 

de  sorte  que  lorsqu'il  s'agit  du  mouvement  d'tm  systeme  materiel, 
relativement  a  des  axes  en  translation  commune  avec  le  centre  de 
gravity,  le  thhreme  du  travail  s' applique,  eomme  s*il  s'agissait  d'un 
mouvement  absolu^  sans  quon  ait  d  considirer  d'autres  forces  que 
les  forces  extirieures  et  les  forces  interieures,  qui  agissent  reeUe- 
ment,  pourvu  que,  quant  aux  premieres,  les  deplacements  attri- 
bu^s  it  leurs  points  d'application  soientleurs  deplacements  rela- 
tifs,  et  non  leurs  deplacements  r^els  dans  Tespace. 

Dans  cette  m£me  hypothise  des  axes  de  comparaison  mobiles, 
la  somme  des  puissances  vives  relatives  est  lide  k  celle  de^ 
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paifisances  vives  absolues,  prises  au  m6me  instant,  par  une  re- 
lation remarquable. 

Dfeignant  comme  pr^c^demment  par  v  la  vitesse  absoltie 
d*Hn  6Ument  du  sysi^me,  par  vr  sa  vitesse  relative,  et  par  F  la 
Vitesse  du  centre  de  gravity  au  m£me  instant  (F  est  par  con-- 
s^uent  la  vitesse  d'entratnement  commune  It  tous  les  ^1^- 
ments),  on  a  la  relation    v  =z  r^s  (r,  v,),    d'od 

V«  =  *^  +  Vr«  +  2FVr  COS  (Vr,  T) 

el  par  cons^uent,  pour  tout  le  syst^me  materiel, ' 


2  -  »va  =  i  F^lm  +  S  1  mvr^,  [19] 


attendu  que  la  somme    vl^mv^  cos  (vr,  F)    est  nulle  d'apr^s 
la  remarque  qui  vient  d'etre  faite  sur  la  somme  analogue 

2fllUrC0S(Vr,  A). 

Done 

TnlOBJDiB.  La  puissatice  vive  (Tun  systeme  materiel  pent  ioujours 
etredecompo9ieendeux  autres^dont  Tune  estcelle  qu'aurait  le  sys- 
time  « toute  la  masse  4tait  condensde  au  centre  de  gravity ^  et  f  autre 
est  la  somme  des  puissances  vives  dues  au  mouvement  des  divers 
iUments  du  systeme  relativemem  a  des  axes  de  comparaison  menes 
par  le  centre  de  gravity,  et  se  transportant  avec  lui  parallelement 
i  eux-^nemes. 


GHAPITRE  n. 


GfilftaAUTfiS  SUE  CB  SUJIT. 

MMnreneat  4*mm  sysMne  maMrlel  pavftdCemeBt  aoUde.  — 

On  sait  qu'il  n'existe  pas  de  corpg  qui,  sous  Inaction  de  forces 
variables,  ne  snbisse  soitdes  compressions,  soil  des  dilatations; 
maison  sait  aussi  que  ces  deformations  sont  presque  insensibles 
lonqae  lea  fovoas  qui  lea  produiaent  sont  suflbammeDt  res* 
Mntaa;  e'eet  poarquol  la  amence  adopte,  comme  one  bypo« 
Ihke  liqiite,  rexiacenoe  de  corps  tout  h  fait  invariablea»  et  en 
tire  dea  eona^ueneea  qui  aont  au  moins  approximatives,  aauf  k 
taair  eompte,  daaa  lea  applieationa,  dea  cirdonatanoea  exoeption- 
nailea  qui  peaveut  modifier  les  r^ultata  obtenua. 

Cherehona  k  noua  rendre  eompte  d#  |a  poaaibiMt  A  d*exprimer 
par  dea  iquaiiooa  toutea  le«  eireonataneea  dq  mouveraent  d'un 
qrst^me  materiel  solidei  et  d'abord  rappelpns-nous  comment 
00  exprime  le  mouvement  d'un  seul  point  materiel  sous  faction 
fane  foree  variable  sutvant  une  loi  determine. 

Ce  qui  caract^rise  ce  point,  quant  k  sa  quality  eaaentielle  eft 
nieaniqfia,  e*est  aa  maase  c  elle  est  immuable. 

La  dAtermination  de  son  meuvement,  quelque  eompl{qu4 
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qu'il  soit  dans  Tespace^  se  r^duit  k  celle  de  Irois  mouvements 
rectilignes^  mouvements  des  projections  du  point  sur  trois 
axes. 

Cbacun  de  ces  mouvements  rectilignes,  par  exemple  celui 
qui  a  lieu  sur  Taxe  des  x,  se  sp^ifie  par  deux  quantity  con- 
stantes,  et  par  une  troisi^me  quantity  qui  en  g^n^ral  est  va- 
riable :  la  premiere  est  la  distance  k  Torigine,  x^ ,  qui  determine 
la  position  du  point  projet^,  k  un  instant  initial;  la  deuxifeme 
exprime  la  vitesse  du  m^me  point  dans  cette  position^  elle  est 
due  aux  causes  ant^rieures  qui  ont  produil  T^tat  de  mouvement 
actuel,  et  nous  la  d^signons  par  (vjx;  la  troisi^me  quantity  est 
Taec^l^ration  de  la  projection  dont  il  s'agit,  quantity  dent  la 

valeur^  k  un  instant  quelconque,  est  design^  par   — -    ou  par 

d'x 

— ^ ,  et  exprim^e,  en  fonction  de  la  force  actuelle  et  de  la 
masse^  par  la  formule 

*?""«• 

On  salt  (II,  29, 3®  et  ^•)  comment,  dans  les  cas  oji  X  est  une 
fonction  soit  de  t^  soit  de  x,  on  en  d^duit  I'^quation  complete 
du  mouvement  rectiligne  dont  il  est  question^  eu  ^rd  aux 
donnfes  initiates  x«  et  (vo)x-  Dans  tout  autre  cas  il  suflSrait  de 
connattre  une  suite  de  valeurs  de  x  correspondantes  k  des  va- 
leurs  de  I  ou  de  X ,  successives  et  suflisamment  rapproch^es^ 
pour  obtenir  au  moins  approximativement  la  loi  cberch^  de  ce 
mouvement,  en  operant  comme  si  pendant  chaque  d^ent  du 

d^x  dVx 

temps  6  Tacc^l^ration    —    ou    —   6tait  constante,  ayant 

la  valeur  qui  convient  k  Tinstant  initial  de  6  et  k  la  position  du 
point  mobile  k  cet  instant. 

Passons  maintenant  k  un  systfeme  materiel  comprenant  n 
points  dont  les  masses  sont  m',  mF^  m'"^ ...  m(>^),  et.  dont  les 
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distances  mutueUes  sont  invariables.  Supposons  les  positions 
variables  de  ces  points  rapport^es  h  trois  axes  rectangulaires.  A 
un  certain  instant,  nous  admettons  que  I'on  possMe  les  don- 
0^  n^essaires  poup  determiner  les  3n  coordonn6es  de  ces 
points,  et  leurs  vitesses  en  projections  et  par  suite  dans  Tespace; 
c'est  ce  que  nous  appelons  les  coordonn^es  initiates,  et  les 
Titesses  initiales  du  syst^me.  II  reste  h  calculer  les  3»  accele- 
rations projetees.  Or^  ces  demiires  quantit^s  sont  d^abord  sou- 
mises^  independamment  des  forces  qui  les  produisent,  k  un 
certain  nombre  de  relations  dues  h  Tinvariabilite  de  figure  du 
sjst^me.  Pour  les  obtenir,  consid^rons  d'abord  trois  points  du 
sysltoe  dont  les  coordonn^es  sont  x'jy',  z',  jf,  j/',  ^,  x"',  y"',  z'", 
et  dont  les  distances  mutuelles  sont  I'n^  tm,  et  Tm*  Ces  quan- 
tites  sont  liees  par  trots  equations  de  la  forme 

(j^  -  xy  +  (y'-f)^  +  (z!-zrz=:(Vn)^ . 

En  exprimant  ensuite  que  les  n  — 3  autres  points  sont  cha- 
cun  k  des  distances  invariables  de  chacun  des  trois  prenaiers, 
on  obtiendrait  3(n^3)  equations  distinctes  et  analogues  k 
celle-ci : 

(x^  -  jc')«  +  (y"  -  yO*  +  l*''  -  *?  =  («^)'- 

Onaurait  done  en  tout  3n— 6  equations  exprimant  Tinvaria- 
bilitede  figure  du  syst^me.  (En  realite  il  y  a  entre  les  n  points 

-n (]»—!]    distances;  mais  elles  ne  sont  pas  toutes  indepen- 

dantes  les  unes  des  autres.) 

Ces  3n — 6  equations^  etant  differenciees  deux  fois,  donne- 
raient  le  meme  nombre  3n— 6  d'equations  contenant  au  pre- 
mier degre,  outre  les  coordonnees  et  les  vitesses  dont  les  valeurs 
initiales  sont  donnees,  les  3n  derivees  ou  accelerations  proje- 
ties  qu'il  s'agit  de  calculer^  savoir  : 
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iV      m^x"      iV  i*jB(») 

dV     dSv"     aStf'''  av) 

d|8    •        dl«    '        df«  d|«     ' 

av     d^    ^^  d^rfi') 

df*  *     di«  '     d|i dl»   * 

II  ne  manquerail  dodc  que  6  Equations  pour  d^tenuinef 
compl^tement  cea  3ii  quabtitis. 

Cea  6  Equations  ae  trouvent  de  la  matiifere  la  plua  simpip  dafts 
celles  qai^  aoUs  Im  tiutndfos  [3]  et  [1],  fortnuliiiit,  aux  artidea  4 
et  43,  lea  thforithea  gte^raux  dea  projections  et  dea  moments 
des  quantit^s  de  tnouvement  el  dea  impulaions,  et  peuvenl 
s'terire  ainsi : 


d^x'  dV 

•'sr-^-"-i?  + =r  +  x"  +  ... 
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Ces  six  derni^res  ^uations,  comme  les  Sn — 6  prtc^dentes^ 
se  renferment  qu'au  premier  degre  les  3n  accelerations  pro* 
jete^.  Ainsi  se  trouve  demontree  la  possibility  de  soumettre  au 
calcal  la  loi  suivant  laquelle,  h  partir  d'un  instant  pris  ii  volonte, 
chaque  point  du  syst6me  moditie  son  mouvement  par  TefFet 
des  forces  tant  int^rieures  qu*exterieures  qui  le  sollicitent. 

Or,  un  fait  tr^s-important  et  dont  la  demonstration  est  le  but 
soquel  tendent  les  explications  precedentes,  c'est  que  dans  les 
equations  qui,  comme  on  vient  de  le  voir,  expriment  la  deter- 
mination du  mouvement  le  plus  general  d'un  syst^me  solide^ 
les  forces  interieures,  malgre  la  realite  evidente  de  leur  r6le 
physique,  n'entrentenaucunemaniere,  et  les  forces  exterieures 
n'y  entrent  que  par  leurs  sommes  de  projections  sur  trois  axes 
et  par  les  sommes  de  leurs  moments  autour  de  ces  mSmes  axes. 
Done 

Tntoafcin.  Le  mouvement  <fun  carps  parfaitement  solide^  et 
determine  quant  aux  masies  et  aux  distances  mutueUes  de  ses  iU- 
menis,  depend  uniquement,  eu  (gardaux  vitesses  acquisesd  Pmstant 
initial^  des  valeurs  que  prennent  d  chaque  instant  les  trois  sommes 
de  projections  des  forces  extMeures  sur  trois  axes  coordonnis,  et 
ies  trois  sommes  de  moments  de  ces  forces  autour  des  mimes  axes  ; 
en  d'autres  termes,  il  ne  depend  que  des  grandeurs  et  des  diree-- 
turns,  d  chaque  instant^  de  la  r^sultante  de  translation  et  du  mo* 
ment  risultant  des  forces  autour  d'un  point  fixe. 

65.  CoROLLAiu.  Par  consequent,  on  ne  change  rien  au 
mowemefU  d^un  corps  parfaitement  solids  lorsqu'on  remplaee 
tUsriqmment  ks  forces  exterieures  qui  le  soUiciteni  rielkmem 


j 
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parttauires  forces  formant  un  groupe  equivalent  suivant  la  defi* 
nition  du  num^ro  23. 

Rbiabqob.  C'est  on  remplacement  de  ce  genre  qu'on  opere 
lorsque  aux  forces  qui  agissent  r^ellemenl  sur  un  corps  solide 
on  ajoute  deux  forces  ^les^  directement  oppos^es,  mais  ap- 
pliquees  k  deux  points  differents  et  lies  invariablement  au  so- 
lide. II  esl  gen^ralement  admis  comme  chose  ^videnle,  dans 
I'enseigneinent  de  la  mecanique,  que  ces  deux  forces  ne  chan- 
gent  rien  k  I'etat  de  mouvement  ou  de  repos  du  solide  [Traiie 
de  mecanique  de  Poissoh,  Elements  de  statiquedeH.  Poinsot^  Cours 
de  mecanique  de  M.  Duhahbl,  Traite  de  mecanique  rationnelk  de 
M.  Dblaunat^  etc.).  Pour  nous  qui  pensons  que  la  mecanique 
rationnelle  doit  dtre  fondle,  k  Texclusion  de  tout  autre  axiome, 
sur  trois  lois  g^n^raies  de  Tunivers  :  le  principe  de  Tinertie  de 
la  mati^re,  le  principe  de  la  ruction  ^le  et  contraire  k  Tac- 
tion^ et  le  principe  de  la  composition  des  effets  des  forces  sur 
un  point  materiel,  nous  avons  cm  pr^forable  de  placer  au  com- 
mencement de  la  dynamique  sp^ciale  des  solides  la  demonstra- 
tion qu^on  vient  de  lire. 

Les  lecteurs  qui  pr^foreront  accepter  comme  un  postulatum 
I'^gaiite  d'effet  sur  un  corps  solide  de  deux  groupes  de  forces 
ne  diff^rant  que  par  Taddition  de  deux  forces  ^les  et  direc- 
tement oppos^es^  en  conclurontais^ent,  enproc^dant  comme 
au  num^ro  25,  la  possibilite  de  remplacer  un  groupe  quelcon- 
que  de  forces  agissant  sur  un  corps  solide  par  deux  forces^  sans 
rien  changer  ni  au  mouvement  du  corps^  ni  aux  sonunes  de  pro- 
jections et  de  moments  des  forces  relativement  k  un  axe  qiiel- 
conque,  d'oii  il  suivra  que^  sans  alteration  du  mouvement,  les 
forces  peuvent  6tre  remplacees  d'une  infinite  de  maniferes  par 
la  resultante  de  translation  dirig^e  dans  un  alignement  arbi- 
traire  et  par  un  couple  dependant  du  cboix  de  cet  aligne- 
ment. Lorsque  la  resultante  de  translation  est  nuUe,  les  forces 
$e  reduisent  a  un  couple  dont  Taxe  representatif  est  determine. 
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e(  racc^l^ration  actuelle  da  centre  de  gravity  est  nulle.  Lorsque 
les  forces  ont  une  rteultante,  le  couple  correspondant  k  sa  di-* 
rectioo  disparattet  le  corps  solide  se  meut  comme  il  le  ferait 
soos  I'action  de  cette  force  unique.  Mais  on  doit  se  garder  As 
croire  que  cette  reduction  des  forces  ext^rieures  k  une  resul- 
taote  OQ  k  une  force  et  2k  un  couple  ait  pour  cons^uence  une 
loi  simple  et  facile  k  entrevoir  dans  le  mouvement  d'un  corps 
soiide  sous  leur  action.  On  verra^  au  paragrapbe  4  ci-apris» 
qaelle  difiScult^  a  prfeent^e  T^tude  du  mouvement  d'un  tel 
corps,  m^me  dans  le  cas  oti»  abandonnd  k  )ui-m6me  dans  Tes- 
pace,  mais  avec  des  vitesses  acquises,  il  ne  serait  plus  soumis 
k  aucune  force  ext^rieure  actuelle. 

64.  Effet  4m  tvaTail  dtm  fovoes  «ppllqii^«s  &  u  eorps 
MUde.  —  Le  thtorime  d6montr6  au  num^ro  19  se  simplitie 
dans  le  cas  oil  le  syst^me  materiel  est  invariable,  en  ce  que  la 
somme  des  travaux  des  forces  int^rieures  devient  nulle,  parce 
qae  les  distances  mntuelles  des  ^l^ments  du  syst^me  sont  con- 
stantes.  La  formule  applicable  k  cette  hypothtee  est,  d'aprte  les 
notalions  precedemment  indiquies, 

2-«v«  — S-i»Vo>  =  26F=2  /  (Xdx+  Ydy  +  Zdz).  [20] 

65.  TrftTanx  de  deux  gro«pes  ^q«lT«lent8.  —  THaORfin, 
On  ne  change  rien  a  la  somme  des  travaux  dun  groupe  de  forces 
opptiquees  a  un  corps  solide  en  mouvement^  lorsqu'on  remplace  ce 
groupe  par  un  autre  ^uivatent^  suivant  la  definition  du  nu- 
mero  23.  Cette  proposition  est  une  consequence  n^cessaire  du 
corollaire  ^nonce  au  num^ro  63,  car  si  la  substitution  des  forces 
du  second  groupe  li  celles  du  premier  ne  change  rien  au  mou- 
vement du  solide,  elle  n'all^re  pas  Taccroissement  de  la  puis* 
sance  vive  totale  du  systfeme,  ni  par  consequent  la  somme  des 
travaux  dgale  h  cet  accroissement. 
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RoulQitt.  Od  dimontrerail  direct^meiit  le  thior^me  prte6* 
dent  6D  s'appuyaat  sur  la  thterie  de  la  composition  dea  forces 
telle  qu'elle  eat  ^tabiie  au  pattgraphe  6  du  chapitre  I*'.  Oq 
peui^  auivant  le  prooMd  du  num^ro  35,  rMuire  cheque  groups 
de  rorces  k  deux  4quivalentes^  S^  et  T.  pour  le  premier,  5^et 
T^  pour  le  deuxi^me,  en  choisissant  le  m£me  point  O  du  corps 
pour  y  faire  passer  les  deux  forces  S^  et  S^.  Les  deux  nouveaux 
groupes  devant  Atre  ^uivalents  comroe  les  deux  primiti£s^  o'est- 
k-dire  avoir  mdmes  sommes  de  projections  et  de  moments 
relativement  k  un  axe  queloonque^  on  d^montrerait,  comma  au 
numiro  35  {9r)^  que  les  plans  determines  Tun  par  O  et  T„ 
Tautre  par  O  et  7,,  se  confondent;  puis  on  reconnattrait  que 
les  deux  forces  7,  et  T,  peuvent  recevoir  m&me  alignement  et 
par  suite  mtme  grandeur,  leurs  moments  autour  de  O  devant 
Atre  ^gaux;  ensuite,  on  oonclurait  de  I'^litfi  des  sommes  de 
projections  que  les  deux  forces  5,  et  s,  seraient  ^ales  en  mdme 
temps  que  les  forces  7.  et  7,.  Or,  les  di verses  operations  indi« 
qufes  au  numero  So  non-'Seulement  ne  changent  rien  aux  som- 
mes  de  projections  et  de  moments,  mais  encore  ne  changent 
rien  k  la  somme  des  travaux  des  forces  tongue  k  Bysthne  m 
numvement  est  solide :  en  effet,  dans  ce  cas,  on  pent,  sans  alterer 
le  travail  d'une  force,  la  transporter  d'un  point  k  un  autre  du 
solide,  sur  la  m^me  direction,  car  cela  revient  k  appliquer  au 
second  point  deux  forces  ^gales  kla  premiere,  Tune  de  m^me 
direction,  Tautre  contraire,  et  k  supprimer  ensuite  les  deux 
forces  igales  et  oppos^es  appliqu^es  aux  points  diflterents, 
attendu  que,  d*apr^s  le  numero  18«  la  somme  de  leurs  travaux 
estnulle;  quant  aux  aulres  operations,  qui  consistent  en  compo- 
sitions ou  decompositions  de  forces  sans  changement  du  point 
d'application,  on  sait  (II,  64)  qu*elles  ne  changent  rien  k  la 
somme  des  travaux.  Done,  sur  un  mdmc  corps  solide  en  mou- 
vement  quelconque  deux  groupes  equivalents  de  forces  font  la 
mdme  somme  de  travaux. 

U  en  resulte  qu'un  groupe  de  forces  pent  etre  substitue  k 
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Taotre  sans  alt^rer  I'accroissement  de  la  puissance  vive  totale 
da  systfeme  solide ;  mais  on  ne  pourrait  pas  l^gitimement  en 
eonclure  que  cette  substitution  ne  change  rien  au  mouvement 
do  systfeme,  car  il  est  Evident  que  deux  corps  igaux  pourraient 
i  chaque  instant  poss^der  la  ttiteie  somme  de  puissance  vive, 
et  avoir  nianmoins  des  mouvements  tr^s-diCKrents.  Cest  par 
desconsidtoitions  autres  que  celles  du  travail  qu'il  «st  d^montrd, 
au  num^ro  6%  qu'on  peut  remplacer  un  groupe  de  forces  par 
QD  autre  Equivalent  appliquE  k  un  corps  solide^  sans  rien  changer 
au  mouvement  de  ce  corps. 


§«• 


DU   aOUTKHBlIT  DB  EOTATlOll  D  UN  C0BP8  SOLIDK 
▲OTOUR   d'uN   AXB  FIXB. 


66.  GompMMiiM  des  ffoMes  totalM  parall«l«B  &  treto  «x«b 
ec  leors  oieBieBis.  —  Les  relations  qui  existent  entre  les  forces 
ext^rieures  agissant  sur  ud  corps  solide  assujetti  a  un  axe  fixe, 
et  le  niouvement  angulaire  de  ce  corps,  se  dMuisent  de  T^ui- 
valence  des  forces  exterieures  et  des  forces  totales  (23,  Item.)^ 
eu  egard  aux  conditions  sp^iales  en  vertu  desquelles  il  ne 
s'agit  plus  d'un  syst^me  materiel  quelconque^  anim^  d*un  mou- 
vement  quelconque^  mais  d'un  corps  solide^  tournant  autour 
d'un  axe  immobile,  double  hypotbtee  qui  permet  de  tirer  des 
Equations  d'^quivalence  ^tablies  aux  num^ros  5  k  {&,  des  con- 
s^uences  plus  d^velopptes  et  pour  ainsi  dire  plus  palpables 
que  celles  auxquelles  on  est  oblige  de  s'arr^ter  quand  on  reste 
dans  les  g^n^ralit^s  de  la  dynamique  des  syst^mes  mat  Uriels. 

On  sait  que  ces  equations  d'^uivalence  consistent  dans  T^ga- 
lit^  des  sommes  de  projections  et  de  moments  de  deux  groupes 
de  forces  qui  sont  les  forces  exterieures  d'une  part  et  les  forces 
totales  de  Fautre ;  calculous  done  d'abord  les  projections  de 
Tune  quelconque  des  forces  totales  sur  trois  axes  rectangu- 
laires  Ox,  Oy,  Ob.  Nous  choisissons  ces  axes  de  mani^re  que 
le  dernier  se  confonde  avec  Paxe  de  rotation.  Le  sens  positif 
de  la  rotation  est  suppose  allantde  Ox  vers  Oy.  Un  point  M  du 
solide  (fig.  6)  dont  les  coordonnees  variables  sont  z,  x  et  y, 
reste  k  une  distance  r  de  Taxe  Ob,  et  ee  rayon  r  fait  avec  une 
paranoic  k  Taxe  Ox  un  angle  variable  a.  Sa  vitesse  angulaire 
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Adt 

actuelle,  qui  est  celle  de  tout  le  soiide,  est   — ;  nous  represen- 

tons  cette  variable  par  w^  et  la  vitesse  lin^aire  du  point  M 
^tant  Vy  on  a 

v  =  wr . 

Le  point  M,  dont  la  masse  est  m,  se  meut  circulairement 
sons  Taction  de  forces,  les  unes  ext^rieures  et  les  autres  int^ 
rieures,  toutes  forces  rtelles  dont  la  r^sultante  que  nous  d^i- 
gooDs  par  9  est  la  force  tolale  actuelle  pour  ce  point. 

Ses  projections  ou  composantes  parall^les  aux  axes  peuvent 
toe  obtenues  de  deux  mani^res  en  fonctions  des  modifications 
de  mouvement. 

i*  Eiles  sont  d'abord  exprimtes  par  les  formules  generates 


Or^  la  Vitesse  v  itant  ^ale  k  tvr  et  dirigte  suivant  la  perpen- 
diculaire  au  rayon^  dans  le  sens  de  la  rotation,  on  a 

Vx=  —  'u;r sin  a     et     Vy  =  wr  cosa 

formules  dans  lesquelles  w  et  a  sont  deux  variables,  et  qui 
donnent 


—  =:  —  wr  cos  a  —  —  r  sm  a  —  , 


et 


--^  =  —  wr  sm  a  —  +  r  COS  a  ■—  , 


d'od^  k cause  de    — =w,    rcosa=Xy    rsina=y,   et  en 


1 
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inuItipIiaDt  par  »»  on  concint 


<p«  =  — ui%»x  — —  «sf,  ct  (p,=— w%»af+~mx. 


2*  Autrement,  la  force  totale  f  peut  se  decomposer  en  deux, 
Tone  tangenlielle,  que  nous  dMgnerons  par  <)f ,  et  Pantrt  een- 
tripAta  X ,  qui  s'expriment  en  ibnetiona  det  raodifleations  da 
mouTemant  du  point  dont  la  maaae  eal  m ,  aavoir  (II,  56  •!  57)  s 


^  =  mr—    et    x= 


dont  lea  prqeotioni  Mir  0»  aontnullai,  etdMtlaaautmaaont: 

+1=3  — •^aw-aina^^  — •», 
%  =  I—  mwhr  cos  a  =  —  vi^nuCf 
+y  =  —  «»r  cos  a  =  —  mx, 
Xj  =  —  fiu%»r  sin  a  ^  —  tv^y ; 
par  consequent  on  a,  comme  dans  le  precede  prteMent* 


?y  =  +T  +  Xf=  — waiity  +  -jj-«««» 

>Pi:=e. 

Connaissant  ainsi  les  trois  composantes  factaqg[ulaires  de  f , 
appliquies  au  point  dont  les  coordonn^es  sent  x,  y  et  2 ,  on 
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obtieDt  les  moments  de  leur  rteiltante  par  lea  formoldt  coDQiies 
e(6v]d6ate8(II,  47), 

jrU(p  =  y^  —  Zfj=ziju»myz  —  —  mxz , 

dw 

5lt.f  =  *?,— y9,  =  — m(*«  +  y«)  =  — mra. 

CeUe  derni^re  ^uation  pouvait  Aire  ^crite  immMiatement, 
puisque  le  moment  de  la  force  totale  <p  autonr  de  Ox  est  < 
k  celui  de  sa  composante  tangentieile  ^, 


67.  Smmumtm  de  proJ««tlQvs  et  de  neaieBtB  des  fareet 
telales.  ■omenC  d'ljiertle.  Rayon  de  i^limtiea.  —  Si  OH  Una* 
gioe  les  equations  pareilles  aux  six  qui  precMent,  postes  pour 
tous  les  points  du  syst^me,  et  si  on  les  ajoute,  en  remarquant 

qu'b  an  m6me  instant  les  quantit^s  w*  et    —   ont  les  ni6mes 

valeurs  dans  toules  ces  ^uations,  on  obtient  les  six  quantity  k 
introduire  dans  les  equations  d'^quivalence  des  forces  totales  et 
des  forces  ext^rieures : 

dw 
S^x  ^  —  w*  Smjc  —  —  Smy  , 

div 
m 

dw 

2^x9  =  w^'Zmyz Zmxz , 

d/ 

dtv 
Z^yrtyf =^tu^2mx2 Zmyz  , 

dtv 
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RBHiJiQui.  Dans  ces  six  formoles^  la  quality  mat^rielle,  la 
grandeur  et  la  distribution  de  la  masse  du  corps  tournant,  sont 
caract^ris^es  par  cinq  quantit^s^  sommcs  ou  int^rales  : 

ItMX,    ^my ,     ItWif*,     ZmxZy     ^myz. 

Les  deux  premieres  sont  les  moments  de  la  masse  relative- 
men  t  aux  deux  plans  coordonn^  passant  par  Taxe  Q*.  Si  Ton 
appelle  x^  et  y^  les  coordonntes  du  centre  de  gravity  perpen- 
dicuiaires  k  Om,  et  M  la  masse  totale^  on  a 

ZmxzzzMx^     et     Zmy  r=My^. 

M^Biest  d'teeriie,  —  L'int^rale  Imr^  est  la  somme  des 
produits  obtenus  en  multipliant  la  masse  m  de  chaque  ^l^roent 
par  le  quarr£  de  sa  distance  r  k  Taxe  de  rotation.  Cette  quan- 
tity essentiellement  positive  s'appelle,  et  nous  verrons  bientdt 
pourquoi  {\i9),  le  moment  d'inertie  du  corps  consid^re,  autour 
de  Taxe  auquel  se  rapportent  les  distances  r.  Dte  k  pr^nt 
nous  voyons,  par  la  sixi^me  ^nation  pr^cddente,  que  la  somme 
Zmr^  est  6gale  k  la  somme  des  moments  des  forces  totales  quand 
Tacc^l^ration  angulaire  est  ^ale  k  Tunit^. 

Cette  m6me  quantity  entre  tr^s-simplement  dans  {'expression 
de  la  puissance  vive  d'un  corps  toumant,  laquelle  ^tant  en 

i 

g^n^ral  2  -  mv>  devient,  quand  on  y  remplace  v  par  wr,  dgale 

k  -rw^lmt^.  Ainsi  IdL puissance yived'un corps  toumant est  igale 

a  la  moitU  du  quarr4  de  \a  Vitesse  angulaire^  multiplii  par  le 
moment  d'inertie  autour  de  I'axe  de  rotation. 

Rayen  de  giratiom.  —  Si,  pour  un  solide  d^termind  et  pour 
un  axe  pris  k  volont^,  on  pose  la  relation  Zmt^=:zk^Zm:=zk^M, 
h  distance  k  qui  satisfait  k  cette  ^galit^  s'appelle  le  rayon  de 
giration  du  corps  autour  de  cet  axe.  Ce  rayon  est  done  la  dis- 
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lance  k  laquelle  od  peut  traDsporter  toute  la  masse  du  corps 
sans  cbaoger  le  moment  d'inertie  relatif  k  Taxedont  il  s'agit, 
ni  par  coDs^uent  la  somme  des  moments  des  forces  totales,  ni 
la  puissance  vive  du  sysidme  tournant  autour  de  ce  mime  axe^ 
pouTYQ  que  la  vitesse  angulaire  reste  la  mime. 

Les  sommes  Imxz  et  ^myz^  qui  entrent  dans  la  quatri^me 
etlacinqui^me  des  six  formules  pr^c^dentes^  n'ont  pas  jusqu'ici 
re^a  de  nom ;  elles  sont  de  la  mdme  nature  concrete  que  le  mo- 
ment d'inertie^  puisqu'elles  reviennent  au  produit  d'une  masse 
par  le  quarr^  d'une  distance;  mais  elles  peuvent  £tre  positives, 
negatives  ou  nuUes.  Par  exemple^  les  sommes  Imxz  et  Smys 
sont  DuUes,  lorsque  le  corps  est  sym^trique,  quant  k  la  figure 
et  qaant  aux  masses,  relativement  au  plan  xOy ,  puisque  les 
eiemeots  du  corps  ont,  deux  k  deux^  la  m6me  masse,  le  m£me  x, 
le  mtoe  y^  et  des  z  ^aux  et  de  signes  contraires. 

On  concoit  que  dans  un  mime  corps  les  diverses  sommes 
dont  nous  venons  de  parler  changent  de  valeur  selon  les  posi- 
tions des  plans  coordonnis  auxquels  ce  corps  est  rapporte,  et 
que  ces  variations  sont  soumises  k  certaines  lois ;  de  Ik  Futiliti 
et  I'intirit  de  Titude  que  nous  exposerons  au  paragraphe  sui- 
Tantj  etdoDt  Tapplication  s'itendrait  d'autres  mouvements  que 
la  simple  rotation  des  solides. 

68.  BteetioBS  exeretoa  par  lea  appnla  el  paauuit  par  1* axe 
^  Mtmtiom  d*ii]i  soUde.  —  Ges  reactions  peuvent  ividemment 
se  rMuire  k  deux  forces  appliquies  k  deux  points  pris  arbilraire- 
ment  sur  Taxe  Oz  .Soient  A  et  A'  (fig.  7)  ces  deux  points  dont  les 
distances  it  Torigine  O  sont  2;  et  C-  Disignons  par  X  et  x', 
T  et  Y',  les  composantes  parallfeles  i  Ox  et  Oy,  et  par  Z  la 
somme  des  composantes  suivant  Ob  des  forces  dont  il  s'agit ; 
et  appelons  P  les  autres  forces  extirieures  qui  proviennent, 
soit  de  la  pesanteur,  soit  de  corps  extirieurs  quelconques  et 
mime  des  frottements  tangentiels  aux  tourillons  du  corps  tour- 
nant. Ainsi  toutes  les  forces  extirieures  disignies  par  F  dans 

6 
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les  ^iiati(»8  g^D^rales  d'6quhalence  aox  num^ros  5  et  iB,  i 
ici  partag^es  en  deux  categories :  les  cinq  reacUons  X,  X\  Y,  Y' 
et  M,  et  ies  forces  P.  Pour  simplifier  un  pen  les  deux  |re- 
roiftres  ^uations  d'^uivaienee^  chobissons  le  plaa  wQ% ,  de 
maniere  qu'il  contienne  le  centre  de  graviti  k  riaitant  oil  il 
s'agit  de  caiculer  les  cinq  reactions  des  appoia,  et  d^igaons 
par  fi  la  distance  du  centre  de  gratit^  k  Taxe  de  rotation  Os. 
Ainsi  Imx^sMa  et  2ff»y=»«  Les  six  Equations  d'^quivalenee 
des  forces  ext^rieures  F  et  des  forces  totales  f  devienneBt, 
d'apris  les  formules  Rentes  au  coipmeQeement  du  nnmdro  pre- 
oMent, 

ZPr+Y+r  =  ^Ma, 

dr 

41 

dw 
i::T[LnPz=:—Zmr^. 
dt 


Dans  ces  equations  le  mouven^ent  acti^el  dq  solide  e$t  9pif 

cifi6  par  deux  quantit^s,  sa  vitesse  aqguiaire  w  e(  so^  HCcHir 

,        div 
ration  angulaire    — .   La  premiere  est  due  aux  causes  qui  ont 

agi  antirieurement,  et  pendant  un  temps  plus  qu  n^oins  kHig;  la 
seconde  est  due  aux  forces  qui  agissent  actuillement.  La  pre- 
miere doit  6tre  donn^e^  k  un  instant  initial,  ainsi  que  la  situation 
du  corps,  k  ce  mdme  instant,  pour  que  la  recherche  de  sa  situa- 
tion et  de  sa  vitesse  angulaire,  k  un  autre  instant,  soit  un  pro- 
bl&nie  d^terpQin^f  La  seconde  est  liee  par  une  relation  tr^ 
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simple  k  la  qualite  mat^rielie  du  corps  et  h  la  mani&re  d'agir 
des  forces  exterieures  :  en  effet,  ia  derni^re  des  Equations 
d'^qvivatenoe  aiiae  sous  la  forme 

s'eooDce  eo  disant  :  TafiORtaB.  L'accileration  angulaire  d'un 

eorpi  toUde  icumant  auleur  d'un  axe  fixe  est,  a  chaque  instant, 

igakila  mrnime  des  moments  autour  de  eet  axe  de'^toutes  le$ 

fmeseztirieures^  agissant  au  mime  instant,  diviseepar  le  moment 

iinerUe  du  corps  autour  de  cei  axe. 

Gette  formole  s'obtient  sansreoouriraux  cinq  autres  ^nations 

d'^ivalence^  par  Tapplication  immediate  de  Tdquatioi)  du 

Dumdro  1 5,  ll£nL<p = SdlLF^  dont  le  premier  membre  est  ^gal  k  la 

dw 
sofflme  des  moments  des  forces  tangentielles,    ^mr^-j^r,  ou 

if  ^^ 

L'acc^Mration  angulaire  ^tant  ainsi  d^termin^e  par  la  sixi^me 
^nation,  les  cinq  autres,  contenant  au  pr^ipi^r  ^^6  les  cinq 
reactions  X«  X^  Y,  Y  et  Z,  suffisent  pour  les  calculer,  en  fonc- 
tions  des  autres  quantit^s,  denudes  n^cessaires  du  prpl)|i)m9* 

Rbillrqob.  Les  reactions  X,  X!,  Y,  Y'  et  Z  sont  egales  et 
oppos^es  aux  pressions  que  le  corps  tournant  exerce  sur  ses 
appuis,  de  sorte  que  si  Ton  voulait  determiner  imm^diatement 
ces  pressioQS,  il  sufBr^it  de  changer  dans  les  Equations  [31]  les 
sipes  des  cinq  quantity  qui  d^ignent  les  reactions  des  appuis. 

69.  ||«8«ltamte  4e  truiialallow  dies  foyoM  totslM  on  des 
f^rees  ext^vieives.  —  Les  |rais  premiisres  ^uatkms  d'^oiva* 
leoce  donnent  lieu  k  un  ^nopcd  dignc  de  remarque,  en  mon- 
trant  cpie  les  sommes  do  prelections  des  forees  ext^rieures 
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(reactions  des  appiiis  et  autres);  ou^  ce  qui  est  la  niSme  chose, 
les  sommes  de  projections  des  forces  totales,  ne  changeraient 
pas,  si  toute  ia  mati^re  du  corps  tournant  se  trouvait  condeosee 
en  son  centre  de  gravit^^  d  la  distance  a  de  Taxe  de  rotation. 
Or,  on  sait  que  ces  projections  suffisent  pour  determiner  non  la 
r^sultante  d'un  groupe  de  forces,  nnais  la  r^ultante  de  transla- 
tion. Ainsi 

TeiORteE.  La  r^suUarUe  de  translation  des  forces  totales  ou  de$ 
forces  exterieures  a  meme  grandeur  et  meme  situation  angulaire 
que  la  force  totale  due  a  la  masse  entiere  du  corps  tournant,  sup- 
posee  condensie  au  centre  de  gravity. 

Get  enonc^  permet  de  retrouyer  immMiatement  la  compo- 

dtv 

sante  centripite  Maw^  et  la  composante  tangentielle  Ma  — 
de  la  force  fictive  dont  11  s'isigit. 

70.  Cas  oik  les  forees  toUJes  omt  ue  v^sHltaate  ul^ae. 

—  La  condition  n^ssaire  pour  cela,  et  exprim^  (33)  par 
r^quation 

2^2anx(p+29y20ILy<p+2(p,23iru?=», 
le  r^duit  ici  (67)  k 

— w*Ma2myz— [— I   MaZmyz=zo'^ 

et  attendu  que  a  n*est  pas  nul,  sans  quoi  la  r^sultante  de  trans- 
lation le  serait  aussi  et  les  forces  se  r^duiraient  k  un  couple, 
cetle  condition  est  remplie  seulement  par  lmyz  =  o. 

Or,  11  est  k  remarquer  que  si  la  somme  Yimyz  est  nulle,  et  si 
la  somme  analogue  Smxz  ne  Test  pas  en  m^nie  temps,  d*apr^ 
la  position  de  Torigine  O  sur  Taxe  de  rotation,  on  pent,  en 
diplagant  cette  origine  sur  le  m6me  axe,  et  transportant  les 
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deax  aotres  axes  parall^Iement  k  eux-m^mes  en  OV  et  OV, 
faire  en  sorte  que  les  sommes  nouvelles  ^myz'  et  Smx's'  soient 
Dulles  toutes  deux.  En  effet^  si  Ton  fait  00':=c ,  on  a 

«•=»  — c,    x!=xy    y=y, 

2MyV=Zmy2 — c'S.my     et    2ffixV=:Zmxr — clmx. 

Parbypothtee^  Smyz=o;  d'ailleurs  le  plan  xOs  contenant 
Ic  centre  de  gravity,  on  a  2myi=e  et  Imx=Jra.  Done  la 
somme  ^my'z'  restera  nulle,  et  pour  que  SnucV  le  soit,  il  suF- 
lira  de  faire 

Z 111X2 

""■""Mo"' 

distance  positive  ou  n^gative^  mais  r^Ile  et  finie^  puisque  a 
n'est  pas  nulle. 

Transportons  i'origine  au  point  O'  ainsi  d^termin^  et  appe- 
loDs  O  la  r^sultante  des  forces  ext^rieures  ou  des  forces  totales. 
Les  six  Equations  d'^quivalence  du  numero  67  deviennent  k 
cause  de  Jlmxz=:Ma,  lmy=o,  Imxz'zn;  et  lmyz'z=o 

Oc 

La  r^ultante  est  done  dans  le  plan  des  x'y'  qui  rencontre 
I'axe  de  rotation  au  point  O'^  et  si  dans  ce  plan  on  decompose  O 
en  deux  forces.  Tune  centripfete,  suivant  OV,  Tautre  ^y  per- 
pendiculaire  h  OV,  en  appelant  I  la  distance  de  cette  deuxi^me 
composante  k  Taxe  0«,  on  aura  3Tl,0  =  ^y?,  d'oii,  d'apr^s  la 
deuxi^me  et  la  sixiime  de  ces  6quations, 
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ce  qui  determine  le  point  oh  la  rfeultante  rencontre  la  droite 
OV  situte  dans  le  plan  passant  par  ie  centre  de  gravity. 

71.  AecrolflsenieBC  dm  q«mrr6  de  la  ▼llease  angulaire.  — 

Cette  quantity  dans  un  corps  toumant  autour  d'un  axe  fixe, 
r^uUe  du  travail  des  forces  exterieures.  Puisque  la  vitesse 
d'un  ^l^ment  du  corps  toumant  est  wr ,  sa  puissance  vive  est 

-  mvAf^ ,    et  par  consequent  la  puissance  vive  totale  du  corps 

sotide,  d  un  meme  instant  ^  est  exprimie  par   r  w*  2  »r* ,    moUii 

du  produit  du  quarre  de  la  vitesse  angulaire  actuelle^  et  du  mo- 
ment d'inertie  du  corps  autour  de  faxe  fixe  de  rotation. 

Cette  expression  introduite  dans  Tequation  g^n^rale  de  I'effet 
du  travail,  eu  ^gard  k  ce  que,  le  corps  ^tant  solide,  la  somme 
des  travaux  des  forces  int^rieures  tnutuelles  est  nuUe,  donne 


»— Wo«  = 


TtafioafeMB.  Vaccroissement  du  quarre  de  la  vitesse  angutaire 
entre  deux  instants  est  igal  au  double  du  travail  des  forces 
extMeures  dam  cet  intervalle  de  temps,  divisi  par  le  moment 
d'inertie. 

Remarque.  En  diff6rentiant  la  derni6re  Equation,  on  retrouvc 
la  formule  de  Pacc^l^ration  angulaire  (68).  On  a  d'abord 

dw  6tant  I'accroissement  de  la  vitesse  angulaire  pendant  Ic 
temps  dt,  et  dGF  elant  le  travail  elementaire  d'une  force  F 
pendant  le  m6me  temps.  Pour  exprimer  ce  travail,  decompo- 
sons  la  force  F  en  deux  forces  rectangulaires,  I'une  parall^le 
k  Taxe  et  dont  le  travail  est  nul,  I'autre  P  cgale  k  la  projectioo 
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de  F  sur  un  plan  perpendiculaire  k  Paxe.  Le  travail  d*une  re* 
sultante  etant  ^al  h  la  somme  des  travaux  de  ses  composantes 
(II,  64)^  le  travail  de  F  est  egal  k  celui  de  P.  On  pent,  sans 
hen  changer  a  ce  dernier,  supposer  la  force  P  appliqu^e  au 
pied  de  la  perpendiculaire  commune  k  I'axe  et  k  P.  Cette 
perpendieoMre  ^tant  d^ignie  par  ;» ,  la  vitesse  de  son  pied 
est  pw,  lechemin  qu'il  decrit  pendant  le  temps  d^  est  pwdi^ 
dirig^  suivant  la  m£me  droite  que  la  force  P.  Le  travail  de 
celle-oi  pendant  ce  temps  est  done  Mywdi  ou  bien  wdf-dlLF; 
e^est  ce  qa'on  enonce  en  disant  que  le  travail  ilementatre  (Tune 
force  appliquee  d  un  corps  solide  toumant  est  egal  au  moment  de 
cette  force,  muUiplie  par  le  deplacement  angulaire  et  infinment 
petit  du  solide,  quantite  dans  laquelle  il  est  facile  de  veritier 
qu'il  faut  avoir  ^gard  aux  sens  ou  aux  signes  tant  de  la  vitesse 
angulaire  w  que  du  moment  JILF.  L'equation  posee  ci-dessus 
devient  done 


23TtF     J,  ,     dw       SJItP 


§3. 
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'  72.  Relation  des  moaieBCs  dlaerCle  d'aa  sollde  a«toar 
de  denx  axes  paraiMes.  —  Le  moment  d'inertie  d'un  mfirae 
corps  solide  varie  avec  la  situation  relative  de  l*axe. 

Soient  deux  axes  parall^Ies  dont  Tun  AG  (fig.  8)  passe  par 
le  centre  de  gravity,  et  Tautre  BG  en' est  k  une  distance  AB=a. 
On  a  pour  un  point  M  dont  la  masse  est  m,  k  la  distance  r  de 
BG,  et  k  la  distance  r^  de  AB, 

mr^  =  m  (r,«  +  a«  —  2fljc) , 

et  en  faisant  la  somme  de  toutes  les  Equations  pareilles  appli- 
cables  aux  divers  ^I6ments  du  solide, 

attendu  que,  pour  Tensemble  du  syst^me  dont  le  centre  de  gra- 
vity est  sur  la  droite  AG^  la  somme  Imx  est  nuUe,  eu  ^rd 
aux  signes  des  x,  positifs  pour  certains  points,  et  n^gatifs  pour 
d'autres. 

En  multipliant  cette  ^uation  par  --  w>  on  voit  que  la  puis- 
sance vive  d'un  corps  solide  totimant  autour  d'un  axe  fixe,  pent 
se  decomposer  en  deux  autres^  dont  Pune  est  celle  que  possSderait 
le  systeme,  s'il  toumait  avec  la  mime  vitesse  angulaire  autour  dun 
axe  parallele  au  premier  et  passant  par  le  centre  de  gravite,  et 
Vautre  est  la  puissance  vive  qu'aurait  le  corps,  si  toute  la  masse 
itait  condensee  au  centre  de  graviti.  C'est  un  cas  particulier  du 
thtor^me  final  du  num^ro  61. 


75.  BelatisB  des  Msnento  d'lnertle  d'on  sollde  a«tovr  de 
iiTersaxM  eoncomaBts.— Si,  par  un  in6me  point  O  (fig.  9), 
on  mine  divers  axes  autour  de  chacun  desquels  on  prenne  le 
rooroent  d'inertie  d'nn  mdnae  solide,  cette  quantity  varie  suivant 
one  loi  que  nous  allons  ^tudier. 

Soient  Ox,  Oy,  Os,  trois  axes  rectangulaires,  et  soit  (hi  un 
quatriime  axe  par  rapport  auquel  il  s'agit  de  calculer  le  moment 
d'ioertie  d*un  systime.  Soit  en  M  un  ^l^ment  de  masse  m ; 
soient  x,y,z,  ses  trois  coordonn^es^  et  MP  =  r  sa  distance 
k  0«.  La  longueur  OP  dtant  la  projection  rectaugulaire  sur 
0«  du  contour  polygonal  dont  les  cdt^s  sont  x,  y  et  z,  on  a 

r«=OM«  — OP* 

=«*  +  2f*+«* — [x  cos  («,  jc) +  y  cos  (i#,y)  +  «  COS  (•»,«)]* 

d'oii  en  remplacant  x>4-y>+z>  par 

(xa+2^9+2«)[cos«(i«,x)4-cos«(»,y)  +  cos«(«.«)] 

puis  multipliant  par  m  et  faisant  la  somme  de  toutes  les  Ra- 
tions analogues^  on  conclut 

C0S«(i.,x)2m(y«  +  «») 
+  COS«(u,y)2m(z»  +  x9) 
Zn.r^={    +cos3(«..)2.(x*+,.)  ^         ^^^ 

— 2  cos  (u,  y)  COS  (i«,  z)  Imyz 
•—2  cos  (u,  z)  COS  {uj  x)  Zmsx 
—  2  cos  («,  x)  COS  (»,  y)  S  mxy 

Les  trois  sommes  2m(y>+z»),  2m(««+x«)  et  lm{x^+y^) 
sent  les  moments  d'inertie  du  solide  autour  de  Taxe  Ox,  de 
Taxe  Oy  et  de  Taxe  Os;  les  trois  sommes  'S^myz,  Zmzxet 
^^Mxy  sont  des  quantity  analogues  revenant  cbacune  au  pro- 
doit  de  la  masse  du  solide  et  du  quarr^  d'une  longueur.  Pour 
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un  corfM  donn6;  ces  diverses  sommes  sont  d^terniiD^  par  la 
situation  des  axes  coordonDte  relativement  an  aolide,  et  T^ua- 
tion  montre  comment  le  moment  d'inertie  autour  de  On  de- 
pend de  cee  six  quantity  et  des  angles  de  On  avee  lea  mteies 
axes. 

Pour  aimplifier  I'^eriture  de  oette  ibnnnie>  nous  emploieroDs 
lea  notations  qui  auivent : 

Siii(y»+»»)c3/x,     Z«i(««+ac«)=l,^     lm{j^+y^)za:h, 
Zmys=Ac,     tmzxzuSj^    lmxif  =  Sx^ 

la  lettre  /  d^signant,  en  general,  un  moment  d'inertle  eutour 
d'liki  axe  indiqud  par  (a  petite  lettre  SnKrieUre,  et  la  lettre  S 
la  somme  des  produits  des  masses  m  multiplies  chacune  par 
le  rectangle  de  ses  coordonn^s  perpendiculaires  &  Taxe  d6- 
sign^  par  Tindice  infi^rieur.  L'equation  [U]  peut  done  s*terire 
ainsi  : 

in  =  Ix  COS^  («,  x)  4-  /y  COS*  («.¥)+  h  COS*  («,  ■) 

-2SxCOs(n,y)cos(u,«)--2SyCos(ii,«)cos(ii,x)— 2S.cos(tt,x)cos(a,y). 

74.  ElUpsolde  repr^sentnlir  des  moments  d'lnertle. —  Pour 
rendre  plus  sensible  la  loi  exprimde  par  la  formule  [24],  Powsot 
aeu  rid^6  ing^nieuse  de  porter  sur  la  diroite  Oa>  k  partir  de  O, 
une  longueur  OU  qui  (ftt  une  fonetion  simple  du  moment 
d'inertie  ^mr^  autour  de  cette  droite^  et  d'6crire  I' equation  de 
la  surface  it  laquelle  appartiendraient  les  diverses  positions  du 
point  V ,  quand  on  ferait  verier  la  direction  On  autour  de 
laquelle  serait  pris  le  moment  d'inertie  du  mfime  corps.  Soit 
w  cette  distance,  et  soient  jc,  y,  z  les  coordonnees  de  Textr^- 
mitd  U^  par  consequent 


cos(u,  x)z=-,     cos(tt,  y)=-    et    cos(o,«)  = 
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expresbioDs  dont  la  substitutioti  dans  la  formute  du  Hum^ro  pr6- 
o^dent  conduit  naturellement  k  la  simplifier  en  choisissant  la 
loDgueur  u  de  mani^re  qu'on  ait  /tttt*=i. 
L'iqaatioii  devlent  ainst 

iz=ztj,ix^  +  fjy^+  1,««— Jixyz  — 2Syax  —  SSxXy.    [25] 

Le  lieu  gtomdirique  des  poiiito  U  est  done  du  second  ordre; 
aocune  des  diatanoM  u  oe  {>eut  Mre  infinie,  t)uisque  fa  ne 
pent  pas  ^tre  nul ;  done  elest  un  ellipsoide.  Ains{. 

THfiofiftMB.  St  sur  diverges  droites  pauant  par  un  meme  point, 
etconsidirees  successivement  comme  axes  desmoments  d'inertie  d'un 
mime  corps,  on  porte^  a  partir  de  f  intersection  commune,  des  Ion- 
fveitn  reciprofues  etux  rtmms  qmrr4ei  de  ces  motAenti  d^tnertie, 
leHeuda  tairimit^  de  on  l&ngwufs  est  un  \ 


79.  Axes  prliielp#iix  el  momenta  |ftrbuBlp«««  d'teertle—— 

Si^  poor  un  point  O  d^termin^^  on  prend  les  axes  coordonnes 
soiyant  les  axes  principaux  dc  Tellipsoide  repr^entatif  des  mo- 
nu»U  d'xBeftie>  son  ^qvalion  se  rtdait  k 

1  ar  hx^^i^^  4-  f.»« .  [M] 

Les  droites  dirig^es  suivant  ces  axes  de  Tellipsoi'de  sont 
nomm^s  les  axes  principaux  d^inertie  du  solide  pour  ie  point  O. 
Bsaonl  earaetiris^  dans  leur  ensenible  par  les  trois  ^nations 

5z=Oy       Sj=ZOj       5|;^#, 

c'est-i-dire 

2^^  =  o ,     £mzjc  =:  o ,     Znucy  =  o  , 

dans  leatpielles  il  est  bien  entendu  que  x^y  ei  z  sont  les  coor- 
donnies  de  diaque  ^l^ment  materiel  du  solide. 
Les  niMients  d'ineriie  1% ,  Ij  et  h  pris  autour  des  axes  prin- 
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cipaux  correspondants  au  point  O  sont  appel^  moments  d*inertie 

princtpaux  pour  ce  point.  Ghaque  distance  u  du  centre  de 

i 
I'ellipsoide  k  un  point  de  sa  surface  ^tant  exprimee  par    .  y — 

yh 

rinverse  de  la  racine  quarr^e  du  moment  d'inertie  !«  autour 
de  la  droite  men^e  par  ces  deux  points  \  et  une  propriety  connue 
des  diam{:tres  de  Teilipsolde  ^tant  que  le  plus  grand  et  le  plus 
petit  d'entre  eux  sont  deux  diamfetres  principanx ;  il  en  r^sulte 
que  le  plus  petit  et  le  plus  grand  des  trois  moments  d'inertie 
principaux  sont  aussi  le  plus  petit  et  le  plus  grand  des  mo- 
ments d'inertie  autour  de  toutes  les  droites  passant  par  le  m^roe 
point. 

76.  Caraet^res  asxqoela  ob  pent  ree«BMaltre  ^v^vse 
drolle  est  axe  prlaelpal  d'lsertle  en  un  en  plvslears  potats. 

i""  Pour  qu'une  droite  Ob  soit  axe  principal  au  point  O  pris 
pour  origine  des  coordonndes  rectangulaires  x,  y,  z,  les  deux 
conditions 

Sx=:o  et  Sy  =  o,  c'est4*dire  Zmyz=e  et  Smxa=a, 

sont  n^cessaires  et  fu/flsantes,  car  elles  font  que  T^ation  [25] 
devenant 

i  =:IxX>  +  /yy»  +  J^i««  — 2S.Jcy 

est  celie  d'un  ellipsoide  sym^trique  f)ar  rapport  au  plan  xOj , 
et  que,  par  consequent,  Taxe  des  z  coincide  avec  un  de  ses 
diamfetres  principaux. 

Gas  partieaiier.  Lorsque  le  corps  est  rectangulairement  sy- 
metrique  quant  ^sa  figure  et  kses  masses  ^l^mentaires,  relati- 
vement  a  un  plan  pris  pour  celui  des  axes  Ox  et  Oy,  la  double 
condition  5x=o,  Sjz=zo,  est  ^videmment  remplie,  quelle  que 
soit  Torigine  O  dans  ce  plan.  Toute  droite  perpendiculaire  k 
cemdme  plan  est  axe  principal  pour  le  point  odelle  le  traverse. 
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2*  Cherchons  la  condition  sous  laquelle  Os  est  axe  principal 
en  un  point  O'  autre  que  Torigine  des  coordonn^es  x,  y,  z» 
Choisissons  le  plan  sOx  de  maniire  qu'il  passe  par  le  centre 
de  gravity  suppose  i^  une  distance  a  de  Ob.  Soit  O'  origine 
des  x",  y  et  z'  parall^Ies  aux  coordonn^es  x^  y  et  z.  Si  Ton 
fait  00'=;^  on  a 

*'=«  —  (:,    j/=x,    y=y, 

Zmi/z^  =  Zmyz  —  K^tny  =z  Zmyz , 
6t 

Sflu/z'  =  Itmxz  —  l^aZm^ 

done  si  la  droite  Os  ne  passe  pas  au  centre  de  gravity,  il  faut 
et  ii  sufBt^  pour  qu'elle  soit  axe  principal  en  un  de  ses  points  O', 
qa'on  ait^relativement  au  point  quelconque  O  de  cette  droite^ 

2iftyz=:o; 

et  81  Ton  pose  ^mxz=Mh^,  le  point  unique  O'  est  alors  d^ter- 
mini  par 

aZm  Ma  a 

Ce  thter^me  rapproch^  de  ce  qui  est  dit  au  num6ro70,  prouve 
que  pour  que  les  farces  totaks  (Pun  corps  ioumant  autour  d'tm 
axe  aient  une  resultante  unique^  il  faut  que  cette  droite  soit  axe 
principal  iinertie  enunde  ses  points. 

3^  Si  la  droite  Ox  passe  par  le  centre  de  gravity,  la  distance 
a  est  nulle;  les  deux  conditions  ^myzzzzo  et  Zmxz=o  sont 
alors  n^cessaires,  et  si  elles  sont  remplies  par  un  point  O  de 
cette  droite,  elles  le  sont  par  tout  autre  de  ses  points ;  la  droite 
est  done  axe  principal  en  chacun  de  ses  points. 

Cm  pMPUeviier.  Lorsque  le  corps  est  divisible  en  tranches 
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paralliles  intiniment  minces  ayani  leurs  centres  de  gravity  tor 
UQ6  droite  Oa  perpendiculaire  aux  tranches,  oette  droite  est 
axe  principal  en  tons  ses  points;  car  pour  une  tranche  les 
sommes  imx%  et  Swyz  devenant  zJmr  et  %Lmy  sent  nuUes. 
V  Si  la  droite  Ob  passant  par  le  centre  de  gravity  G  est 
axe  principal  en  Tun  de  ses  points,  et  par  cona^uent  en  tous 
ses  points^  toute  droite  OV  parall^le  k  Ox  est  axe  principal 
au  point  O'  oil  tombe  la  perpendicnlaire  GO',  men^  de  G  k 
cette  droite.  En  effete  en  prenant  O'  pour  origine  des  x'j  ^  et 
z\  et  G  pour  origine  des  x^  y  ei  t  (fig.  40),  on  a,  en  faisant 
GO'=:a,  z'  =  «,  y'  =  y,  jtf=a  +  x, 

Zmzy  =2  Zmzy  z=:  o    et    ZmzV  =  a2mz  + 2iiizjc  =  o. 

77.  Elllp««Me  eentral*  ^-  M.  Poinsot  disigne  sous  le  nom 
i'ellip9ouk  central  celui  qui  r^pond  au  centre  de  grairitd  da 
corps.  Non-seulement  les  trois  axes  principaux,  correspondant 
au  centre  de  gravity  d'un  solide,  sont  axes  principaux  pour  tous 
leurs  points,  mais^d'apr^s  ce  qu'onv|ei)t  de  voir,  toute  parall^le 
k  Tune  de  ces  droites  est  axe  principal  au  point  oil  elle  ren- 
contre le  plan  des  deux  autres. 

78.  Cm  pftraevltor  d*iu|  •lUps^fjil^  de  v^Tolntion.  —   II 

peut  arriver  que  Tellipsoide  des  moments  d'inertie  correspon- 
dant k  un  poiqt  soit  de  revolution*  Lea  n^oments  d'inertie 
autour  des  droites  men^  par  ce  point  perpendiculairement  it 
Taxe  de  revolution  sont  igaux.  ToMtea  ces  droites  sont  des  axea 
principaux.  Si  Vellipsoide  est  une  sphere,  toua  les  mofnenta 
d'inertie  autour  des  droites  passant  par  son  centre  sont  ^gaux. 
Une  quelconque  de  ces  droites  est  axe  principal. 

79.  Relation  du  moment  d'inertie  Iq  nnti^nr  d*im  #xe 
quelconque  passant  par  un  point  O  avee  les  nioments 
d'inertie  Prinelpaux.  eorrespondants  &  ee  point.  —  Prenons 

les  9X09  principaux  dloertie  oorrespondapts  au  point  p  pour 
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axesde  coordonn^es.  Par  Sx=o,  Sy=o  et  .^=o,  I'^uation 
[U]  du  Dum^ro  73  devient  la  suiv^nte ,  facile  k  ^noncer  en 
laDgage  ordinaire  s 

/.  =  /x  cos«  (tt,  x)  +  Ij  cos^  (u,  2()  +  h  CQs9  («,  x) .    [27] 

90.  Calenl  An  i««iiimt  d'Uierlle  dl'vn  •or^  1ioM«gtee  a«- 
Cflnif  tf-«ii  use  fl»iHi«  P»  0.  ~  Soient  Ox  el  Or  perpendicu- 
laire^  enlre  eux  et  sur  Os.  On  a 

n  ^ant  le  poids  de  Tunit^  de  volume  et  q  le  volume  6I^men- 
taire  dont  la  position  a  les  coordonn^es  x  et  y.  Les  deux  sommes 
Zfx*  et  Zi/y*  ae  calculent  sipariment.  Soit  le  solide  divis^  en 
tranches  comprises  entre  des  plans  infiniment  voisins  perpen- 
diculaires  k  O^.  L'aire  variable  ou  oonstante  de  la  section  faite 
par  nn  de  ces  plans  ^tant  d^sign^e  par  4,  le  volume  ^e  la 
tranche  est  exprim6  par  Adx^  et  la  partie  de  I»qx^  qui  com- 
prend  toute  la  tranche  est  Jdx.x^.  On  ^  done  pqur  |e  corpa 
entier 


s,^=/. 


Jx^dx. 


De  m£me  B  repr^sentant  Paire  d'une  section  faite  par  le 
plan  perpendiculaire  &  O7,  et  situ^  it  la  distance  y  deTorigine, 

on  a 


Done 


iqy^=z  I  By^dy . 


(*)  Ce  sQjet  est  traits  avee  les  ddveloppemefits  saffisanlsdans  mon  MsumS 
tfe  lemons  de  g^oni^trie  qnalytique  et  de  calcul  in/lniUsimal^  pages  881  i  995. 
Les  formales  tappelto  an  num^ro  sa  y  sent  dtoonirtes. 
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ei 

A  cause  de  rhomog^n^it^  du  solide,  le  rayon  de  giration  k 
est  ind^pendant  de  la  density.  Lorsque  les  integrates  qui  pre- 
cMent  ne  s'obtiennent  pas  en  formules  gin^rales,  dans  chaque 
cas  particulier,  od  la  figure  du  solide  est  d^finie  par  des  donn^es 
num^riques  ou  graphiques,  on  applique  la  m^thode  connue 
des  integrations  approximatives. 

81 .  Momemts  d'tnertle  des  U^bm  eC  des  sarfaees.  —  En 

adniettant  que  des  points  materiels  soient  distribu^s  uniforme- 
meut  tant6l  sur  une  Iigne»  taut6t  sur  une  surface,  on  est  conduit 
i^  consid^rer  les  moments  d'inertie  des  lignes  et  des  surfaces 
comme  ceux  de  corps  proprement  dits. 

89.  ftoelques  formules  de  momeBta  d'lnerCle.  —  Yoici 
quelques  r^sultats  faciles  it  verifier,  k  d^signant  dans  chaque 
hypoth^se  le  rayon  de  giration,  et  P  le  poids  du  corps^  on  a 
toujours  le  moment  d'inertie 

9 

i""  Ligne  droite,  de  longueur  a,  tournant 
autour  d'un  axe  qui  passe  par  une  extr^- 

miti  et  fait  avec  cette  droite  Tangle  a  .  .  A:«=  -  a*  sin*  a  , 

^  Disque  circulaire  de  rayon  it  autour 
d'un  diamfetre *•==-.«>, 

S*"  Secteur  circulaire  de  rayon  A  autour 
du  centre *«  =  -  A*  , 

2 
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4*  Cylindre  droit  circulaire  de  rayon  it, 
autonr  de  I'aze  de  figure ^=-J|Sy 

5*  Cylindre  creux  d'^paisseur  uniforme^ 

de  rayons  Jl  el  a' A«=-  (ll«  + Jl'«), 

6*  Jaote  k  section  redangulaire  tour*- 
imnt  autour  de  Taxe  de  figure^  m£me  for- 
mole.  On  pent  introdoire  le  rayon  nioyen 

— - — =  n^  et  r^paisseur  jR'  —  Jt  =  *; 

ona *«z=ll,«+ifc«, 

7*  Sphere  pleine  de  rayon  R  autour 
d'un  diam&tre *«  =  ?  u« , 

5 

8*  Parall6lipipide  rectangle  dont  les 
trois  arfites  contigues  sont  n,  h,  e,  tour- 
nant  autour  d*une  droite  men^e  par  son 

centre  de  gravity  parall^leroent  aux  aretes  a  **  =  —  (>*  +  <?*). 

1  £t 

8S.  G»le«l  de  I'lsM^ale  ^Zmxz  pour  im  corps  doim^.  — 

L'application  du  num^ro  68  exige  que,  outre  le  moment  d'inertie 
ISflir'  autour  de  I'axe  de  rotation  Oz  y  on  puisse  calculer  au 
moins  approximativement  les  int^grales  £mx2  et  Smys.  Pour 
UQ  corps  donn^,  ces  quantit^s  dependent  n^cessairement  de 
Torigine  et  de  la  direction  des  axes  coordonn^s,  et  il  pent  Atre 
utile  de  remarquer  une  propri^t^  analogue  k  celle  qui  a  iX&  d^ 
montrfe  au  num^ro  1^.  Gomparons  les  valeurs  des  trois  sommes 
TLmxy,  Zmyz  et  Zmzx  i,  ce  qu'elles  deviennent  lorsqu^on  trans- 
])orte  les  axes  parallilement,  et  leur  origine  au  centre  de  gra- 
vity O  du  solide.  Soient  a,  6,  c  les  coordonn^es  de  ce  point  G 
dans  le  systime  des  x,  y  et  z,  et  appelons  ^ ,  y\  z'  les  nouvelles 

7 
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coordonn^  du  poini  qtieloonque  da  solide,  dont  to  mttse 
est  m. 
Nous  avoDS 

x  =  xf  +  a^    y=f^  +  h    et    «  =  «'+c, 
done 

Zmxy  =  £MJcy  +  ablm  , 

attendu  que  les  soinmes  aSmyet&Smjc'  sont  uulles,  parce  que 
ies  plans  des  xV  et  des  yV  oontiennent  le  centre  de  gnmiL 
On  a  de  mdme 

2iiftyz  =  2i»yz'  +  frcSm  , 
Zmsjc  =  Sinx'x'  +  ca  2m. 

Ainsi  la  wmme  Imjcy  peu/  m  dicamposer  en  deux  jpeartia, 
Vune  igale  a  ce  que  deviendrait  cette  somtne  pour  des  axee  pond- 
liles  passant  an  centre  de  gravite^  F  autre  igale  d  ee  qu'eUe  seraU 
si  la  masse  du  solide  itait  condensie  en  ce  mime  centre. 

Proposons^Dous  maintenant  de  calculer  I'int^grale  Smjcs, 
et  pour  cela  imitons  la  marche  suWie  au  num^ro  80 :  divisons 
le  solide  en  tranches  comprises  entre  des  plans  infiniment  voi- 
sins  perpendiculaires  4  Ox.  L'aire  variable  ou  oonstante  de  la 
section  faite  par  un  de  ces  plans  6tant  dteignte  par  if «  k 

masse  m  de  cette  tranche  est    -  ifdx,   et  la  partie  de  Imtx 

9 

qui  oomprend  toute  cette  tranche  est    -^^ix-z.^jc,   nl'on 

appelle  z^  la  distance  au  plan  des  xy  du  centre  de  gravity  g 
de  la  tranche.  On  a  done,  en  supposant  le  corps  homog^ne,  c'est- 
i^-dire  II  constant, 


=5p,., 


S  mzx  =  -  I  ^z.xdx ; 
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quadrature  qui  doit  Atre  itendue  k  tout  le  solide,  et  dans  laquelle 
Az^x  est  une  quantity  qui,  pour  chaque  valeur  de  x,  preud 
Doe  valeur  positive  ou  n^ative  qu'on  peut  calcnier  au  rooins 
approximativemen  t . 

Dans  le  cas  particulier  oil  la  figure  da  corps  et  la  direction 
des  axes  aamient  telies  que  laa  eantves  de  gravity  «  dea  tranches 
perpend  iculaires  k  0%  »9  trouvaaaent  dana  le  plan  des  xy^ 
alors  z,  serait  constamment  nul,  et  il  en  serait  de  m6me  de 
rintegrala.  C'eat  oe  qui  arrive  frdquemment,  au  moins  d'une 
oiafiiire  approcMe,  dana  la  pratique. 


§*• 

■OUVBWaiT  LB  PUIS  GtHttULL  d'oN  80LIDB  SOCKB 
A  DBS  FOBCBS  QUBLC01IQUB8« 

84.  ll6ooBipe«ltloM  de  ee  MoaTeMeat  em  ime  tnwslalteB 
et  «M  plroaetleaieBf  a«t«wr  d*wt  point  llxcu  -~  Cos  p«r* 
tle«Uer  •*  l»  i^anllMite  des  forces  pooae  par  ce  pobil.  — 

Le  mouvement  du  corps  pent  se  decomposer  d'une  infinite 
^e  maniferes,  et  notamment  (I,  Si  k  53)  en  une  translation  com- 
Oiune  au  centre  de  gravity  et  un  pirouettement  relatif  autour 
de  ce  centre  consider^  comme  origine  de  trois  axes  de  compa- 
raison  entraines  avec  lui  parallfelement  k  eux-n)6mes.  Si  Ton 
appelle  R  la  r^sullante  de  translation  variable  ou  constante  des 
forces  F  agissant  sur  ce  soiide,  et  M  la  masse  totale  de  ce 
corps,  le  point  g6om6trique^  centre  de  gravite  invariable  relati- 
vement  au  corps^  se  meut  avec  lui  dans  Tespace,  comme  un 
point  materiel  qui,  ayant  la  masse  iV,  serait  k  chaque  instant 
sollicite  par  la  force  A  (lOetll).  Et  quant  au  pirouettement  ou 
mouvement  relatif  du  soiide,  il  est  le  m^me  que  le  mouvement 
absolu  qu'aurait  le  m^me  corps  sons  Faction  des  forces  r^elles 
F,  et  des  forces  fictives,  — F«^  opposees  aux  forces  d^entratne- 

ment,  qui^  etant  toutes  parall^les,  ^gales  k    •--m,    et  par  con- 

sequent  proportionneiles  aux  masses,  out  une  resultante  ^gale 
k  leur  somme  R  et  passant  au  centre  de  gravite. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  k  etudier  le  mouvement  d*un 
soiide  autour  d'un  point  fixe,  et,  d*abord,  nous  consid^rerons 
le  cas  le  plus  simple,  celui  oil  toutes  les  forces  F  qui  agissent 
hors  de  ce  point  ont  leur  resultante  passant  par  ce  mdme 
point.  On  saitqu'alors  (57),  bien  que  les  vitesses  varient,  le  mo- 
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meat  rtohant  de»  quantitis  de  mouvement  est  constant  en 
grandeur  et  en  direction.  De  lit  rutilitd  des  recherches  sui* 
vsDtes. 


8S.  HoMeMt  r^sttltaBl  des  qwaallMs  de  Movvenent  nla« 
tlTOBent  it  hb  polst  fixe  O  antonr  daqnel  tonme  le  floUde, 

—  On  le  calcule  d'apr&s  I'expression  de  la  vitesse  d'un  point 
quelconque  du  corps  tournant,  en  fonction  de  la  vitesse  angu- 
laire  du  solide  et  de  la  distance  du  point  h  Taxe  de  rotation, 

Soient  x,  ^,  z,  les  coordonn^es  d'un  Element  dont  la  masse 
est  m.  Consid^rons  d*abord  le  cas  oil  le  solide  tourne  autour 
de  Ox.  Alors,  en  designant  par  §  la  distance  de  T^I^ment  h 
cetaxe^etpar  a  Tangle  de  la  perpendiculaire  §  kce  mime  axe 
avec  ane  parall^le  k  O7  (fig.  li),  on  a  : 

ZSTlsmvzrwZm^' :=  tv/x , 

231L-ymv  =  —  Smu;^  COS  a-x  =  —  wZmyx^ 

ZJKlaMv= — Zmw^  sin  a*x=: — wZmzx , 

Les  signes  des  moments  sont  d^termin^  sujvant  la  conven- 
tion ordinaire  que  la  rotation  positive  va 

autour  de  Ox  dans  le  sens  de  O7  vers  Os , 
))      de  Oy         »  de  Oz    n    Ox , 

»      de  Ob         ))  de  Ox   »    O7 . 

Dans  le  cas  particulier  ou  I'axe  instanlane  de  rotation  Ox 
est,  au  point  O,  un  axe  principal  d'inertie  du  corps  en  mouve- 
ment,  les  somraes  Imyx  et  2mzx  sont  nulles.  Les  trois  mo- 
ments composants  se  r^duisent  done  alors  k  un  seul  wh  qui  est, 
par  consequent,  le  moqaent  resultant  des  quantit^s  de  mouve- 
meet  autour  de  O. 

Maintenant,  consid^rons  le  solide  corame  tournant  instanta- 
Dement  autour  d'une  droite  quelconque  On ,  passant  par  Tori* 
gine ;  sa  rotation  est  decomposable  (1, 62  et  72)  en  trois  rotations 
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wco«(ii|jc),  wooi(ih3f)  et  ivooi(it^s)j  autiiurdeirobaiii 
OS|  Or  el  Oi^  c'Mt»k-dire  (I,  74)  que  ehaque  viteiie  eit  dA* 
composable  en  trois  vitesses,  savoir  :  (tv  cos  («,  x)  autour  de 
Ox,  v^w  cos  (m,  y)  autour  de  Oy,  et  (tu  cos  (v,  z)  autoor  de  Os, 
les  distances  du  point  consldifiS  aut  axes  Ox,  O7  et  Os  Atant 
$,  V),  C*  Tbutes  les  vitesses  et  les  quantity  de  mouvement  soot 
ainsi  d6composAes  en  trois  groupes  correspondant  aax  trois 
rotations  composantes;  et  si  nous  supposons  que,  k  I'instant 
dont  it  s*agit,  les  droites  Ox,  Or  et  Os  soient  prises  suivant  les 
axes  principaux  d*inertie  du  solide  pour  le  point  O,  les  mo- 
ments r^oltants  partiels  des  trois  groupes  de  quantity  de 
mouvement  seront,  d'aprfes  le  cas  pr^cMent, 

wcos{ujx)lx,    itf cos («! y) fy ,    fiico6(i»^a)J^. 

Cela  itant^  reportons-nous  k  la  notion  de  Pellipaolde  des  mo- 
ments dMnertie  pour  le  point  O .  DAsignons  par  x\  y  et  t'  les 
coordonn^es  du  point  U  oil  Taxe  instantanA  Om  perce  cet 
ellipsoide,  et  par  u  la  disuooe  de  oe  point  U  k  i*origine.  Les 

jd      v'       »' 
cosious  ci-desaua  indiqute  soot  exprimia  par  - »    ^1    *- 1  et 

les  trois  moments  r&ultants  partiels  par 

-A*',   -/yy',   -f,a'. 

H  U  U 

Or,  ces  trois  quantity  sont  Agales  aux  projections  rectangu- 
laires^  sur  les  trois  axes  coordonn6s,  de  Taxe  reprisentatif  du 
moment  resultant  total  des  quantit^s  de  mouvement  (55}.  Ce 
moment  resultant  total  a  done  pour  valeur 


A^^\/h^:f^  +  t^+hH'^, 


et  s6n  axe  fiBiit  avee  les  axes  principaux  Ox,  Or  et  Os,  des 
angles  dont  les  coainas  sont  proportionnels  aux  prodoita  hsij 
tyyetJ.a\ 
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(Hmtvobs  maiatanint  que  T^aation  de  rellipsolde  itani 

SOD  plan  tangent  au  point  (jc'^  y',  2')  a  pour  ^uation 

hx'x  4-  /yy'y  +  itz'z  =  i  ,  [29] 

et  que  les  cosinus  ci-dessus  indiqu^s  sent  ceux  des  angles  de  la 
noroiale  en  ce  point  avec  les  axes  coordonn^s  {*).  Done 

hmqytun  solide  guelconqne  toume  autour  d*un  point  fixe^  si 
Fen  imagine  Pellipmde  des  moments  d'inertie  du  solide  relative* 
vMnt  a  ce  paini^  tax^  r^tsentatif  du  mommt  risultant  des  guan- 
titis  de  mouvemmt  auiQur  du  point  fixe  est  perpendiQulaire  au 
ploH  qm  touehe  I'ellipmde  au  point  ou  celui-m  est  perd  par  Paxe 
instantane  de  rotation;  en  d^autres  (6rme$  ;  /#  plan  du  moment 
rMtant  des  guantit^s  de  mouvement  (appiil^  au^si  plan  du  nQaxi* 
mnm  de^  aires)  est  parallile  au  plan  diamitnul  de  fellipsoide  qui 
est  coryugud  avec  le  diamefre  dirigi  suivant  I'axe  de  rotation. 

Cetie  proposition  eta}}li(  la  direction  du  inoment  riisultaot 
oomme  une  consequence  n^ces^ire  de  celb  de  Taxe  instanUni 
de  rotation  OU.  Quant  k  la  grandeur  A  de  ce  moment,  on 
laourque  que,  dana  aon  aipression  [98] ,  ii  antra  ua  radical 
qa'on  troove  igalameni  dana  rexpresaion  de  la  diatance  de 
Torigine  des  eoordonntes  au  plan  tangent  k  Tellipsolde.  En 
eflet,  de  T^uation  [39]  du  plan  tangent,  on  conelut  que  la 
distance  dMgn6e  par  p  de  rorigine  4  ce  plan  est  donn^e  par 
la  formula 


P  = 


j/j,Va  +  /yV' +  !.«'»• 


n  Us  eonMissances  de  g^om^trie  que  sttpposc  eel  srtlclc  soiit  exposes 
dans  aon  Uiemni  ds  ie^tms  ds  g^omStrie  anal/yliqm  $i  de  cmCcmI  ui/MtSsimal, 
i^coade  Wiiop,  pages  saa,  980  e(  I4|. 
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L'expressioa  [18}  trouvte  ci-dessos  du  momeDt  rfaultant  des 
quantit&s  de  mouvement  autour  de  O  revient  done  k 

w 
A  =  —.  [30] 

Oq  r^unit  cette  expression  de  la  grandeur  da  moment  r^al- 
tant  des  quantity  de  mouvement  it  la  determination  de  sa 
direction  obtenue  tout  k  Theure^  en  inon^ant  le  thter^me  sui*- 
vant,  lequel;  sauf  les  notions  de  masse  et  de  vitesse  qu'il  sup- 
pose, n'est  qu'une  proposition  de  gtom^trie  qui  a  son  applica- 
tion k  la  dynamique  dans  les  num^ros  86,  88  et  89  : 

THtoaiEiii.  Lonqu'un  corps  soltde  toume  autour  tun  point  fixe^ 
51  Fon  imagine  Vellipmde  des  moments  cPinertie  du  corps  autour 
de  ce  pointy  et  qu'on  mene  son  plan  tangent  au  point  ou  Paxe 
instantan4  de  rotation  perce  sa  surface,  Paxereprisentatifdu  mo- 
ment  resultant  des  quaniitis  de  mouvement  autour  du  point  fixe 
est  dirigi  suivant  la  perpendiculaire  de  ce  point  au  plan  tangent^ 
et  sa  grandeur  est  egale  d  la  vitesse  angulaire  instantanee  du 
soUde  dmsie  par  le  produit  des  deux  distances  du  point  fixe  au 
plan  tangent  et  au  point  de  contact. 

86.  ■•■▼eBMMt  d'vmMUde  «vt«w  d'am  p^hit  flxe  •*  paase 
1»  i^twltMite  des  forces  exC^rieares.  — Th^orteie  de  Polnset. 

—  Dans  cette  hypothtee  indiqute  k  la  fin  du  numiro  84,  le 
moment  resultant  A  des  quantitds  de  mouvement  est  constant, 
l'^  en  direction,  done  la  perpendiculaire  ;»  a  sa  direction  inva- 
riable dans  Pespaoe;  2*  en  grandeur,  done  la  quantity  A  ou 

— ,  formule  [301,  est  constante. 
pu 

w 
De  plus  le  quotient   —  est  aussi  constant.  En  effet,  les  forces 

ayant  une  r&ultante  qui  passe  par  le  point  fixe  O,  et  le  corps 
6tant  solide^  il  en  rteulte  que  le  travail  de  ces  forces,  ^I  k 
ceiui  de  leur  rteultante  (65),  est  nul,  et  par  consequent  la  puis- 
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saDce  vWe  totale  da  sysl^me  reste  conslante.  Or,  celle«ci  a  pour 

expression    -  ii^J« ,    et  I'on  a  par  definition  de  Tellipsoide 

1  i  w* 

«= — — zz  d'oii    Ju=-r;    done    — s    est  constant;  done  il 

en  est  de  mfirae  de    -  . 
tt 

De  ce  que  ies  deux  quantit^s  ^  ou   —    et   -    sont  inva- 

pu  u 

riables,  malgr^  Ies  changeroents  possibles  de  w  et  de  u ,  il  r^* 
suite  enfin  que  la  distance  p  est  aussi  invariable.  Par  conse- 
quent le  plan  tangent  d^sign^  au  theorfeme  precedent  est  im- 
mobile dans  Tespace. 

L'ellipsolde  roule  sans  glisser  sur  ce  plan,  puisque,  h  chaque 
instant^  le  point  de  contact  U  consider^  comme  appartenant  k 
la  surface  courbe^  bien  que  mobile^  a  actuellement  sa  vitesse 
oalle,  comme  se  trouvant  sur  Taxe  instantan^  de  rotation  du 
corps  et  de  Tellipsoide. 

De  tout  cela  on  conclut : 

"hiftoain.  Lorsquun  corps  solide  est  moiUe  autour  dun  point 
fixe  Oj  oil  passe  la  risultante  des  forces  ext4rieures,  tellipsoide 
^  numents  dinertie  du  corps  autour  du  meme  point  fixe  O  (sur- 
face ideale  li^e  au  solide  et  mobile  avec  lui)  route  sans  glisser 
sur  unplan  tangent  fixe  (fig.  12),  avec  une  vitesse  anguhire  w 
eonstamment  proportionnelle  d  la  distance  u  du  point  fixe  au  point 
de  emtact.  Ce  beau  theorime,  qui  donne  une  image  sensible  du 
roouvement  en  apparence  si  compliqud  d'un  corps  de  figure 
queleonque  pirouettant  sur  un  point  fixe,  est  db  k  Tiliustre 
gfoniitre  Poinsot. 

Si  le  solide,  k  un  instant  queleonque,  tourne  autour  d'un  des 
axes  principaux  relatifs  au  point  fixe,  il  continue  indefiniment 
ktoumer  autour  du  m^me  axe.  Cost  pourquoi  Ies  axes  princi- 
paux s'appellent  aussi  axes  permanents  de  rotation. 
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87.  Ummwwmmt  A'm  Mllde  duw  I'mpma  mi  ▼e»t«  4«  i 
▼itoaaes  ac^iil—  et  ••«•  les  sesleii  f orees  actveHes  da««  A  la 
peMBtear.— .  Gette  question  offre  une  application  immediate  do 
tb^or^me  pr^c^dent ;  le  centre  de  gravity  d^rit  une  parabole  d^- 
terminte  par  sa  Vitesse  initiale  et  par  racc^I^ration  verticalecons- 
tante  g.  Le  moufement  du  corps  relativementktrois  axes  entrat- 
n£s  parall^lement  it  eux-m^mes  avec  le  centre  de  gravity  est 
dans  les  conditions  du  num^ro  pr6c^dent,car  ce  point  est  relati- 
vement  fixe^  et  les  forces  relies  mg  et  fictives  — mg  se  d^trui- 
sent :  le  niouvement  dependra  de  trois  donnees  correspondantes 
k  Tinstant  initial,  savoir  :  i"*  la  position  de  Tellipsoide  central 
d'inertie,  2"*  la  direction  de  Taxe  instantan^  de  rotation^  3"*  la 
Vitesse  angulaire. 

88.  Hoavenent  d*i»  s«ltde  sonmls  &  de«  forees  ^aeleoa* 
qaes  de  eoorte  d«r«^,  —  Supposons  d*abord  qu'un  corps  so« 
lide  ^tant  en  repos,  des  forces  F  agissent  sur  hit,  simultan^- 
ment  ou  non,  mais  pendant  un  temps  tr^s-court  0,  comme 
dans  le  cas  d'un  choc.  Le  solide  se  d^place  extrfioiement  pen 
durant  cette  action,  quoique  celle-ci  puisse  lui  imprinier  un 
mouvement  tinal  trte^rapide.  Une  vitesae  trte-graiid«  Ml  en 
effet  compatible  avec  un  diplaceinent  auasi  petit  qu'on  veut, 
pourvu  qu'on  attribue  k  celui*ci  une  dur^e  suffiaammeat  petite. 
On  pent  done  regarder  les  forces  F  conrnie  conaervant^  pen* 
dant  qu'elles  agissent,  chacune  une  direction  constante  dans 
I'espace  et  relativement  au  corps  tr^s-peu  d^place. 

Le  centre  de  gravite  prend  le  mdme  mouvement  que  si  la 
masse  y  itait  concentrte  et  les  forces  directement  appliqu^ea. 
Jl  ddsignant  la  r^ultante  de  translation  des  forces  F,  ia  vi^ 
tesse  du  centre  de  gravity  h  la  fin  de  leurs  impulsions  a  pour 
grandeur 
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la  diraalioii  est  eelle  de  M,  nt,  k  partir  de  la  fin  du  temps  0, 
cette  grandeur  et  eette  direction  se  conservent  invariablemeni 
josqa'k  ce  que  des  forces  agiasent  de  nouveau.  Si  les  forces  F 
MrMviaaiMik  onoouple,  Hat  ^  saraient  nullea. 

Quant  an  mouTement  qua  le  corpa^  partant  du  repos,  prend 
Mtour  da  son  eantre  da  graTitA,  ou  plutAt,  relativement  k  des 
nas  en  tranalaiion  mente  par  oe  centre,  il  est  dft  aui  forces  F 
sti  des  ftiroes  Actives  —  F,  k  ebaque  instant  parallMes  entre 
dies  et  propcrtionnelles  aux  masses.  La  somme  des  moments 
lotour  d*an  axe  queieonque  passant  par  ie  centre  de  gravity  des 
qoantites  de  mouvement  relatif  acquises  k  la  fin  du  choc  est 
igala  (14)  k  la  somme  des  moments  autour  de  cet  axe  des  im- 
pulsions toCales  des  seules  forees  F,  attendu  que  la  somme  des 
moments  des  forces  fictives  et  de  leurs  impulsions  est  nulle ; 
done  le  moment  resultant  A  des  quantit^s  de  mouvement  est 
agal  en  iutensile  et  en  direction  an  moment  resultant  des  im* 
pulsions  des  forces  F.  Or,  ces  impulsions  peuvent  se  r^duire  k 
deux  ^uivalentes,  dont  Tune  passe  par  la  centre  de  gravity  et 
Tantre,  multiplite  par  %  dAtermina  aveo  ce  centre  la  grandeur 
at  b  plan  du  moment  resultant  des  impulsions.  Ca  dernier 
est  doiw  ausai  le  plan  du  moment  resultant  des  quantity 
de  oMMivemeat  ji  la  fin  de  Taction  des  forces  F.  A  partir 
da  cet  instant,  las  foreaa  cessent,  ce  plan  et  i'axe  qui  lui  est 
perpeodieiilaire  restent  emistants«  Done  (86)  ce  corps  toume 
dte  km  autour  du  centre  de  gmvit^,  de  mani^re  que  son 
ellipscMe  central  (ouche  oonstamment  un  plan  parallile  k  celui 
qni  paase  par  son  centre  at  par  la  aeconde  ^ivalante  des 
forces  F,  et  il  oommence  k  toumer  autour  du  diamMre  de  I'el- 
lipaoide  central  qui,  dans  sa  position  initiate,  est  oonjuguii  avee 
ea  plan*  Sa  vitesse  anguiaire  variable  sera  d'ailieurs  d^erminte 

k  chaque  instant  par  la  valeur  constante  de    — ,   qui  est  celle 

du  moowiit  rtsuitant  Aj  dgal,  comme  on  vient  de  le  voir,  au 
laomaBt  v^ultaat  daa  ioqwiaiona  dee  forces  F  pendant  le 


106  SBCT.  I,  CHAP.  U.  DTHAMlQim  SPtCUU  DBS  80LIDBS. 

temps  Oy  ou  au  moment  de  leur  seconde  ^quivalente  moltiptii 
par  ce  temps. 


89.  HMTaMBt  4*n  mMM%  muUs  A  4m  J 
MMiTM.  —  Supposons  en  second  lieu  qu'aprte  un  temps  quel- 
conque  i  ce  mime  corps  revive  encorci  pendant  une  trte- 
courte  durte  6\  de  nouvelles  impulsions  de  forces  F\  Rien 
^  ne  s'oppose  k  ce  que  le  corps  soit  consid^r^  k  la  fin  du  temps  i 
comme  devanl  son  mouvement  actuel  k  des  impulsions  de 
forces  F,  dont  la  dur6e  tris-courte  0,  aurait  pr^c^d^  imme- 
diatement  cet  instant,  ces  forces  F^  6tant  censees  agir  sur  le 
corps,  plac^  sans  vitesse  acquise  dans  la  position  qu'il  occupe 
r^ellement.  Puisque  le  centre  de  gravity  a  conserve  la  vitesse  r 

ci-dessus  formulae,  Timpulsion      /    R^dt    de  la  r^sultante  de 

translation  des  forces  F^  serait  ^le  k  Flm,  c'est-ji-dire  pr&- 

cis^ment  ^gale  k    j  Bdt .    Puisque  pendant  tout  le  temps  I 

le  moment  r&ultant  des  quantity  de  mouvement  du  corps 
autour  du  centre  de  gravity  est  rest^  constant  et  ^1  en  inten- 
sity et  en  direction  au  moment  rteultant  des  impulsions  priroi* 
tives  des  forces  F  pendant  le  temps  8,  ce  serait  ii  ce  mime 
moment  resultant  que  devrait  itre  igal  celui  des  impulsions 
des  forces  F,.  Ainsi,  k  la  fin  du  temps  #+8',  le  corps  possMe 
la  mime  vitesse  de  son  centre  de  graviti,  et  le  mime  moment 
resultant  de  ses  quanlitis  de  mouvement  autour  de  ce  centre 
que  s*il  avait  re^u  pendant  le  temps  toujours  tris-court  0,+8\ 
d'abord  les  impulsions  des  forces  F  conservant  relativement 
au  centre  de  graviti  et  au  systime  de  comparaison  en  transia- 
tion  les  positions  qu'elles  avaient  primitivement,  et  tout  de 
suite  aprfes  les  impulsions  des  forces  F\  Or,  au  commence- 
ment de  Farticle  88»  nous  avous  remarqui  quMl  etait  indifierent 
que  les  forces  F  fussent  simultanies  ou  successives,  pourvu  que 
le  temps  6  fdt  trds-court ;  il  a  dti  seulement  itre  entendu  que 
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cbaqoe  foroe  F  ne  devait  entrer  dans  le  calcal  que  rouitiplide 
par  sa  dnrte  propre :  cette  observation  s'applique  au  cas  actuel. 
DooG,  k  partir  de  rinstant  final  du  temps  i+b'  le  corps  tourne 
auloar  de  son  centre  de  gravity  de  mani^re  que  son  ellipsoide 
central  touche  constamment  un  plan  parall^Ie  k  celui  qui  passe 
par  son  centre  et  par  la  seconde  ^quivalente  de  Tensemble  des 
forces  P  et  F. 

On  se  fait  ainsi  une  id^e  complete  du  mouvement  du  corps : 
en  effet,  on  a  va  ce  que  devient  celui-ci  quand  11  sort  du  repos 
en  vertu  des  forces  F  et  quand  ensuite  il  est  abandonne  k  la 
seule  action  des  forces  int^rieores ;  la  situation  r^elle  du  corps, 
sa  Vitesse  de  translation  et  sa  rotation  k  la  fin  du  temps  t,  lors* 
que  les  forces  F'  sont  sur  le  point  d'agir,  sont  done  complete- 
ment  ditermin^es  et  comprises ;  k  cet  instant  la  vitesse  de  son 
centre  de  gravity,  changeant,  dans  un  temps  tr^s-court,  d*inten- 
site  et  de  direction,  devient  la  r^ultante  des  vitesses  dues  s^pa- 
r^mentanx  impulsions  des  forces  F  et  F'  et  se  conserve  ensuite 
jnsqu'4  ce  que  de  nouvelles  forces  agissent ;  enfin  le  corps,  k 
partir  de  Pinstant  terminant  le  temps  t+^',  tourne  de  mani^re 
que  son  ellipsoide  central  reste  tangent  k  un  nouveau  plan  fixe 
qui  vient  d'etre  d^fini,  et  I'axe  instantan^  initial  de  cette  nou- 
velle  p^riode  de  rotation  est  le  diam^tre  de  rellipsoide  central 
qui,  dans  sa  position  ^  la  fin  du  temps  t,  est  conjugu^  avec  le 
nouveau  plan  tangent.  II  y  a  done  changement  tr^s-rapide,  et 
pour  ainsi  dire  brusque^dans  la  rotation  comme  dans  la  trans- 
lation. 

Ces  considerations  s^^tendent  k  la  continuity  des  forces  qui 
n'est  que  la  limite  de  la  discontinuity  dont  nous  venons  de 
nous  occuper. 

90.  Rbharqubs  :  I.  Non-seulement  le  centre  de  gravite  d'un 
corps  se  meut  conform^ment  k  la  propriety  d^montree  pour  un 
systime  materiel  quelconque ;  mais,  en  outre,  sous  la  condition 
de  la  solidity,  le  mouvement  de  rotation  sph^rique  d*un  corps^ 
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autour  da  son  odntre  de  fgnvHi,  relatifement  h  dn  axM  qai| 
passaDt  par  ce  pointy  restent  oonttammant  parallMea  k  lean 
directioDi  iQitiales,  eat  oelui  qui  anrail  lido  si  le  centre  de  gn* 
viti  itait  fixe,  lea  foreea  extMeores  hora  de  oe  point  restiiil 
lea  mdmeaqu'elles  aont. 

II.  Poiaqne  la  rotation  et  la  translation  d'un  oorpa  soiide  ne 
dependent  que  de  la  r^sultante  de  translation  des  forces  eiti* 
rieures  et  du  moment  rfeultant  de  ces  m^mes  forces,  il  s'eMnit 
qu'on  ne  change  rien  au  mouvement  d'un  corps  soiide,  si  Too 
ajoute  aux  forces  qui  le  sollicitent  d*autres  forces  ^uivaieDtsi 
(sttivant  la  dMnition  du  numdro  23),  comme,  par  exempte^  li 
Ton  transporte  une  force  d'un  point  k  un  autre  de  sa  directioD. 

La  thtorie  prAcMente  est  done  une  seconde  dtexmstration 
d'une  proposition  (63)  que  Ton  ^nonce  ordinairement  comme 
un  axiome>  et,  par  cons^uent^  comme  un  principe  fondamental 
dans  Tenseignement  de  la  m^nique  0* 


(*}  Aprds  celte  ih^rie  du  mouverocnl  d'un  corps  soiide,  poomient  se 
placer  m^ihodiquement  quelques  g^6ratit6s  sur  la  m^thode  k  suifrepour 
trailer  les  questions  qui  concernent  le  mouvement  des  sjttftmts  de  phisiean 
corps  li^s  entre  eon  commo  la  sont  les  diferses  ptrUaa  des  oMchiaes;  mais 
ces  g^n^ralil^s  sont  tellemeDt  sinples  qu'il  su£Dra  de  les  eipoaer  lofsqaa, 
dans  la  seconde  section  de  ce  Traits,  nousnons  occuperonsde  rappUcaiioa 
de  la  Dynamique  k  des  exemples  puisto  dans  rindustrie. 
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§1. 

DCS  SIX  CORDITIOlfS  d'AQOIUBRB  IKDfiPBRDAIITBS  DBS  VOftCSS 
HVtttlBOttt. 

91.  ob|et  d«  la  stoti4«e.  —  Un  systime  materiel  de  natare 
quelconque ,  qu'il  soit  8olide>  plus  ou  moins  diformable^  ou 
iiqaide,  ou  mdme  gazeax,  peut  ^tre  en  repos  sous  Taotion  des 
forces  qui  le  sollicitent  et  dont  les  unes  sont  ext^rieures,  les 
aatres  int^rieures  et  mutuelles.  Get  ^tat  oonstitue  ce  qu'on  ap- 
pdle  t4quilibr€du$ytteme.  Lastatique  a  pour  objet  d*en  ^tudier 
ies  conditions. 

9S.  RelatloMB  gte^rale*  autre  las  fovaas  axt^Heuraa.  — • 

Le  repos  d'un  corps  n'^tant  qu'un  cas  particulier  de  son  mou- 
Tement,  celui  ob  tous  ses  points  onl  des  vitesses  nulles  et  des 
accelerations  nulles,  les  Equations  g^n^rales  obtenues  au  cha- 
pitre  precedent  doivent  avoir  ici  leur  application  et  leurs  con- 


Ainsi,  i""  en  faisant    -^  =  0    dans  Tiquation  [1]  du  n""  4, 

Imivx:^  ZFjiit^  nous  trouvons^  quel  que  soit  Taxe  de  projec- 
tion Qi%,  ZFi=0;  done 
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THfiOBtans  I.  Dam  un  $y$teme  quelamque  en  iquilibre,  la  wmmt 
alg4brique  des  projections  rectangulaires  ou  obliques  des  forca 
exUrieures  sur  une  droite  est  nuUe^  quelle  que  soit  cette  droite. 

4«  En  faisant —  =0,   dans  Inequation  [6]  du  n«  14, 

13Kmv^l2f^F4tj  oneacondut  SOItFzzO;  done 

THtoRftm  II.  Dans  un  systems  quekonque  en  equilibrey  la  somme 
algebrique  des  moments  des  forces  extMeures  autour  d'une  droile 
est  nuUe^  quelle  que  soit  cette  droite. 

9S.  iBterpr^latloa  de  ees  relatloMs  ^M^rftles.  —  L'&]ua- 
tion  ZFz=0  signifie  (ii)  que  la  r&ultante  de  translation  des 
forces  F  a  sa  projection  nulle  sur  Faze  des  x.  Trois  equations 
semblables^ 

SFx  =  0,    SFy  =  a,    SF,  =  0,  [3i] 

v^riiiees  pour  trois  axes  non  parall^les  k  un  rn^me  plan,  expri- 
ment  que  cette  risultante  est  nulle,  et  que,  par  consequent,  si 
le  centre  de  gravity  du  systime  materiel  est  actuellement  sans 
Vitesse  acquise,  il  persiste  dans  le  repos  aussi  longtemps  que  ies 
forces  satisfont  h  la  triple  condition  dont  il  s'agit. 

L'^quation  20ll;xF=0  exprime  (29)  que  le  moment  r^I- 
tant  de  toutes  Ies  forces  F  autour  d'un  point  quelconque  de  Ja 
droite  Ox  a  son  axe  repr^ntatif  perpendiculaire  k  cette 
droite,  k  moins  qu'il  ne  soit  nul.  Trois  Equations  semblables, 

S:nUF=:0,     2iniTF=0,     Si)ll.F=0,  [32] 

v^rifi^es  pour  trois  axes  Ox,  Oy,  Os^  non  situ^s  dans  un  ro6me 
plan,  expriment  que  le  moment  r&ultant  autour  du  point  O 
est  nul,  c'est-k-dire  que  Ies  deux  ^quivalentes  5  et  T  des  forces 
F  passent  en  ce  point. 

Les  six  Equations  v^rifi^es  k  la  fois  expriment  que,  quant  k 
leurs  sommes  de  projections  et  de  moments  pour  un  quatriime 
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axe  qoelconque,  les  forces  F  Equivalent  k  deux  forces  Egales  et 
directement  opposes,  que,  par  consequent,  ces  deux  sommes 
sont  nulles^  quel  que  soit  I'axe. 

94.  ExpreasloB  analytiqve  des  six  Aqvfttlons  g6ii6ralea 
r^qtuiiAre.  —  Si  Ton  repr^sente  par  X,  Y  et  z  les  compo* 
sautes  positives  ou  negatives  parall^les  k  trois  axes  rectangu- 
hires  de  Pune  quelconque  des  forces  F,  et  par  x,yei  z  les 
coordonn^es  de  son  point  d-application,  on  reconnait  que  les 
six  ^nations  d'^uilibre  peuvent,  eu  egard  aux  signes,  se 
mettre  sous  la  forme  suivante  : 

SX=0,  Sy=0,  SZ=0;         [33] 

2(:cy— yX)=0,     S(yZ— «y)=0,     S(«X— JcZ)  =  0.  [34] 


9S.  Les  m^mes  ^qnmtloBB  en  eoordonn^es  obliques.  —  II 

est  digne  de  remarque  que  les  mfimes  Equations  subsistent^  et 
entralnent  les  mEmes  consequences,  lorsque  les  axes  Ox,  Oy  et 
Os,  auxquels  les  coordonnEes  x,  y,  z  et  les  coroposantes  X, 
V,  Z  sont  il^arallEles^  ne  sont  pas  rectangulaires.  DEmon* 
trons-Ie. 

Quant  aux  equations  de  projections  £X=0,  ZY=iOy  2;z=:0, 
eelaest  dEjii  connu,  puisqu'elles  signifient  que  la  rEsultante  de 
translation  des  forces  F  est  nulle. 

Cherchons  quelle  est  autour  d'un  des  axes  obliques,  I'axe  Os 
par  exeoiple,  la  somme  des  moments  des  trois  composantes 
obliques  X,  Y  et  Z,  appliquEes  au  point  (x,  y,  2).  Soit  O 
(fig.  13)  la  projection  rectangulaire  de  cet  axe  Oz  sur  le  plan 
de  la  figure ;  soient  x,  et  y^  les  projections^  faites  rectangulai- 
rement  sur  le  mftme  plan,  des  coordonn^es  obliques  xeiy  du 
point  M  qui  se  trouve  ainsi  projete  lui-m^me  en  M^.  La  force 
2,  parallftie  it  Oz,  a  sa  projection  nulle  en  M„  tandis  que  les 
deux  forces  X  et  V  sont  projet^es  toujours  rectangulairement 
sur  le  m6me  plan  en  x,  et  Y^  parall^les  k  x,  et  y^. 

8 
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Gela  po9&,  la  aorome  des  roomento  des  trois  oampoemtos  X, 
YeiM  autour  de  Os  eat 

an.F=  Y^.x,  sin  (*, ,  y.)  —  X,.y,  sin  (jc,,  y.) .  •. 

r 

Or.  d'aprte  les  definitions  pr^Mentes  des  quantity  'i*3fi)      ^ 
x^  et  r. ,  projections  de  x,  y,  X  et  v  sur  le  plan  de  la  figure, 
on  a 

x,  =  acsin(AC,»),    y,=ysin(y,a), 

x,  =  X8in{Jc,«),    y,  =  yBin(y,«);  j 

done 

an,F  =  sin  (ac, ,  y,)  sin  [x,  z)  sin  (y ,  z)  (jc  Y  —  yX) .  j 

Les  trois  sinus  sont  ind^pendants  des  coordonn^es  et  des 
forces,  et  aucun  d'eux  n*est  nul. 

Done  on  a  pour  Tensemble  des  forces 

I* 

Sim.F  =  sin  (x, ,  y,)  sin  (jc,  z)  sin  (y,  z)  1  {x Y—  yX) ;  ^ 

et  le  premier  inembre  est  nul  en  m6me  temps  que  Z(x7— yX); 
done,  enfin,  les  trois  derniferes  des  six  Equations  Sorites  k  I'ar* 
tide  precedent  expriment^  m^me  dans  le  cas  des  coordonn6es 
obliques,  que  la  somme  des  moments  des  forces  F  est  nulie 
autour  d'un  axe  quelconque  passant  par  I'origine. 

06.  Cas  pariieolier  d'nm  earpa  pmrffiallMBeKC  Mllte.—  Les 

six  conditions  de  projections  et  de  moments  qui  viennent  d'etre 
formul^es  sont  n^ssaires  pour  r^quilibre  dans  ce  cas  oomme 
elles  le  sont  toujours ;  mais  de  plus  elles  sont  suflBsantes.  Gar  il 
r^ulte  de  ces  six  conditions,  et  du  corollaire  n«  63,  oonfirmi 
par  la  deuxiime  renoarque  du  num^ro  90.  que  le  corps  solide, 
s'il  a  des  vitesses  acquises,  continue  de  se  roouvoir  oomme  si  | 
les  foixes  extirieures  n'existaient  pas,  et  que  s'il  est  d'abord  en  | 
repos,  il  y  persiste.  Ainsi 
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TitORftwt.  Pour  qu^un  corpi  parfaitement  wlide  toiu  Faction 
de  forc9$  quekonguet  rette  m  repot ,  ou  i$  nuuve  comme  ii  ees 
forces  nexisiaient  pas,  il  faut  ei  il  iuf/lt  que,  pour  troii  axes  quel- 
eonques  concouranU  et  non  situh  dam  tin  mhne  plan,  les  sommes 
ies  projeetms  et  de  moments  dee  forces  extirieuru  soient  s^pari- 
meat  nuUes. 

97.  RuAiQUBS.  I.  S'il  ne  s*3gtosait  que  de  d^montrer  la 
necessity  de  ces  six  conditions  pour  que  Ic  syst^me  suppose  en 
repos  y  persiste^il  suffirait,  en  s'appuyant  stir  (a  dynamique  d'nn 
point  materiel,  de  remarquer  :  I*"  quo  chaque  point  d'un  syst^me 
fn  rppos  est  dans  ce  m^me  ^tat ;  que,  par  cons^uent,  les  forces 
ext^rieures  et  int^rienres  qui  sollicitent  ce  point  ont  leur  rd- 
Baltante  nulle ;  %•  que  la  projection,  sur  tin  axe,  de  la  risultante 
de  forces  appliqu^es  k  tin  point  ^tant  ^gale  k  la  somme  des  pro- 
jections de  ses  composantes,  cette  somme  est  Jci  nulle  pour 
chaque  point,  et  quit  en  est,  par  consequent,  de  m^me  de  la 
somme  gtoirele  des  projections  de  loutes  les  forces,  parml 
leiquelles  ii  n'y  a  pas  lieu  de  compter  ies  forces  int^rieures, 
paisque  letirs  projections  sont  6gales  et  de  signes  contraires 
deox  k  deux ;  3«  que  le  mdme  raisonnemcnt  s'applique  aux 
moments  des  forces  autour  A\m  axe  quelconque.  Mais  il  reste- 
rait  i  d^montrer  la  r^ciproque  des  six  conditions  d'^quitibre 
ainsi  obtenues,  difflcult^  r^solue  par  la  marche  que  nous  avons 
adoptee,  sans  supposer  le  postulatum  mentionn^  au  nuro^ro  63. 

II.  On  tire  du  th^orime  precedent  cette  consequence  que, 
pour  qu'un  systeme  materiel  diformable  quelconque  soit  en  iqui- 
Ske^  toutes  ies  condiiions  auxquelles  doivent  satis faire  les  forces 
exUrieuree^  ind^ndamment  des  forces  intMeures^  sont  implici-- 
tenmU  renfermees  dans  les  six  Rations  ci'dessus  4mmeies^ 
pnisque,  en  naodifiant  au  besoin  les  forces  interieures  pour 
rendre  ie  systtoe  invariaUe,  on  assurerait  requilibre  an  moyen 
de  ces  seules  relations. 

Toute  autre  condition  n^cessaire,  outre  celles-li,  serafondte 
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sur  la  constitution  speciale  du  corps,  comme  nous  le  verrons 
lorsque  nous  nous  occuperons  des  systfemes  articulds,  des  sys- 
t^es  funiculaires  et  des  fluides. 

III.  Les  six  conditions  n^cessaires  et  suflSsantes  pour  Tdqui- 
libre  d'un  corps  solide  sont  exprim^  sous  la  forme  la  plus 
simple  par  les  six  Equations  de  projections  et  de  moments 

SFx  =  0,         SFy  =  0,         SF,=0,  [n 

S0IUF=O,     Jl3tLjF=0,    S3lttF=:0;  [33] 

mais  r^quilibre  pent  6tre  exprim^  par  d'autres  ^nations  que 
celles-lii,  pourvu  qu'elles  forment  ce  qu'on  appelle  en  algibre 
un  sysl  ^me  Equivalent  k  celui  des  six  ^nations  fondamentales  qui 
prdcfedent.  Si,  par  exemple,  on  posait  une  quatri^me  ^uation 
de  moments,  mais  que  ces  moments  fussent  pris  autour  d'un  qua- 
tri^me  axe  OV  qui  ne  pass&t  pas  par  le  point  O,  la  nouvelle 
Equation  jointe  aux  trois  Equations  [33]  signifierait  que  la  resul- 
tante  qui,  si  elle  existe,  passe  par  O,  d'aprEs  les  trois  equations 
de  moments  [33],  est  de  plus  dans  un  mEme  plan  avec  OV ,  de 
sorte  que  pour  Ecrire  que  cette  rEsultante  est  nuUe,  il  ne  fau- 
drait  plus  que  deux  Equations  de  projections  sur  deux  axes 
concourants  pris  dans  ce  plan. 

Si,  outre  les  Equations  [33] ,  on  en  posait  deux  autres  ana- 
logues, 

Sjrtx'F=0,      SaRyF=0, 

Equations  de  moments  autour  de  deux  axes  O'l^',  OV,  ne  pas- 
sant  pas  par  O,  et  concourant  en  O',  cela  signifierait  que  la 
resultante  est  dirigEe  suivant  la  droite  00\  et  pour  exprimer 
que  cette  rEsultante  est  nulle,  il  ne  manquerait  plus  qu'une 
Equation  de  projections  sur  cette  droite,  ou  une  Equation  de 
moments  autour  d'un  sixiEme  axe  qui  ne  serait  pas  dans  un  plan 
avec  00'. 
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98.  iqmSUhwe  de  foreea  appUqa^es  1^  «m  eorps  ■•llde.  — - 

Si^panni  les  forces  ext^rieures  qui  agissent  sur  un  corps  solide, 
il  eo  est  qui,  consid^r^es  s^par^ment,  satisfont  aux  six  condi- 
tions ci-dessus  ^nonctes^  on  dit  que  ces  forces  sont  en  iquilibre, 
Ilestclair  que  si  I'on  supprimait  par  la  pens^e  ces  forces^  celles 
qui  resleraient  forroeraient  un  groupe  Equivalent  k  Tensenible 
(les  forces  agissantes,  puisque  rien  neserait  change  aux  sommes 
de  projections  et  de  (noments,  ni,  par  consequent,  au  mouve- 
ment  du  corps  solide  qui  les  subit ;  seulement  les  forces  intE- 
rieuresseraient  raodifi^es.  Ce\te  demifere  observation  fait  com- 
preadre  qu'il  serait  inexact  de  dire  que  les  forces  en  Equilibre 
se  d^tmisent,  si  Ton  entendait  par  Ik  qu'elles  sont  sans  in- 
floeDce  sur  T^tat  des  pressions  ou  tensions  intdrieures  du 
solide. 

99.  Cas  parlienliers*  forees  parall^les*  forees  dans  na 
piaa,  eovpies.  —  Tout  CO  qui  a  it6  dit  sous  ces  titres,  aux 
Dnm^ros  34  et  suivants,  trouve  son  application  aux  cas  d'equi- 


II  est  facile  de  voir  que  lorsque  les  forces  F  sont  toutes  dans 
QD  plan,  ou  deux  k  deux  sym^triques  par  rapport  h.  un  plan,  les 
equations  d'^uilibre  se  r^duisent  ou  it  deux  equations  de  mo- 
menls  autour  de  deux  axes  perpendiculaires  au  plan  et  k  une 
^uation  de  projections  sur  une  droite  joignant  ces  axes,  ou  h, 
trois  equations  de  moments  autour  de  trois  axes  perpendlcu- 
Ures  au  plan  des  forces,  et  non  situds  dans  un  mSme  plan. 


§2. 

IQOIUBRB  DBS  STSTfeiK  ASSIMBTflS  A  CtRTAniBS  UAiSONB. 

100.  Ce  qa'oB  entead  par  liaisoBSf  h>ipothte«s  Ihteriqmw 
admiacs  ik  «et  «gani.—  Quelques  details  feroDt  comprendrece 
qu*on  entend  par  les  liaisons  de  divers  genres  auxquelles  peut 
6tre  assujetti  un  syst^me  materiel. 

PUHIBM  eniMB.  Vm  eorp«  MlMe  ea  eoataet  •▼•«  4es  appato 
0xes.  —  Un  corps  consid^r^  comme  tout  k  fait  invariable  peut 
6trc  en  contact  avec  un  ou  plusieurs  corps  suppose  absolument 
fixes,  que  nous  disignerons  sous  la  d^nonaination  d'appuu;  et 
Ton  peut  demander  quelles  sont  les  conditions  de  Pequilibre  da 
premier,  sous  Taction  de  certaines  forces  P  appliqu^es  en  des 
points  d^termin^s  de  ce  corps  et  ind^pendantes  de  Texistence 
des  appuls.  La  reponse  g^n^rale  k  cette  question  est : 

Que  les  appuis  remplissent  leurs  fonctions  par  des  forces  Q 
qu'ils  exercent  sur  le  corps  dent  il  s*agit,  forces  qu*on  appellc 
souvent  reactions  des  appuis  y  parce  qu*elles  sont  dgales  et 
oppos6es  aux  forces  que  le  corps  consid^rd  exerce  sur  ces 
appuis ; 

Que  ces  forces  ou  reactions  sont  ext^rieures,  relativement 
au  corps  en  dquilibre  *, 

Que  ces  forces  r^unies  aux  forces  P  complMent  I'ensemble 
des  forces  F  ext^rieures  auxquelles  le  corps  est  sounois,  et 
qui  doivent  par  consequent  satisfaire  aux  six  conditions  g^ne- 
rales  de  i*equilibre. 

C'est  par  des  hypotb6ses  sur  la  direction  des  rtections  exer- 
c^s  par  les  appuis  que  les  g^omfetres  etablissent  les  relations 
d'^uilibre  entre  les  forces. 
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Ajnsi,  i*  dans  le  eas  ob  un  seul  appoi  anujetUt  le  corps  ii  un 
point  fixe  autour  daquel  il  peut  tournar  an  toua  sans^  on  con- 
lidire  I'appni  comma  exarcant  una  rteotlon  unique  Q  qui  n'a 
d'antre  condition  que  da  passer  par  le  point  fixe  et  avec  laquelle 
les  forces  P  doi?ent  6tre  en  Aquilibre  \  las  ^uations  nfces** 
saires  entre  ces  forces  P  se  rMuisent  k  trois  ^uattons  da  mo- 
ments autour  de  trois  droites,  non  dans  un  plan,  mantes  par 
le  point  d'appui.  Les  trois  autres  ^uations  JJ^x+ift^O, 
ZP,4-Q,=0,  ZPt+ffgXiO,  diterminentlarteotioninconnue 
Q,  son  intensity  et  aa  direction. 

^  8i  un  point  A  du  corps  est  assujetti  k  ne  pouvoir  se  mou- 
YOir  que  dans  une  certalne  direclion  pendant  qua  I'ensemble 
pent  toumer  en  tous  sens  autour  du  m^me  point,  on  suppose 
cette  liaison  produite  par  une  droite  rigide  Aa  le  long  de  la* 
quelle  le  point  A  peut  glisser  sans  frottemeut,  en  m^me  temps 
que  leeorpe  peut  toumer  librement  autour  de  ce  point.  On  en 
coBcIut  que  la  rtectlon  de  Pappui  est  encore  une  force  unique 
Q  paseant  par  A^  mais  dlrig^e,  d'une  maniire  d'ailleurs  quel- 
conque,  dans  le  plan  xAy,  perpendiculaire  k  Aa.  Dans  ce  oas, 
quatre  Equations  d'^quilibre  entre  les  forces  P  sont  k  verifier, 
sairotr  :  trois  Equations  de  moments  autour  des  axes  A«,  Ay, 
As,  et  r^quation  de  projections  ZP,=0.  Les  deux  autres 
Rations  SPx+Qr^O,  lPj+Qj=Oj  font  connaltre  la  reac- 
tion Q  de  I'appui. 

3*  Si  un  point  A  du  corps  est  assujetti  k  se  mouvoir  sur  une 
surface  donn6e ,  pendant  que  Pensemble  de  ce  corps  peut 
toumer  en  tous  sens  autour  du  m£me  point,  on  suppose  que  la 
ruction  de  I'appui  est  dirig^e  suivant  la  normale  As  k  la  sur- 
face et  du  c6i6  oil  se  trouve  le  corps  en  contact.  On  en  conclut 
cinq  ^nations  entre  les  forces  P,  savoir  :  trois  Equations  de 
moments  autour  de  trois  axes  Ax,  Ay,  At,  et  deux  Equa- 
tions de  projections  2Pz=:0,  SPy^O.  La  sixiime  Equation 
^^i+<?=0  determine  Q  et  exige  que  sa  valeur  ne  soit  pas 
amative,  si  le  point  A  dn  corps  solide  peut  se  detacher  de  la 


n 
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surface  fixe.  Ainsi,  en  outre  de  cinq  ^uations  indiqu^^  les 
forces  <;  soDt  assujetties  k  la  condition    IPJI^O. 

il^  Si  le  corps  ne  pent  que  toumer  aulour  d'un  axe  Oi  shds 
glisser  longitudinalement,  on  admet  que  les  appuls  n'exeroeat 
que  des  forces  Q,  les  unes  perpendiculaires  passant  par  Paxe, 
les  autres  parall6les  k  cet  axe;  il  qe  reste  qu'une  ^uation  a 
verifier  entre  les  forces  Pt  savoir  SMsP==0.  Les  cinq  autres 
Equations  d'^quilibre  d^terminent  deux  ^quivalentes  anx  reac- 
tions Q.  Ge  cas  comprend  celui  du  ievier^  la  premiere  machine 
simple  dont  la  theorie  ait  ^t^  connue.  LMmportance  du  rMeque 
joue  une  force,  dans  T^quilibre  du  levier  le  plus  simple^seme- 
surant  par  le  produit  de  cette  force  multipli^e  par  sa  distance 
au  point  d'appui,  c'est  de  1&  que  ce  produit  a  re^u  le  nom  latin 
de  momentum,  traduit  par  moment. 

5®  Si  le  corps  invariable  ne  pent  que  prendre  une  translation 
paranoic  k  un  axe  Os,  on  suppose  que  les  appuis  n'exercent 
que  des  forces  situ^es  dans  des  plans  perpendiculaires  k  l*axe; 
il  ne  reste  k  verifier  pour  les  forces  P  que  T^quation  de  pro- 
jections rectangulaires  SPx=0. 


101.  DlOXlina  GOmx.  Pl«ae»M  e«vp8  aoUdes  BMbilcs  ea 
eoBteel  entre  enx  et  avee  des  appals  fixes.  —  Un  syst^me 
materiel  pent  6tre  compost  de  plusieurs  corps  consid^rfe 
comme  invariables,  cbacun  en  particulier,  et  unis  entre  eux, 
soit  en  des  points  de  contact  qui  permettent  le  roulement  ou  le 
glissement  relatif  d'une  partie  sur  Tautre,  soit  en  des  points 
faisant  fonction  d'articulations.  Si  Ton  consid^re  s^par^ment 
Tun  des  corps  du  syst^me  en  dquilibre^  on  voit  qu'il  est  Im- 
mftme  en  ^quilibre  sous  Faction  des  forces  P,  indipendantes 
de  la  liaison,  qui  lui  sont  appliqu^es,  et  sous  I'action  simuitanee 
des  forces  Qy  ructions  des  corps  voisins,  soit  que  ceux-ci 
soient  des  appuis  immobiles,  soit  qu'ils  fassent  partie  du  sys- 
t&me  susceptible  de  mouvement  et  actuellement  en  ^uilibre. 
Par  consequent,  Tensemble  de  ces  forces  P  et  Q  satisfait  k  six 
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^atioDfl  distinctes,  qu'on  peat  icrire  en  choisissant  it  Tolont^ 
les  axes  de  projections  et  de  moments.  Consid^rant  ensuite  un 
autre  corps  da  systime,  on  en  peut  dire  autant  que  du  premier; 
son  ^ilibre  donne  six  nouyelles  Equations  entre  les  forces  P' 
qui  lui  appartiennent  et  les  forces  (^  dues  aux  liaisons ;  ainsi 
de  suite  poor  toutes  les  parties  du  systfeme.  Cela  pos^,  le  prin- 
eipe  gin^ral  de  la  reaction  4ga1e  k  Taction  6tablit  que  parmi  les 
forces  Q,  <^,  Ify—  dues  aux  liaisons,  celles  qui  se  rapportent 
anx  actions  r^ciproques  de  deux  corps  du  syst^me  sont  deux  k 
deox  ^gales  et  oppos^es>  ce  qui  permet  T^limination  immediate 
de  la  moili^  de  ces  forces  inconnues  qui  sont  int^rieures  relati- 
Tement  h  Tensemble  du  syst^me. 

Pour  achever  T^limination  des  forces  dues  aux  liaisons,  les 
gfomitres  supposent  que  les  liaisons  sont  sans  frottement, 
e'est-k-dire  que  les  forces  Q  sont  perpendiculaires  aux  surfaces 
eo  contact;  ou  passant  par  les  points  d'articulations.  La  verifi- 
cation de  r^quilibre  d'un  syst^me,  dans  une  position  deter- 
mine, n'est  plus  alors  qu'une  question  d'eiimination  des  forces 
dues  aux  liaisons,  et  entrant  au  premier  degr6  dans  les  Equa- 
tions d'^quilibre. 

109.  TROISlftn  GBVrRB.  Garps  lAvaHablM  U6s  entre  enx  par 
iM  flis  flexible*.  —  Un  systfeme  materiel  peut  6tre  compost 
de  corps  invariables  li^s  entre  eux  par  des  cordes  ou  fils  flexi- 
bles.  On  peut  souvent,  sans  s'Ecarter  notablement  de  Texacti- 
tude,  supposer  ces  fils  inextensibles  et  n^gliger  les  forces  qui 
s*exercent  sur  leurs  points,  autres  que  leurs  extremit^s  ou  points 
d'attache  avec  les  solides  qu'ils  unissent.  D^s  lors,  Tequilibre 
exige  que  les  deux  forces  exerc^es  par  ces  corps  aux  deux  ex- 
tr^mit^s  d'un  m^me  fil  soient  Egales,  opposees  et  rEpulsives, 
et  que,  par  consequent,  les  forces  exercees  par  le  fil  sur  les 
deux  corps  qu'il  unit  soient  Egales,  opposees  et  attractives. 
Cela  etant,  on  peut  procEder  dans  la  recherche  des  conditions 
d'^uiiibre  d'un  tel  systfeme   sous   i'action  de  forces  autres 
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que  las  tenaons  dei  fib,  comme  daos  le  cas  da  nam^  pri- 
cMent. 


i03.  BoMv^msii?  rhi«viMllt«4e  dies  hrw^Hlk^m  pi^ei- 
demment  UMquim,  -^  L'bypotbtee  d^aprte  laquelle  deai 
corps  solides  qui  se  touchent  ont  leurs  actions  mutuelles  assu** 
jetties  k  una  direction  d^terminte,  suivant  la  normale  commuDe 
aux  deux  surfaces  en  contact,  est  rarement  r6alis4e  et  au  con* 
traire  souvent  d^mentie  par  les  faits.  Citons  I'exemple  trte- 
simple  d*un  corps  pesant  pos^  sur  un  plan  :  TobservatioD  Is 
plus  vulgaire  nous  apprend  quMl  pent  y  rester  en  equilibre, 
quoique  le  plan  soit  incline  k  Fborizon,  sous  un  angle  variable 
jusqu'k  une  certaine  limite  qui  depend  de  la  nature  des  corps 
plus  ou  moins  compressibles  en  contact,  du  poll  et  de  Tone- 
tuoslt^  de  leurs  surfaces.  Ge  pb^nom^ne  se  rapporte  au  frotte- 
ment,dont  les  lois  seront  exposdesau  cbapitre  IV^  et  nous  nous 
bornons  k  dire  ici  que,  par  cette  cause,  les  regies  thteriques 
donuees  aux  irois  articles  pr^cddents,  et  bonnes  pour  des  corps 
qui  seraient  terminus  par  des  surfaces  invariables  et  continues 
comme  la  geometric  les  congoit^  pourraient,  en  certains  cas, 
conduire  k  des  resultats  trte-peu  couformes  k  Texperience 
faite  sur  des  corps  reels.  On  verra  bient6t  (lii  et  suiv.)  com- 
ment ces  regies  doivent  6tre  modifi^es, 


§3. 
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104.  Obiei  de  ee  paMicrapiio.—  Nous  venons  de  trailer  1'^- 
quilibred*uD  syst^me  materiel  comme  un  cas  particulier  de  son 
fflouyement,  et  nous  nous  sommes  servis  des  th^orimes  relatifs 
k  ce  mouYement,  que  nous  avions  d^duits  des  propositions 
ilimentaires  de  la  Dynamique  d'un  point  materiel.  La  Statiquc 
86  trouve  ainsi  r^duite  k  quelques  pages  ob  sont  trac^es  les 
rigles  qui  suflBsent  k  tous  les  besoins  des  applications  utiles 
de  cette  partie  de  la  mdcanique.  Mais  nous  ne  croyons  pas  de- 
voir passer  sous  silence  un  ing^nieux  aspect  sous  lequel,  dfes  le 
dix-septifeme  si^cle^  les  plus  grands  g^omfetres,  GauiAe,  Dbs- 
CAiTBS;  Mekserrb,  out  cousid^r^  I'^quilibre,  et  qui,  g^n^ralisi 
par  Varigkoiv,  J.  Bernouoli  et  surtout  Lagraiygb^  a  donne  nais- 
sance  h  une  r^gle  c^lfebre  qu'ils  ont  nomm^e  ie  principe  des 
viteues  viriuelies.  C*est  une  formule  ou  condilion  generate  qui 
comprend  implicitement,  comme  on  va  le  voir,  dans  un  seul 
ioQmi  toQtes  les  conditions  partiouli^rM  de  T^quilibre  de  tout 
sjitime  suffisammeni  defini,  iesquelles  peuvept  s'en  ddduire 
par  des  considerations  de  gfomitrie  oil  de  qalcul. 

Nous  obtiendroni  el  nous  d^montrerons  oette  condition  g^- 
Qirale  en  nous  appuyant  sur  la  composition  des  forces  appii* 
qutes  a  un  point  (I'une  des  principales  proportions  de  U  Dy- 
namique d'un  point  materiel),  sur  les  proprietes  purement 
gdom^triques  du  travail  des  forces ,  et  sur  le  principe  de  la 
ruction  ^le  et  contraire  k  toute  action,  sans  faire  intervenir 
la  notion  de  la  masse,  qui  n'appartient  essentiellement  qu'k  la 
thforie  des  corps  en  mouvement. 
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lOtt.  TMor^oM  8«a«ral  ta  trmTall  Tlrtael.  —  Un  systfeme  [ 
materiel  plus  ou  moins  susceptible  de  deformation  ^tant  en  i 
equilibre,  c'est-k-dire  en  repos  ou  en  translation  rectiligne  eC  { 
uniforme,  sous  Taction  de  certaines  forces,  un  de  ses  points 
pris  k  voionte  que  nous  d^signerons  par  m!  subit  des  forces,  les 
unes  ext^rieures  F',  les  autres  int^rieures  f\  dont  la  r^sultante 
est  nulle,  ce  qui  est  exprim^  par  F^quation 

SF'x.  +  SA'=0,  [A] 

l*axe  dc  projection  O'x'  ^tant  quelconque.  Reciproquement  ii 
suffit  que  cette  Equation  se  v^rifie  pour  trois  axes  non  parallfeles 
k  un  m^me  plan,  pour  que  la  r^ultante  des  forces  F'  et  f  soil 
nulle,  et  que,  en  d'autres  termes^  le  point  m!  soit  en  equilibre. 
Pour  exprimer  que  toutes  les  Equations  analogues  ont  lieu 
si^par^ment  pour  tons  les  elements  a, a'',  a"",...  du  syst^me, 
il  suflTit  de  faire  leur  somme,  en  multipliant  chacune  par  un  coef- 
ficient ind^termine,  c*est-^-dire  susceptible  d'autant  de  valeurs 
qu'on  voudrait  lui  en  attribuer.  Ainsi  on  a  : 

V  (SF'x'+SAO+X''(SF  V'+Srx'O+X"'  (SF  VH-sr>)-=^. 

en  notant  que,  pour  cbaque  point  du  syst^me,  I'axe  de  projec- 
tion et  le  coefficient  sont  arbitraires,  variables  et  independaDts 
de  ce  quMIs  sont  pour  les  autres  points. 

Pour  abr^er  Tecriture  de  cette  formule  d'^uilibre,  on  peui 
la  remplacer  par  la  suivante,  pourvu  qu'on  attribue  a  celle-ci 
la  m^me  signification : 

SX(SFx  +  S/'x)  =  0.  [B] 

(ielte  condition  gin6rale,  dont  la  nature  abstraite  semble  la 
rendre  d'une  application  difficile,  prend,  au  moyen  de  la  con- 
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adoration  da  travail  des  forces,  une  forme  ^l^gante,  pour  ainsi 
dire  tangible,  et  propre  h  la  resolution  des  questions  d'^ui- 
iibre.  Imaginons  que^  sans  ^gard  k  la  liaison  du  point  a',  soit 
avec  les  autres  elements  du  syst^me,  soit  avec  les  corps  exte- 
rieurs,  nous  lui  fassions  par  la  pensee  d^crire  un  chemin  infi- 
niment  petit  8/.  Ce  chemin  compl^tement  arbitraire  est  ce  que 
noQS  appelons  un  deplacement  virtue!^  c'est-k-dire  hypotb^ti- 
que,  idtol  et  simplement  possible.  Supposons^  en  outre,  que 
les  forces  W  et  f  (qui,  par  bypotb^se,  agissent  r^ellement  sur 
le  point  a')  I'accompagnent  toutes  dans  ce  mouvement.  Leur 
travail  total  sera  nul,  comme  Test  leur  r^sultante ;  et  c'est  ce 
qui  s'exprime  par  T^quation 

SF'  8/  cos  {F\  8*0  +  SfSy  cos  [f.  Is")  =  0, 

fomiule  qui^  au  fond,  a  la  nidme  signification  que  Tequation  [A] 
ferite  ci-dessus,  dont  elle  ne  diff^re  que  par  le  facteur  is'  com- 
muD  k  tons  ses  termes. 

Ajoatons  toutes  les  Equations  pareilles  a  celles-lk^  obtenues 
eo  attribuant  k  cbaque  point  du  systfeme  un  deplacement  infi- 
BimeDt  petit  quelconque,  ind^pendant.  Nous  obtenons  ainsi 
r^quation  dite  du  travail  virtuel^  ayant  en  r^alite  la  m6me  signi- 
fication que  Tequation  [B]  precedente»  mais  dont  Tinterprela* 
tioD  se  pr^sente  d'une  mani^re  plus  nette  k  Tesprit  : 

^Flsco&{F,is)+^flscG&{fy  85)  =  0,  [C] 

formule  dans  laquelle-Ia  premiere  somme  a  autant  de  termes 
qu'il  y  a  de  forces  ext^rieures  F  faisant  un  travail  par  suite 
des  d^placements  attribu^s  k  leurs  points  d'application ;  la  se- 
conde  somme  a  un  nombre  pair  de  termes  ^gal  au  nombre  des 
forces  intirieures  mutuelles  entre  des  points  qui  sont  supposes 
se  rapprocher  ou  s'^loigner;  et  les  d^placements  Is  peuvent 
avoir  autant  de  directions  arbitraires  qu'il  y  a  de  points  dans 
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le  syst^me,  ces  d^placementt  iofinimenl  peiiti  aytnt  d'ailtoon 
entre  eux  des  rapports  ^alement  arbitraires. 

Cette  Equation,  qui  renferme  iropliciteroent.  autai  bien  que 
r^qualioD  [B],  leaoonditions  Dicesaairea  et  auiBsantea  de  rtqiii- 
libre^  a'teonce  en  oea  termea  : 

THtOBftKB.  Pour  qu'un  ty$tme  maUriel  $oit  en  iquilibre,  ilfant 
et  il  suffU  qti€  la  somme  algiirique  des  travaux  mrfnafa  det  form 
extMeurei  et  de$  forces  tn(Meure$  $oii  mUk^  quelt  que  eoient  la 
diplacemenU  attribues  aux  divenpointe  de  ce  8yttime» 

Avant  I'adoptioDdelaaignificatioD  acientifiqtiedu  mot  travail, 
la  quantity  que  nous  appeions  travail  tirtuel  g'appelail  ntomai^ 
virtuel;  les  d^placements  virtuels  s'appelaient  viteaes  vir- 
tuelles,  parce  que  les  ddplacements  suppoate  aimultan^  sont 
proportionnels  aux  vitesses  avec  lesquelles  ils  s'accompiiraient. 
Le  thtortme  prdcident  itait  nomm6  prindpe  des  viteuee  tnr- 
tuelles  k  cause  de  sa  fiicondit^  en  utiles  deductions,  et  peut^tre 
aussi  parce  qu'on  le  consid^rait  comme  une  sorted'axiome  oonfi^ 
m^  seulement  par  I'accord  de  ses  principales  cona^ueoees  avec 
des  v^ritte  reconnues  par  une  autre  vole.  C'est  ainai  que  nous 
disons  que  la  Dynamique  eat  fondle  sur  troia  principea,  aavoir : 
Tinertie  de  la  mati^re,  ia  composition  des  effets  des  forces  sl« 
multan^es,  r^galit^  de  Taction  et  de  la  rteclion  contraire. 

106.  GoBuneBt  em  eatplole  le  ih^or^ne  da  tmTail  ¥lr- 

Mei.  —  L'^quation  g^n^rale  [G]  dont  les  termes  aont  ind^ter- 
min^s,  peut  servir  k  obtenir  autant  d'^quations  d^termiD^es 
que  Ton  voudra,  entre  les  forces  qui  agissent  sur  le  syatime 
mat^rielf  auquei  il  suffit  d'attribuer  suocessiTement  divers  dA- 
placements  virtuels.  Chacun  des  termes  de  cette  ^uatioo  est 
infiniment  petit  ^  mais  si  on  les  divise  tons  par  Tun  des  d^pla* 
cements  virtuels  &/>  hf,  W,..,  il  ne  restera  plus  que  des  quao- 
tit^s  finies,  savoir  :  des  forces,  les  oosinus  de  leura  angles  avec 
ies  tangentes  aux  area  is',  fij^^...  enfin  lea  rapports  de  cea  divert 
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am  titeienfaires  h  Tud  d'eux.  Si  Ton  veut  que  certainds  Toroes 
extirieures  ne  paraissent  pas  dans  Tequation,  on  choisit  le 
moovement  virtuel  du  systfeme  de  mani^re  que  leurs  points 
d'application  restent  immobiles  ou  sc  d^placent  perpendiculai- 
rement  aux  directions  de  ces  forces.  Si  I'on  veut  avoir  entre  les 
forces  ext^rieures  des  Equations  ind^pendantes  des  forces  in- 
tirieures,  on  choisit  les  d^placements  virtuels  qui  ne  donnent 
lien  qu'k  une  somme  nulle  de  travaux  virtuels  des  forces  int£- 
rieures  :  c'est  ce  que  nous  allons  faire. 

107.  Aquattons  d'^qviUbre  eaire  les  foreea  exMrievres 
w«1m,  #bteMiiea  par  1»  eoaBid^Fatlon  do  traTAll  vlvtnel  de 
Hm  ffevees.  — •  A  cet  effet,  supposons^  premi^rement,  que  le 
systime  ait  un  noouvement  virtuel  de  translation  parall^le  1^  un 
axe  br.  L'^uation  [G]  du  travail  virtuel,  attendu  que  le  tra«- 
vail  total  des  forces  int^rieures  est  nul  (i8)  et  que  is  se  rem- 
place  par  8x  commun  k  tons  les  termes^  devient 

SxSFx  =  0    et  par  suite    SFi  =  0. 

Secondement^  choisissons  les  d^placements  is  tels  qu'ils 
aaraient  lieu  si  le  syst^me  tournait  simplement  comme  un  corps 

solide  autour  d'un  axe  Ox.  Dans  cette  hypoth^se,  soit    —    le 

d^placement  angulaire  du  systfeme.  Le  travail  virtuel  d'une 

force  quelconque  F  est  (71,  Rem.)  alors  -  OIWF.  Lefacteur 

is 

-  est  commun  k  tous  les  termes  de  T^quation  du  travail  vir- 
tue!^ laquelle  se  r^duit  k 

S^lxF=0. 

De  pareilies  Equations,  poshes  pour  trois  axes  ooncourants 
nonsituis  dans  un  m6me  plan,  fournissent  six  conditions  dis^ 
tioctes  auxquelles  doivent  satisfaire  les  forces  de  tout  systime 
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en  ^quilibre^  qu'il  soit  ou  ne  soit  pas  susceptible  de  defor- 
mation. 

108.  Lea  bIx  eoadltieas  d'^vllibre  toufoars  B^eaaairM 
scat  snfflUaBtes  si  le  syst^aie  est  solide.  —  II  nous  reste  i 
voir  que  si  le  corps  est  parfaitement  solide^  les  six  equations 
dont  nous  venous  de  parler  sont  les  conditions  suflSsantes  de 
Tequilibre ;  et  pour  cel^  nous  ^tablirons  la  proposition  prelimi- 
naire  que  voici : 

Lorsque  les  six  equations  diduites  de  trots  translations  et  de 
trots  rotations  virtuelles  sont  verifiees,  la  somme  des  travaux  des 
forces  appliquies  au  systeme  est  nicessairement  nulle  pour  tout 
mouvement  virtuel  compatible  avee  la  solidification  hypothetiqve 
de  ce  systeme.  C'est  ce  qui  se  d^montre  de  plusieurs  mani^reset 
notaoiment  par  la  tb^orie  de  la  conoposition  des  mouvements 
etablie  en  Cin^matique. 

On  sail  (1, 25}  que  lorsque  la  vitesse  d*uu  point  A  se  decom- 
pose en  plusieurs  autres,  le  cbemin  ^Mmentaire  AM  decrit 
parce  point  est  la  droite  r^sultante  deschemins  simultanes  AM', 
AM",  AM"',...  dus  aux  vitesses  composantes;  de  sorte  que  si 
par  A  on  ra&ne  une  droite  Ax  de  direction  quelconque,  on  a 

AM  cos  (AM,  x)  =  AM'  cos  (AM',  x)  +  AM''  COS  (AM",  x)  +  ... 

A  cette  decomposition  du  cbemin  ei^mentaire  r^pond  une  de- 
composition analogue  du  travail.  Supposons,  en  effet,  que  la 
direction  Ax  soit  celle  d*une  force  F  agissant  sur  le  point  A 
et  Paccompagnant  dans  son  d^placement,  et  mukiplions  tous 
les  termesde  r^quation  par  F;  nousavons 

F.  AMcos  (AM,F)=F' .  AM'cos  (AM',F)+F.  AM"cos  (AM'',F)+... 

c'est-i-dire  que  le  travail  elementaire  absolu  d'une  force  est  igal 
a  la  somme  de  ses  travaux  4Umentaires  dus  d  la  meme  force  et 
aux  d^placements  composanis  du  ddplacement  effectif  du  point 
dapplication. 
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Cela  po6^,  attendu  que  tout  d^placement  infiniment  petit 
d'oQ  systtaie  solide  peut  (7i)  se  decomposer  en  trois  transla- 
tions parall&lesi^trois  axes  concourants  non  situ^  dans  un  inline 
plan  et  en  trois  rotations  autour  des  mdmes  axes,  une  dteompo- 
sition  semblable  est  applicable  au  travail  des  forces  qui  agissent 
sor  ce  syst^me.  Or,  si  les  six  Equations  mentionn^es  k  la  fin  de 
Particle  pr^cMent  (107)  et  au  commencement  de  celui-ci  se  v6- 
rifient,  elles  indiquent  que  les  travaux  dus  k  des  translations 
soitant  les  trois  axes  et  k  des  rotations  autour  des  mdmes  axes, 
ODt  leurs  somroes  s^par^ment  nulles.  Done  il  en  est  de  m^me 
de  la  sorome  des  travaux  des  m^mes  forces,  pour  un  mouve- 
ment  virtuel  quelconque  compatible  avec  la  solidification  du 
sjstime. 

De  ce  qui  pr^de  on  conclut  ais^ment  que  lorsque  les  six 
iquatUmi  dont  U  s'ogtlj  savoir,  trois  iguations  de  projections  et 
trois  iquations  de  moments^  se  verifient  pour  t ensemble  des  forces 
F,  U  systeme  est  nkessairement  en  ^quilibre,  en  ce  sens  que  s'il  est 
en  repos  ilypersiste.  En  effet,  si  des  points  du  syst&me  materiel 
d'abord  en  repos  devaient  prendre  un  certain  mouvement,  il 
suflSrait  pour  les  en  empScher  de  leur  opposer  des  obstacles  et, 
par  cons^uent,  des  forces  additionnelles  F^  dirigees  en  sens 
oontraire  de  ce  mouvement.  Cela  fait  et  T^quilibre  ^tant  ^tabli, 
si  I'on  consid^rait  un  mouvement  virtuel  qui  ttui  pr^cis^ment 
celui  que  les  forces  F^  emp6cheraient  de  se  produire  effecti- 
vement,  le  travail  ^l^mentaire  total  des  forces  F  et  F^  serait 
Dul  (107),  puisque  celui  des  forces  interieures  Test  s^par^ment 
k  cause  de  rinvariabilit^  du  syst^mc.  Or,  tous  les  travaux  des 
forces  F^  ^tant  negatifs,  il  faudrait  que  la  somme  des  travaux 
des  forces  F  fftt  positive,  ce  qui  est  incompatible,  comme  on 
vient  de  le  voir,  avec  les  six  ^uations  suppos^es.  L'bypothtee 
d  un  mouvement  naissant  sous  Taction  des  forces  F  est  done 
inadmissible. 

109.  BeMarv&e  rar  rimperfeetlttB  de  la  IMovIe  prM- 
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B.  «-*  Ui  th&irtaie  ainsi  obteilu  mds  recourir  ni  bqx  Aqfixsh 
tioD9  diff(irentielle$  du  inoaveinent  d'tin  corps  aolide  {9i),  m 
au  po9lulaiuM  du  transporl  fiieultatir  d'nne  foree,  d'un  point  I 
no  autre  de  sa  diraetion,  att  moins  Atendu  que  le  th^oiteie  do 
num^ro  96,  en  ce  que  eeluirci  s'applique  non-seuieroent  k  mi 
eorps  en  rapoe,  mats  eneore  k  un  eoqis  solide  en  mouvement, 
auquel  caa  oe  oorps,  sous  I'aotion  do  forces  qui  satisfont  aux 
conditions  d*^uilibre>  oontinne  de  se  niouvoir  conune  si 
ces  forces  n'existaient  pas,  c*est-A-dire  que  le  centre  de  gra- 
vity se  meut  uniformiment  en  iigne  droite,  et  que  de  plos 
le  solide  toume  suivant  la  loi  d^montrto  au  numiro  86.  SI  Ton 
ne  s^appuyait  que  sur  la  consideration  do  travail,  tont  ee  qn'on 
pourrait  conclure  de  ce  que  les  forces  appliqu^es  k  un  corps 
solide  en  monvement  satisferaient  oontinuellement  aux  Equa- 
tions d'^uilibre,  ce  serait  seulement  que  la  puissance  vite 
totale  de  ce  corps  resterait  constante,  comme  n  les  forces  ext^ 
rieures  n'existaient  pas. 

IVtLOt  »■  L4   ■inon  du  nATAIL  TlftTVIL  DAKS  LIS  QVESTIOVS  D'iQOILUtK 

»Bf  srtrtint  a  UAttom. 


lip.  AppUesttM  de  •eHe  at^lliode  awa 
parntrmiilie  ••  el  BoteamieBi  msx  mfnUmkm  a  liatoen  mmi* 
piata.  —  Lorsqu'on  adopte  pour  un  syst^me  en  iquilibre  les 
hypotheses  indiqu^es  aux  num^ros  400,  iOI  et  109,  savoir,  que 
les  corps  ep  contact  ont  leurs  actions  mutuelles  dirig^es  auivant 
leurs  normaies  communes,  et  que  certains  points  du  systteie 
sont  li^s  entre  eux  ou  it  des  points  fixes  par  des  fiis  iiiextensi* 
hies,  les  questions  d'Equilibre  peuyenl  quelquefois  Atre  rteolues 
avec  simplicity  par  la  consideration  des  travaux  virluels,  qui 
n'a  mdmeete  d'abord  imagin^e  que  pour  oe  cas. 

Si  par  la  pens^e  on  fait  subir  au  syst^me  en  ^quilibre  an  oo 
plusienrs  mouvements  virtueis,  dans  lesquels  les  corps  solides 
en  contact  gUssent  ou  roulent  les  uns  sur  les  antres  sans  se 
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sif$ftr,  ei  tes  points  10$  par  des  fib  conaerveni  entre  eux  leun 
distances,  dks  lors  la  sorame  des  travaux  virtueis  dus  aux 
ibroes  Q  qui  naisaeni  dea  liaiaona  (i^aciions  dea  appuis  fixes, 
pressiona  mutuellea  aux  coutaola  intdrieure,  tensions  ou  prea- 
sions  dea  Qls)  est  a^parement  nulla.  II  en  est  done  de  mOmo  do 
la  soronia  des  travaux  des  autrea  forees,  P,  ind^pendantea  dea 
liaisons,  et  enire  lesqiirlies  on  obtient  par  cons^uent,  pour 
d)aque  mouvement  distinct,  una  relation  n^cessalre. 

Reciproquementj  lorsque  le  sysliiroe  est  ossujetti  k  ne  poiw 
voir  prondre  d'autrea  mouvementa  que  ccux  dont  nous  venons 
de  parlor,  si,  pour  chaoun  de  sea  mouvements  pbysiquement 
possibles,  le  travail  virtuel  total  des  forcea  P  (autrea  que  lea 
forces  Q  de  liaison)  est  demontr^  nul,  le  syst^me  est  n6cea« 
saireroent  en  ^quilibre,  c'est-ii-dirc  qu'^tant  en  repoa,  il  ne 
poarra  pas  se'meltre  en  mouvement  effectif.  Car,  en  admettant 
que^  sous  Taction  des  forces  P,  un  dea  roonvenoents  possibles 
dfttse  produire^  on  remp^cherait  et  on  ^tablirait  I'^quilibre  en 
introduisant  dans  le  systinie  de  nouvelles  forces  P^  oppos^es 
ice  mouvement,  forces  dont  le  travail  virtue!  serait  nigatif; 
il  budrait  done  que  le  travail  des  forces  P  fdt  poaitif,  tandia 
qu'il  est  nul- 

L'application  de  ces  considerations  est  surtout  tr^simple 
lorsque  le  syst&me  eat  tellement  aasujctti,  que  le  d^placement 
de  Tun  de  aea  points  ne  peut  se  faire  que  sur  une  courbe  donn^e 
et  entralne  un  mouvement  analogue,  c'est-k  -dire  sur  une  courbe 
donnte,  pour  chacun  dea  autrea  points  du  syst^me.  Telles  sont 
la  plopart  dea  machines  h  engrenages,  k  vis  et  ^rous,  h  mani* 
velleai  bieiles  et  balancier  ou  tiges  guid^es.  Ge  sont  ce  qu'on 
appelle  en  g^n^ral  des  syst^mes  a  liaison  complite,  et  ieur  equi« 
libre,  dans  la  supposition  que  les  forces  mutuelles  de  leurs 
diversea  parties  solides  entre  elies  ou  avec  leurs  appuis  sont 
normales  k  leurs  surfaces  de  contact,  se  r^duit  k  une  Equation 
entre  lea  forcea  ext^ieurea,  qu'on  trouve  en  appliquant  le 
tbtertoie  du  travail  virtuel  k  Tun  des  deux  mouvementa  senla 
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pkysiquement  possibles  da  systtoe,  Tun  dans  un  sens,  Fautre 
dans  le  sens  oppose. 

Lorsque,  au  contraire,  le  syst&me  est  sasceptible  de  plusienrs 
genres  de  mouvement  pbysiquement  possibles,  on  obtient  plu- 
sienrs Rations  distinctes  auxquelles  doivent  satisfaire  les 
forces  ext^rieures  P  ind^pendamraent  des  forces  Q  de  liaison. 

On  pent  ensuite  trouver  ces  demiftres  forces,  soit  par  les  con- 
ditions d'^quilibre  de  chaque  corps  distinct  du  systfeme,  soit  en 
considerant  les  mouvements  virtuels,  g^ometriquement  sinon 
pbysiquement  possibles,  qui  attribuent  un  travail  k  ces  forces  Q. 

Nous  laissons  au  lecteur  k  retrouver  par  ces  moyens  les  ^ua- 
tions  d'^uilibre  d'un  corps  solide  reposant  sur  un  ou  plusieurs 
appuis,  obtenues  au  n*"  100  par  des  considerations  plus  directes  et 
par  consequent  preferables.  Mais  nous  verrons  dans  ladeuxi^me 
Section  des  exemples  de  syst^mes  articul^s  dont  les  conditions 
d'^quilibre  se  trouvent  par  le  tbeorfeme  du  travail  virtuel. 

tit.  Gas  d'wie  seMiae  n^i^atlTe  des  trsTmax  Tirtveb 
dss  forces  iBd^pendantes  des  Itmlsons.  ^  Nous  venons  de 
supposer  que  les  diverses  parties  du  syst^me  sont  obligatoire- 
ment  li^es  entre  elles  et  avec  les  corps  ext^rieurs,  de  mani^re 
qu'elles  ne  peuvent  ni  se  d^tacber  de  leurs  appuis,  ni  cesser  de 
se  toucber,  ni  se  rapprocher,  si  elles  sont  unies  par  des  iils. 
Mais  il  pent  en  etre  autrement  :  un  syst^me  k  liaisons  quelcon- 
ques  etant  en  ^quilibre^  si,  parmi  les  mouvements  virtuels,  on 
en  cboisit  un,  dans  lequel  certains  points  se  d^tacbent  de  leurs 
appuis  dans  des  directions  faisant  des  angles  aigus  ou  nuls 
avec  les  reactions  de  ceux-ci^  si  des  parties  du  systfeme  qui 
sont  en  contact  dans  T^tat  d'^quilibre  consider^  sont  sup- 
poshes  se  separer  virtuellement,  si  enfin  des  fils  flexibles  et, 
par  consequent,  tendus  sont  supposes  se  detendre  par  Teffet 
du  mouvement  virtuel,  dans  tous  ces  cas  la  somme  des  tra- 
vaux  de  toutes  les  forces  P  independantes  des  liaisons  est 
ndcessairement  negative,  parce  que,  dans  I'bypolhese  qui 
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vient  d't/tre  ^noncte,  le  travail  virtuel  des  forces  de  liaison  est 
positif.  Pour  le  bien  coroprendre,  il  faut  se  reporter  k  Far- 
tide  405,  oil  nous  avons  dit  comment  il  faut  entendre  le  travail 
virtuel ;  on  y  verra  que  tout  point  du  syst^me  subissant  un  d^- 
placement,  qui  peut  6tre  purement  id^al,  est  suppose  accom- 
pagni  par  les  forces  qui  dans  I'^tat  d'^uilibre  agissent  sur  ce 
point.  Par  cons^uent,  si  un  point  en  contact  avec  un  appui 
flolide  s'en  d^tacbe  dans  le  mouvement  qu'on  imagine,  la  r^ac- 
tioD  Q  de  cet  appui  fait  sur  ce  point  un  travail  virtuel  positif 
qui  doit  n^cessairement  entrer  dans  la  somme  de  tons  les  tra- 
vaui  virtuels,  tandis  que  cette  ruction  suppos^e  normale  aurait 
son  travail  nul  si  le  point  qui  la  re^it  glissait  tangentiellement 
sur  Fappui.  La  m^me  explication  s'^tend  aux  forces  mutuelles 
des  parties  qui,  ^tant  en  contact,  se  pressant,  se  poussant  mu- 
tuellement;  sont  suppos^es  s'eloigner,  et  k  celles  des  parties 
qui,  li^es  par  des  fils  tendus,  sont  suppos^esse  rapprocher ;  ces 
forces  font  alors  des  travaux  virtuels  positifs. 

R^ciproquement,  lorsque,  dans  un  mouvement  virtuel  od 
certains  points  se  d^tachent  de  leurs  appuis,  ou  se  s^parent, 
ou  d^tendent  les  fils  qui  les  joignent,  le  travail  total  des  forces  P 
ind^pendantes  des  liaisons  est  n^atif,  ce  mouvement  ne  peut 
pas  devenir  effectif  dans  le  syst^me  d'abord  en  repos ;  car  s'il 
devait  avoir  lieu,  il  ne  serait  pas  dt  aux  appuis  que  le  syst^me 
qaitte,  ni  aux  pressions  mutuelles  des  corps  en  contact  qui  se 
s^parent,  ni  aux  fils  qui  se  d^tendent ;  done  la  suppression  de 
ces  appuis,  de  ces  contacts  et  de  ces  fils  laisserait  subsister  le 
mouvement  qui  naltrait  sous  Taction  des  forces  P.  Hais  alors 
on  Temp^cberait  par  des  forces  P,  dont  le  travail  virtuel  serait 
negatif,  ainsi  que  celui  des  forces  P,  ce  qui  est  impossible, 
comme  contraire  au  theor^me  general  du  travail  virtuel  (105). 

ii^,  ^qnillbre  stable  on  Instable  d'nn  syst^me  sons 
Vaetlon  de  la  pesanienr  et  des  r^aetlons  des  appnis.    — 

Suppose  que^  dans  tout  mouvement  possible^  le  syslenie  lie  se 
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d^tache  pas  de  ses  appuis^  et  que  le  travail  des  forces  de  liaison 
soil  nul,  il  faut  et  il  suffit  pour  I'^uilibre  (110)  que  le  travail 
virtuel  total  del  forces  dues  h  la  pesantenr  soil  nul,  que^  par 
coDs^uent  (SO),  la  distanoe  du  centre  de  gravity  k  un  plan  fiie 
horisontal,  compar^e  k  ce  qu'elle  devient  par  un  diplaceme&t 
du  systfeme,  soit  ou  invariable^  ou  k  son  matimum»  ou  k  toil 
minimum,  oe  qui  pent  donner  lieu  k  quatre  cas  bien  carael^ 
ris^s  et  utitesitconsid^rer,  selon  que,  dans  tout  d^placement 
infiniment  petit  du  systeme,  le  centre  de  gravity  est  assojetti, 
soit  1"*  k  rester  immobile^  soit  V  k  se  mouvoir  dans  un  plan 
horizontal  I  soil  3*"  k  s'icarter  de  ce  plan  k  une  distance  infini- 
ment petite  du  seoond  ordre  en  s'^levant^  ou  i""  en  s'abaissant. 

Dans  les  deux  premiers  cas  T^quilibre  est  indifferent.  His  en 
repos  dans  une  position  voisine  de  celle  que  i'on  oonsidfere,  le 
syst^rae  y  resterait,  puisque  la  condition  suflteante  pour  V^ui- 
libre  serait  encore  remplie.  Si  on  met  le  systime  en  mouvement 
et  qu'on  I'abandonne  alors  k  Taction  de  la  pesantenr  et  des 
forces  de  liaison^  la  puissance  vive  totale  restera  constante  (19) 
aussi  longtemps  que  le  centre  db  gravity  ne  sortira  pUs  soit  de 
rimmobilitd,  soit  du  plan  horizontal. 

Dans  le  troisi^me  oas,  TAquilibre  est  une  staMM  oseiUanh, 
Analogue  k  celle  d*un  pcbdule.  L'ordounde  k  du  centre  de  gra* 
vitA  au^iessous  d'un  plan  horizonial  (fig.  14)  est  un  maiimtim, 
relativement  k  toutes  les  ordonnees  que  ce  point  pent  acqu^rir 
par  les  deplacements  du  syst^me,  restreints  dans  certaities 
limites.  Soit  s'  une  ordonn^e  moindre  que  A,  k  laquelle  il  ne 
puisse  parvenir  qu'en  s*elevant  toujours  k  partir  de  la  position 
d'iiquilibre  consid^r^e.  D^piftQons  le  systfeme  en  amenant  le 
centre  de  gravite  a  Tordonnde  %^  comprise  en  grandeur  entre 
heiz';  et  de  plus  imprimons  aux  divers  points  du  syst^me  des 
vitesses  designees  en  g^n^ral  par  v^,  finies,  mais  assez  petites 
pour  que,  P  ^tant  le  poids  total  du  systfeme,  on  all 


c'esi^Mire  la  puistanee  iM  Moifldre  que  le  tra?atl  rMstant 
que  la  peaanteur  exaroerait  dur  le  systime  si  son  eentre  de  gra* 
yM  a'iletait  de  I'orddiliiAe  z^  k  rordodti^e  %\  II  s'ensuit  que 
oette  ilivation  ne  pourm  pas  avoir  lieu.  En  eflbt,  k  un  initant 
suivant  queloonque,  soit  t  Tordonn^e  variable  du  centre  de 
gravity ;  la  puissance  Vive  Agalement  variable  du  syst^me  de- 
vieQt(19et20) 

on  a  done,  d'aprte  Tin^galit^  einlessus  pos^e, 

Or  S  -  mv^    ne  pent  6tre  que  positive  ou  nulle;  done 

l>(z— «')>0,    done    «>«'. 

Ainsi,  dans  toutes  les  oscillations  que  le  centre  de  gravity  peumt 
fiiire,  ion  ordonnfe  ne  s'fcartera  Jamais  de  la  valeur  A  qu'aussi 
peu  qtt'on  voudrat  pofrvu  qu'on  ait  ehoisl  FordonnAe  ao  as&et 
pad  diflKrente  de  h^  et  les  viteises  Vo  assez  petites. 

Dans  le  quatriime  cas^  r^qullibre  est  instable*  h  Atant  un 
minimum  et  z^  une  ordonnde  plus  grande,  si  on  amftne  le 
centre  de  gravity  k  cette  derniire^  oiAme  sans  imprimer  aucune 
puissance  vive  au  syst&me>  celui^  ne  pouvant  raster  en  repos 
puisque  la  condition  d'^quilibre  n'est  plus  remplie,  on  aura  k 
an  instant  queloonque 

et  par  oons^uent  a>jio,  e'est'*ii-dire  qtie  Tordonn^  variable 
s  da  centre  de  gravitd  s'^cartei^  de  la  valeur  h  sans  liniite 
assignable  en  g^n^ial. 
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115.  IMe  de  la  th^rte  MMlytf^He  des  UaImbs  exi^Uvito 
par  «a  exanpie.  —  Je  vais  essayer  de  donner  ici  un  apergu  de 
lam^thode  g^n^rale  enseignte  par  LAGiiNa  dans  sa  JlfeeantiTiie 
analytique  pour  soumettre  au  calcul  les  questions  relatives  a 
I'^uiiibre  des  systimes  assujettis  k  des  liaisons  queicooqaes. 

Pour  faire  plus  facilement  comprendre  cette  m^tbode ,  je 
Fapplique  d'abord  k  un  exemple  particulier. 

M',  M""^  M''',  M",  sont  quatre  points  mobiles,  mais  astreints 
aux  conditions  donnees  suivantes^  qui  en  forment  un  syst&me 
dont  il  s'agit  de  trouver  les  ^uations  d'^quilibre. 

Le  point  M'  (fig.  15)  ne  peutse  mouvoirqu'enrestantkune 
distance  invariable  f  du  point  fixe  A. 

Le  point  ll'^  ne  se  meut  que  sous  la  condition  que  la  somme 
f  de  ses  distances  aux  points  M'  et  M'*'  reste  oonstante. 
C  Le  point  M"^  est  assujetti  k  se  mouvoir  sur  une  courbe 
fixe  BC. 

Enfin  le  point  M'^  ne  peut  se  diplacer  que  sur  une  surGace 
fixe  DE,  et  de  plus  il  doit  rester  k  une  distance  invariable  da 
point  mobile  M^. 

Les  quatre  pointssont  soUicitte  par  certaines forces  P'^  f,f^i 
F" ,  ind^pendantes  des  moyens  mat^riels  quelconques^  appuis, 
obstacles,  liens,  etc.,  employes  pour  rteliser  les  conditions  d'as- 
sujettissement  oude  liaison  qui  viennent  d'etre  4nonc6es ;  mais 
on  suppose  que  les  diverses  parties  du  syst^me  ne  subissent, 
de  la  part  de  ces  obstacles  ou  liens,  aucune  r&istance  \ 
prendre  un  quelconque  des  mouvements  compatibles  avec  les 
mfimes  conditions. 

Pour  fixer  les  id^es  k  cet  ^ard,  supposons  (tout  en  recon- 
naissant  Timpossibilit^  de  r^aliser  physiquement  et  complete- 
ment  nos  hypothtees] :  que  le  point  M'  soit  \\&  au  point  fixe  A 
par  une  tringle  rectiligne  AM'  dont  la  longueur  soit  T,  et  qui 
itant  mat^rielle,  inextensible,  rigide,  soit  neanmoins  sans  pe- 
santeur  et  articul6e  sans  frottement  en  A ;  que  du  point  H' 
au  point  M'''  il  y  ait  un  fil  sans  pesanteur  dont  la  longueur  in- 
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variable  soil  T,  et  qui  traverse  un  anneau  repr^ntant  le  point 
If",  anneau  dans  lequel  le  fil  M'M'li"'  toujours  tendu  peut 
giisser  sans  firottement ;  que  le  point  M!"  soit  comme  une  petite 
boale  glissant  sans  frottement  dans  un  canal  entr'ouvert  par 
uDe  rainure  BG  ou  peuvent  passer  le  fit  M'''M"M'  et  un  autre 
lien  allant  de  M'''  k  M^.  Quant  it  Textr^mit^  M'^^  qui  doit 
pooToir  se  d^placer  librement  sur  une  surface  d^termin^e,  si 
celle-ci  ^tait  une  sphere,  il  suffirait  de  Her  ce  point  k  un  centre 
fixe  par  un  fil  inextensible  et  au  besoin  rigide ;  mais,  en  g6* 
D^ral,  on  peut  se  repr^nter  le  point  M^  comme  une  petite 
sphere  appuy^e  sur  la  surface  donn^e,  et  situ^e  k  Pun  des  bouts 
d'une  tringle  rigide^  ayant  la  longueur  T  et  dont  I'autre  extr^- 
voiii  est  articul^e  au  point  M'". 

Qooi  quMl  en  soit  des  moyens  d'ex6cution^  les  conditions 
donnees  de  liaison  peuvent  s'exprimer  par  des  Equations.  Pre- 
Dons  trois  axes  de  comparaison  rectangulaires  Ox^  Oy^  Os. 
Soient  x^fy^,z^,  les  coordonn^es  invariables  du  point  A; 
^1  y  9  ^'t  les  coordonn^es  variables  du  point  M' ;  x!',  y'\  z",  celles 
du  point  M";  x!",j/\z'"  et  x'^,y",z^^  celles  des  points  M"' 
et  MP,  Elles  satisfont  aux  ^nations  de  liaisons  que  voici,  et 
que  nous  d^gnerons  en  abrdg6  par  L'=:Oy  L"=0,  etc. 


g{x"\y'%z"')=0,...  L»-  =  0, 


fejuations  de  la  courbe  BC  .  ^  ^  „,    ,„    ,„^     ^ 

Equation  de  la  surface  DE     #,(ac«^,y»^,z«^)=0,...  L"  =  0. 

Pour  rapporter  les  forces  aux  m6mes  axes,  rempla(^ns  P', 
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P^.p^jP^,  par  lettrs  composantes  pflMlUles  k  ces  aies,  et 
d'ailleurs  positifes  ou  niigatives,  savoir : 

X',  y,  X' ;     X\  Y",  Z";     X"\  Y'",  Z'" ;     X",  r»,  Z". 

Cela  pos^,  imaginoDs  dans  le  syst^me  un  d^placement  vir- 
tuel  en  vertu  duquel  les  coordonnies  des  quatre  points  d^signts 
dcviennent 

*'-h&r',    y+V,     *'+8*',    x'+ix!\    jT+V, 

et  ainsi  de  suite. 

Nous  admettoDS  que  le  point  A  restant  fixe  et  les  quatre 
points  d^sign^s  continuant  de  satiafaire  aux  six  conditioDS  qni 
viennent  d'etre  forroul^es^  le  travail  des  rtectiona  des  appuis 
est  nul,  parce  que  Tarticulation  en  A  est  libre,  sans  frottement, 
et  que  les  reactions  de  la  courbe  BG  et  de  la  surbce  OE  leur 
sont  normales ;  et  nous  adinettons  qu'il  en  est  de  mdme  da 
travail  des  forces  int^rieures  au  syst^me,  parce  que  les  fib  ou 
tringles  sont  de  longueurs  invariablesi  et  paroe  que  Tanneau 
M"  glisse  sans  frottement  sur  la  corde  HI'M^M'''. 

En  consequence,  T^quation  du  travail  virtue!  se  reduil  ^ 
douze  termes,  savoir : 

+X"8x"+  Y"ly"  +  Z"iz"  I 

^       ^  ^  Uo,  ou  2(X8jc4- % +^Si)=OW 

4-X"'8jc'"+Y"V-H^'"8*"'\  V        -t-     y-r       / 

+X>^8x«^+y"Sy^+Z«^62"  I 

Si  les  douze  variations  8x',  8yV-*  ^taient  absolument  inde- 
pendantes,  cette  Equation  g^n^rale  exigerait  qu'on  edit  separ^ 
ment  douze  ^nations  d'equilibre 

X'=0,     y'  =  0.    Z'  =  0,    X"  =  0,... 

Mais  II  ti'en  est  pas  ainsi.  Les  nouvelles  coordonntes  x'+ix\ 
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y+ty')  s'H^to'  dolvmt  iftthAiire  k  la  premidre  Equation  de 
lititoD)  L'issOf  d*oil  li  suit  qu*oti  a,  en  diff&rentiant  cetle 
iqoitkm, 

De  mtaie  lea  ueuf  coordonn^  nouvellea  des  points  M'^  M", 
doiTeni  aatiafoire  k  T^quation  de  liaison  £''=0;  on  a  done 

^f^'  d#^'  4#'' 

l)e  m^me  les  six  nouvelles  ooordonnto  del  points  M^''  et  W^ 
doivent  satisfaire  k  T^uation  de  liaison  L"'  =  0 ,  d'oii  suit  la 
relation 

De  m^nie  enfin,  les  nouvelles  coordonn^es  de  M'"  satisfont 
atu^tttciohs  A^aaO^I  VtsiQ^  el  les  eoofdonn^ea  »^^^:^, 
3f^+J>w,  %^-^lv^  satisfbm  ft  Nqualiotl  i»*«s±:0.  On  ft  par 
tsonadquent 


AL»^  dL"  4L^ 


W 
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Les  sept  Equations  de  [m]  k  [«]  coDtenant  les  douze  variatioDs 
virtuelles  5x',  8y...  8z«'  au  premier  degr^,  permetteDt  d'en 
eliminer  six,  et^  par  consequent,  d'obtenir  une  ^nation  de  la 
forme  suirante,  od  I'^Iimination  n'a  laiss^  subsister  que  six 
variations,  cboisies  h  volont^,  par  exemple  celles  des  coordon- 
n^es  des  points  11'  et  M'' : 

Or,  celle-ci  doit  se  verifier,  ind^pendamment  des  rapports 
des  variations  qui  y  entrent,  car  les  rapports  de  onze  des  varia- 
tions a  la  douzi^me  6tant  seulement  assujettis  aux  six  ^uations 
[b]  k  [§;]  (d^duites  des  conditions  de  liaison)^  on  peut  choisir 
cinq  de  ces  rapports  arbitrairement  et  calculer  les  six  autres; 
d'oti  Ton  conclut  que,  pour  que  T^quation  du  travail  virtual  [•] 
soit  v^rifi^e  dans  toutes  les  hypotheses  de  d^placements  com- 
patibles avec  les  liaisons^  il  faut  et  11  suflSt  que  les  forces  et  les 
coordonn^es  des  points  indiqu^s  satisSsissent  aux  six  ^uatioos, 
dites  Equations  d'equilibre, 

^=0,    B=0,    C=0,    J>=0,    JB=0,    F=0, 

^tant  bien  entendu  que  les  mfimes  coordonn6es  dotvent  tou- 
jours  satisfaire  aux  six  ^nations  de  liaison,  de  L'=0  k  L^=0. 

Rbharquxs.  I.  Si  les  douze  composantes  des  forces  exte- 
rieures  et  ind^pendantes  des  liaisons^  c'est-k-dire  les  forces  X', 
Y',  Z^X^,...Z>v  6taient  donnas  (grandeurs  et  signes),  les  six 
Equations  d'6quilibre  A=0^  B=0,...  F=0,  et  les  six  equa- 
tions de  liaison  L'=0,  L'^^Ov  L^=0,  contiendraient  impli- 
citement  la  determination  des  douze  coordonn^es  des  points 
principaux  du  syst&me,  11',  M'^,  M"',  11^. 

II.  Ces  points  variables,  dont  la  determination  est  n^cessaire 
pour  qu'on  pnisse  en  conclure  celle  de  tout  le  syst^me,  ont  et 
devaient  avoir  leurs  coordonn^es  exprim^es  dans  les  Equations 
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de  liaison  L'=0,L''=0,  etc.  Mais  ces  points  ne  sont  pas  tous 
n^cessairement  des  points  d'application  des  forces  faisant  un 
travail  virtuel.  Ainsi,  dans  le  syst^me  que  nous  venons  de 
prendre  pour  exemple,  la  force  P'"  appliqu^e  en  M'*  pourrait 
£tre  nulle.  L'^quation  [a]  du  travail  virtuel  n'aurait  alors  que 
neuf  termes;  mais  n^anmoins  ii  y  aurait  encore  douze  variations 
designees  par  la  notation  i  dans  les  six  Equations  de  [b]  h  [g], 
qai^  combin^es  avec  T^uation  [a],  donneraient  six  Equations 
d'eqailibre. 

114.  CS^B^rallaatioii  de  la  th^orle  pr^^deato.  —  Dans 
cette  throne  on  con^oit  un  syst^me  compost,  comme  une  ma- 
chine quelconque,  de  parties  mobiles^  dans  lesquelles  se  trou- 
vent  un  certain  nombre  n  de  points  M',  M",  M"',...  MC"^,  dont 
les  positions  actuelles  dans  I'espace  sufBsent  pour  detenniner  la 
situation  de  tout  le  systfeme.  Ces  points  susceptibles  de  d^pla- 
cement  sont  assujettis  entre  eux  et  k  des  appuis  fixes,  de  ma« 
niire  que  leurs  coordonn^es  variables^  relatives  k  trois  axes^ 
satisfont  n^cessairement  k  certaines  Equations  dites  de  liaison 

£'  =  0,     L"=0,     L'"z=:0,...  L(k)=0,  [L] 

dont  le  nombre  est  k ;  de  sorte  que  si  Pon  se  donnait  3n  —  k 
coordonn^es  possibles  parmi  celles  des  n  points,  les  k  autres 
s'ensuiTraient  et  seraient  ^galement  d6termin6es. 

En  outre  de  ces  conditions  g^om^triques,  et  quant  aux  con- 
ditions dynamiques,  les  points  mobiles  M',  ]li",...M,  ou  seule- 
ment  quelques-uns  d'entre  eux,  sont  soumis  k  certaines  forces 
qni  peuvent  itre  donn^es  ou  en  partie  inconnues,  et  qui  sont 
antres  que  les  reactions  des  appuis  et  les  forces  int^rieures  dues 
anx  liens  du  syst^me ;  etil  esisuppose  que  si  Ton  imagine  un  quel- 
conqne  des  mouvements  virtuels  compatibles  avec  les  Equations 
de  liaison  [L]^  les  reactions  des  appuis  et  les  forces  int^rieures 
does  aax  liaisons  ont  la  somme  de  leurs  travaux  nulle,  ce  qui  a 
lieo  si  les  liaisons  consistent,  comme  dans  Pexemple  du  nu- 
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m^ro  pr^cMent,  eq  surfaces  on  coqrben  fix^i  doBt  les  vtetttioiii 
sont  normales,  eq  tringles  articul^eg  aaps  frottemeni*  en  lib 
inextensiblea  passant  sans  roideur  dans  dei  anneattx  ou  dai  pov- 
lies  sans  frottemeQt. 

Cela  posi,  on  demande  les  conditions  d'dquilibra  du  afit&M 
c'est-i-dire  lea  relations  n^ssaires  el  sufl9sapt«s  pour  est 
^quilibre,  enlre  les  coordono^es  et  les  foroes  mentionnte. 

Pour  cela  Jf\y\*\  J^yy\^\...  6tant  les  Sn  ooordonnto 
des  points  constitutifs  du  syst^me,  et  JC',  Y*,  Z',X"^  T",  JT...  let 
composantes  des  forces  qui  sollicitent  ces  points,  et  qui  soQt 
autres  que  les  ructions  des  appuis  et  les  forces  dues  anx  liai- 
sons, on  a  d'abord  I'^uation  g^nirale  du  travail  virtuel 

puis  k  autres  Equations  exprimant  que  les  nouvelles  ooordoa- 
ntes  x'+Ij^,  »'+5y  •  ^'-t-Sz',  «"-+^8«",.,.  aatisfonUux  Aqua- 
tions de  liaison  [L],  s^voir : 


L'^uation  [T]  et  les  k  Aquations  [V]  oonlenant  lea  varia- 
tions virluelles  3x\8y,  $z\$x'\.m  au  premier  degri^  il  sen 
toijuours  possible  d'Aliminer  k  de  ces  variations,  et  d'obleoir 
une  nouvelle  Aquation  qui  renfermera  lea  autres,  aussi  an  pra^ 
mier  degrA ;  et  comme  cette  demiAre  devra  etre  satisAutai 
quelles  que  soient  ces  variationa  restantes,  leura  ooeRicientSy 
AgaiAs  sAparAoient  h  zAro,  fourpiroat  aulant  d'Aquatkma  qui 


sefODl,  entre  les  forces  et  les  ooordoon4ies  du  9;$t^roe,  lea 
ooDditioos  n^cessaires  et  suffisantes  de  requilibr6,eu  ^ard  aux 
coDditioDs  de  liaiaon  [L], 

RnuiQDi.  Cette  mithode  pour  mettre  en  Equations  I'^qni- 
Hbre  d'nn  systfeme  variable,  est  sans  doute  tr^s-remarquable 
par  sa  grande  g^n^ralit^,  mais  cette  g^n^ralit^  m^me  fait  qu'elle 
nes'appliqnerait  qu'avec  une  complication  fftchense  aux  ques- 
tion simples  qui  se  pr^senteQt  dans  la  pratique.  Nous  ne  devona 
pas  d'ailleurs  dissimuler  qu'^tant  fondle  sur  Thypothfese  de 
I'absence  du  frottenoent,  la  throne  analytique  de  r^qullibre  des 
syst&mes  ne  serait,  dans  bien  des  cas,  qu'une  pure  abstraction^ 
imposant  corome  n^cessaires  h  cet  ^quilibre  des  conditions  que 
la  tMM  des  choses  n'exige  pas.  On  coniprendra  mieux  la 
portte  de  cette  objection,  apris  la  lecture  du  chapitre  IV  ci- 
aprfes. 

BIFLOI  DE  LA  MlTIfODB  DI7  TBATAll,  TIfiTVBI.  DAVI  U9  QVIITIOff 
DB  MOnVBllBlIT  BBS  8T8TftllB8  1UT<BUL8. 

IIS.  aelatloiM  Uwim  d«  I'^ipUM  4e  lr»Tall  4m  iwtm 
totaiM  et  4m  tarwm  relies.  <-«  La  ooDsid^ration  des  forces 
toUles  iDentionotes  auK  num^ros  5^  IK  et  66>  parmet  d'appii* 
quer  aux  systfemes  en  mouveroent  la  m6thode  du  travail  virtuel, 
i  I'aide  de  faciles  modifications  apport^es  k  la  th^orie  qui  vient 
d'fttre  ^xpos^  pour  le  cas  particulier  de  T^uilibre. 

CoDservons  toutes  les  notations  du  num^ro  pr^c^dent,  en 
ooDsid^rant  un  syst^me  de  n  points  dont  les  coordonn^es  sont 
assiijetties  aux  k  Equations  de  liaison  [L]. 

Le  point  n!  dont  les  coordonn^es  sont  xf,  y*  et  z\  est  soumis 
^  deux  categories  de  forces :  les  unes  dont  les  sommes  de  com- 
posantes  parallfeles  aux  axes  sont  comme  pr^c^demment  X', 
T',  z*,  et  peuvent  6tre  suppos^es  connues,  s*il  s*agit,  par 
exerople,  de  determiner  le  mouvementdu  systfeme  sous  Taction 
de  forces  donnies ;  les  autres^  dues  aux  reactions  des  appuis  et 
aax  autres  Kens,  peuvent  6tre  r^duites  comme  les  premieres  k 
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trois  composantes  rectangulaires  que  noas  d^sigDons  par  fx , 
^7,  /*s.  Ces  forces  ne  sont  plus,  comuie  dans  le  cas  pr^c^ent^ 
en  ^quilibre  :  elles  out  une  resultanle  appelee  la  force  totale 
actuelie  pour  le  point  n\  Nous  savons  que  ies  trois  coroposantes 
de  cette  force,  paralliles  aux  axes,  sont  exprim^es,  quant  k 

leurs  grandeurs  et  k  leurs  sens,  par    »'-t^>    ""'a^  ^* 

a««' 
m!  —j^]    mais  pour  ne  pas  laisser  oublicr  qu'il  s^agit  ici  d'une 

force,  nous  la  d^signons  par  une  seule  lettre  9',  et  ses  com- 
posantes  sont  fz,  ^\,  ^ .. 

Cela  pos6^  exprimons  que  la  force  9'  est  la  rteultante  de  X', 
Y',z', /"'x^/^yet/*',,  en  nous  servant  de  Tartifice  du  travail 
virtue!,  et  k  cet  effet  non-seulement  faisons  abstraction  du 
mouvement  du  syst^me,  mais  k  ce  mouvement  r^l  substituons- 
en  un  qui  pourra  £tre  tout  different,  pourvu  quMl  soit  compa- 
tible avec  Ies  conditions  de  liaison  (L).  Dans  cette  conception 
le  point  9!  subit  un  deplacement  virluel  Is'  dont  Ies  projections 
sur  Ies  axes  sont  8x',  ly'  et  iz\  et  toutes  Ies  forces  mentionnto 
ci-dessus  accompagnant  le  point  dans  ce  deplacement,  le  tra- 
vail des  forces  rielles  est  ^gal  k  celui  de  la  force  totale.  On  a 
done 

ou,  si  Ton  veut, 

Mainlenant ,  imaginons  que  nous  ayons  fait  pour  tons  Ies 
autres  points  du  syst^me  ce  que  nous  venous  de  faire  pour  le 
point  •!,  et  ajoutons  toules  Ies  ^nations  ainsi  obtenues.  La 
somme  totale  des  travaux  des  forces  f  est  nulle,  aussi  bien  et 
par  Ies  m£mes  raisons  que  dans  la  th^orie  du  num^ro  pr6c^. 
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dent,  et  Pod  a  en  definitive  T^quation  de  travaux  virtuels 

(r-<p',)Sx'+(y'-9V)8y'+(z'-(p'.)8z'  \ 

+ ) 

on,  en  mettant  pour  les  composantes  des  forces  totales  leurs 
expressions  connues  et  ci-dessus  rappel^es, 

+  fr-^^)8^+(v_«)jy>+(r-.-^)8^   =»™ 


Gette  Equation  des  travanx  virtuels  renferme  3  n  variatiods 
d&ign^es  par  la  notation  S,  lesquelles,  comme  on  Ta  vu  au 
Dum^ro  precMent,  doivent  satisfaire  aux  k  Equations  [V]  ob- 
tenaes  par  la  diSi^Bentiation  des  Equations  de  liaison  [L]. 

Ici,  comma  au  num^ro  precedent^  i'^quation  [TJ  et  les  k 
Equations  [V]  contenant  les  3n  variations  virtuelles  So/,  l}f^ 
Qs',^",...  au  premier  degr6,  il  sera  toujours  possible  d'^limi- 
ner  k  de  ces  variations  et  d'obtenir  une  nouvelle  Equation  qui 
renferme  les  autres,  aussi  au  premier  degr^  ;  et  comme  cette 
demiire  devra  6tre  satisfaite^  quelles  que  soient  ces  variations 
restantes^  leurs  coefficients  ^gales  separ^ment  ^  z^ro  fourniront 
autant  d' Equations  qui,  jointes  aux  Equations  [L]^  determine- 
rent  les  lois  des  variations  reelles  des  coordonn^es  de  tons  les 
points  du  ftyst^me.  Le  problfeme  se  trouvera  ramen^  k  Tint^gra- 
tion  d'^ationa  diiKrentielies. 


to 


116.  Objei  de  ee  pmragraplie. «—  Voici  encore  uQe  theorie 
qui,  bieii  qu'elle  ne  ^oit  p9«  n^saAire  pouf  la  F^lutian  d« 
probl^mes  auxquels  eile  s'applique^  doit  n^anmoins  itre  men- 
tlonn^e  ici.  It  eause  de  Vextr^me  importapoe  qi^'y  ont  atl9cU() 
les  gtometrea  du  dix-huiti^me  sitele,  et  qu'y  attaebent  encore 
la  plupart  des  autecirs  de  traif^s  de  m&canique.  Cette  thtoie, 
qu'on  d^signe  sous  la  denomination  de  principe  de  cTAkmbert^ 
9*^  pi  PPur  ))ut  pi  pour  r^uUat  de  dtoouvrip,  ealre  lea  foroas  et 
les  ipoqvements  des  corps,  d^utres  relations  que  celles  que 
noqs  #yoQs  yues  se  d^duire  paturellemeat  el  eiaireipeBt  dei 
trois  loia  foQdan^enteles  de  la  science ;  elle  ne  sert  paa  ii  trauvsr 
()e  qpuvelles  ^qqatjans  propres  k  r^duire  les  problimes  da  h 
Dynaipiqqef  Tout  ce  qu'elle  faiti  e'est  d'^noQoer  en  d'autres 
termes  pe^  ipAnoes  relations  et  d*interpr^ter  en  un  autre  laapga 
les  ^uatioqs  qui  les  expriment,  et  pour  oela  elle  introduit  artiff 
flpielle^nent,  dans  T^tude  deq  phtoomi^nesde  meuvement  vavii, 
des  notions  d'^quilibre  qui  ne  sont  d'aucune  n^eesait^,  maia  epii 
pourtant  s'expliquent,  cooune  on  va  le  voir. 

117,  ISgolUlire  fleflf  dtm  f tvea^  9*ftll«i  at  4m  r«rpea  tiH" 

Uifm  «mY  r^vees  loMaes.  -r  Gbaque  point  f^  d'un  ayatteieiDi* 
teriel  en  mouvement  est  sous  raction  de  forces  r<tellea>  soH  exf* 
t^rieures  F,  soit  int^rieures  /*,  ayant  une  rfeultante  unique 
dont  Texistence  est  une  pure  conception  de  notre  esprit,  et  qae 
nous  appelons  la  force  totale  actuelle,  d^signie  par  7.  Rip^toas 
ici,  et  peut-£tre  surabondamraent,  que^  d'aprte  la  Dynamique 
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d'un  point  ni;i(^rie|/l08  relatimis  da  eette  fbrce  aveo  les  modi- 
firaiions  (]0  tpouvement  du  point  dont  nous  parlons,  peuvent 
&ire  ea^prifnees  de  d^m  mwibtes  i 

P  U«  projections  ou  condpoaantea  d«  la  force  totale  f  siii- 
vant  trois  axes  ooordonnte,  saM<font  aux  trois  ^nations 

^=m_    ou    «— . 
^  =  «_    ou    m^, 

9"  La  n)6me  force  f,  ritant  n^cessairement  dirigde  dans  leplan 
osoulatoiirde  la  trajectoire,  peut  s^y  decomposer  en  deux  forces 
rectangiilaires.  Tune  tangentlelle  ^  dans  le  sens  de  Faccroisse- 
ment  posiiif  de  la  vitesse^  Tautre  centrip^te  x  dlrig^e  vers  le 
centre  de  eourbure  de  la  trajectoire ;  et  Pon  a 

dv  V* 

+  =  «_    et     X  =  «j. 

Cela  etant  rappej^,  concevons  qu'on  oonservant  lea  forcea  F, 
nni  rien  ebanger/ni  aui  vitesses  aoqutses,  ni  k  T^tat  mol^cu- 
iaire  da  syst^rae,  ni,  par  consequents  aux  forces  f,  nous  appli* 
quions  continuellement  k  chaque  point  »  deux  forces  Agates  et 
opposees,  9  et  — f ,  dont  la  premiere  est  la  force  totale  appar^ 
teoapt  h  oe  point :  rien  evidemment  ne  sera  changA  au  mouve- 
jneat  du  ayatftnfie.  Dans  cette  supposition^  attendu  que  chaque 
point  a  se  meut  comme  sll  n'^tait  sollicite  que  par  la  force 
totale  9,  les  autres  qui  y  sont|  soit  reellement,  soit  fictivenient 
appliqudes,  savojr,  l^s  forces  Fetf  en  nombre  quelconque  aft 
la  force  —  f ,  se  font  done  mutuellement  ^qoilibre  *,  par  conse- 
quent, cette  consideration  s'etendant  k  tous  les  points  du  sys« 
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t^me,  Fensemble  de  toutes  forces  reelles,  tant  ext^rieares 
qu'intirieures  ^  et  de  toutes  les  forces  fictives  opposes -aux 
forces  totales,  est  tel  k  chaque  instant,  que,  si,  k  cet  instant,  les 
vitesses  acquises  du  syst^me  dtaient  an^nties,  il  resterait  en 
repos  sous  Taction  de  ces  trois  esptees  de  forces. 

118.  FoMM  a'laerCle  et  prtaelpe  de  d'Alembert.  —  Les 

forces  — 9,  que  nous  venons  de  consid^rer  comme  une  pure 
conception  de  I'esprit,  sont  appel^es  forcfis  cfinertie  par  pla- 
sieurs  auteurs  (*),  pour  qui  elles  sont  des  forces  rdelies,  ou  ao 
moins  des  r^sultantes  de  forces  r^elies.  Pour  comprendre  sous 
quel  aspect  cette  opinion  pent  dtre  soutenue,  il  faut  remarquer 
qu'un  point  materiel  a,  soumis  h  des  forces  dont  la  risultante 
est  7,  recoit  ces  forces  d'autres  points  mat^riels  qui  en  sout 
plus  ou  moins  distants,  et  qui!  ne  peut  les  recevoir  sans  r^agir 
sur  ces  points  avec  des  forces  4gales  et  oppos^es.  Ces  rations 
que  nous  ^prouvons  qnand  nous  agissons  sur  les  corps  que 
nous  touchons,  constatent  pour  nous  Tinertie  dela  mati^re. 
Toutes  les  ructions  ainsi  excretes  non  sur  le  point  «  consi- 


(*)  L'expression  de  force  d'ifurtie  ne  se  irouTe  ni  dins  te  Traill  de  M^- 
nique  de  Poissoh,  ni  dans  le  M^moire  de  Poihsot,  intital6  Throne  gte^- 
nle  de  k'^quiUbre  et  da  mouTement  des  syst^mes,  ni  dans  rExposilion  dn 
STSt^me  do  monde  de  Ljlplacb.  H.  Pongblbt,  el  k  son  exemple  M.  A.  Hoanr, 
I'ont  employee  dans  lenr  enseignement  comme  emprnnl6e  k  NewTov  eii^- 
pondant  k  une  notion  essenlielle.  M.  Dchambl  I'adopte  dans  son  Coars  de 
M^canique  (Edition  de  1853),  sans  une  approbation  bien  absolue,  car  apr^ 
avoir  signal^  iesbux  ralsonnements  qa'on  fait  quelquefois,  relativement  i 
la  force  centrifuge,  qui  n'esi  qu'nne  composanie  de  la  force  d^DerUe,  il 
aioute :  «  On  ferait  pent-^tre  mieux  de  supprimer  cette  denomination,  qui. 
«  obscnrcit  qnelqoefois  les  cboses,  ei  d'employer  le  mot  r^c^ion,  qoi  rap- 
«  pelle  toujours  k  quel  point  la  force  et  ses  composanies  sont  appliqu^es.  > 
Enfin,  Enler  (Lettres  k  une  princesse  d*Allemagne,  8  novembre  1760)  Gonsi- 
d^re  bien  Tinertie  comme  une  quantity;  mais  pour  lui,  la  mesurede  rioertie 
est  la  m^me  que  la  mesure  de  la  masse;  c'est  done  tout  autre  chose  que  la 
force  d'inertle  de  Nbwton. 
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iM,  mais  par  ce  point  m,  out  leurs  directions  passant  en  ce 
point,  et,  bien  qu^elles  aient  des  points  d'applioation  distincts, 
on  pent  thtoriquement  dire  qu'elles  ont  une  r^ultante  qui  est 
Mdemment  —9.  C'est  cette  r^sultante  qa'on  appelle  force 
iinertiey  et  I'^uilibre  fictif  que  nous  avons  consid^rd  k  la  fin 
derarticle  pr^c^dent  peut  s'^noncer  en  ces  termes  : 

Dans  k  mouvement  (fun  zysikme  matiriel  qwkonque^  il  y  a 
cmtamment  iquilibre  entre  les  forces  extMeures  agissqnt  sur  h 
systme,  les  actions  moUculaires  intMeureSy  et  les  forces  (Tinertie 
qui  correspondent  au  mouvement  varU  et  curviligne  des  divers 
elements  du  systeme. 

Cette  remarque  ^vidente  constitue  au  fond  ce  qu'on  appelle 
leprincipe  general  de  Dynamiqtie  de  d'Auudbrt.  Pour  en  faire 
usage,  il  faut  se  rappeler  (sans  quoi  Tenoned  pr^c^dent  ne 
serait  qu*une  identit^^  puisqu'il  signifierait  seulement  qu'il  y  a 
^uilibre  entre  des  composantes  et  la  force  oppos^e  k  leur  r^- 
sultaote)  que»  dans  I'espace,  la  force  d'inertie  sp^ciale  k  un  point 
en  mouvement  dont  la  masse  est  m  a,  pour  composantes  pa- 

raUeles  k  trois  axes^  les  forces  dont  les  valours  sont   — m-—  , 

dvj  dvw  d^x  dhi  d^z 

et  que  dans  le  plan  de  la  trajectoire  du  mobile  elle  se  dteom- 
pose  en    —  m—    oppos^e  k  la  force  totale  tangentielle ,  et 

— m—  y   force  centrifoge  opposte  k  la  force  centrip^te  C*). 


'  (*)  Laflacb,  qui  espliqne  le  prineipe  de  d'Alembert  sans  employer  les 
BK>t8  forc$  d'inenie,  adopte  n^nmoins  la  notion  de  la  force  centrifuge.  On 
lit  dans  rExposition  du  systeme  du  monde  (liv.  Ill,  cbap.  n): 

c  Nous  avons  dans  le  mouvement  circulaire  Teiemple  d'une  force  agia- 
«  sant  d^nne  mani^e  continue.  Le  mouvement  de  la  matidre  abandonn^e  k 
«  elle-mftme  6tant  uniforme  et  recUligne,  il  est  clalr  qu*nn  corps  mH  sur 
«  une  circonference  lend  sans  cesse  k  s^^loigner  du  centre  par  la  tangente. 
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la  palHt  de  ^«ft  dm  Mmm  d*ltt6Mi«. 

L'^uttioQ  de  {>ro]ection  [3  b(s]  dii  fium^ro  S,  exprimd  c|de 
La  wrnme  abfibrique  de$  projection^  des  forces  extiricum  el 

des  forces  d'tnertie  sur  un  ease  quelconque  est  nuUe. 
Les  equatioM  de  momedM  [7]  du  ntimeio  14  expriment  qbe 
La  somim  algihrique  des  tnotMhts  dei  forces  extirieures  el  des 

forces  d^ifkertk  autour  d'tin  cuf«  qneteonque  est  flUlte. 
Danftle  cas  du  mouvemem  d'un  corps  solids  autoilf  d*Odiiie 

fixe,  la  somitie  dea  itioitietlts  des  forces  d'ineiiie  adtour  de  cet 

axe  se  r^duit  k  celle  des  moments  des  forces  d'in^htid  iattgefi'* 

«  Vi^Boti  qu*il  fail  poar  c^ia  so  noninie  fares  ctttlrifuge;  ai  Fdn  mmm 
«  force  cmUrals  ou  csniripits  loule  Torce  Uirinee  vers  un  cetotrt.  Daos  \t 
«  mouvement  circulaire  la  force  centra le  est  ^ale  et  directemeot  conlnire 
«  lla  force  centrifuge ;  elie  tend  sans  cesse  I  rapprocher  le  corps  du  centre 
«  de  la  cifconf(6r6noe. » 

Galta  doetHoe,  (tUi  M\i  ftoMl  eaH^  d«  NeWlon,  pr^riUU  It  aoUon  de  U 
force  centrifiiae  comma  ant^rieare  I  oelli  da  la  Ibrea  oantripaii;  ftour  pir^ 
ler  plus  g^n^ralement,  disons  qu*eile  meiiail  Pidee  de  la  force  d'incrtie 
avant  eelle  de  li  Ibrce  lolale  titeeS^alh:  \tbu\f  t)r6dbire  les  fliddiOtiatlotifi  ic- 
tuelles  d*un  mouvemeDt  d^termln^.  Certes,  ellc  n*a  pas  egari  les  grands 
grilles  que  nous  tenons  de  ciler;  mais  les  teniies  dans  It^queli  eileilait 
^iidnc^  out  pu  doaner  lieu  i  (tae  fausse  interpr^iaiioo  it  fairs  croire  a 
quelqaas  ponanaes  qiia  la  (otte  oantrlfage  agisssu  rtellemettl  sar  la  tbrft 
en  mouvement  corriligne. 

UdS  taila  ertaUr  he  pardtl  (ifls  possible  quand  on  precede  dans  Tordr^ 
iodlqu^  aux  numeros  t17  et  118.  Si  le  corps  qui  se  meut  sur  une  circonfe- 
renoa  etaii  k  un  iaatanl  qilelooaqaa  tlNindonne  k  Ittl-mSma,  il  s'Mappe- 
raitdis  cet  instant  suivant  la  tangenle,  parce  que  ce  serait  la  direction  ac- 
tuelle  de  sa  vitesse,  et  il  s'^loigoerait  par  consequent  du  centre,  sans  faire 
pour  oela  aucun  effort.  Pour  le  retenir  sur  la  eIrooBferance,  une  forte  een- 
trip^le  agissant  sar  lui  est  n^cessaire,  el  nous  savons  aalealar  soa  intao- 
sile.  Blais  on  corps  ne  peut  recevotr  une  ou  plusieurs  forces  sans  agir  reel* 
proquement  sur  les  autres  corps  qui  les  lui  iuiprlment  i  de  U»  la  force 
centrifuge  qui  est,  si  i'on  veal,  Vsffort  ou  la  rteoUanle  den  effaru  qae  le  no- 
bile  consider^  fait,  non  sur  lui-m6ma,  nais  sur  les  oorpa  qai  k>  ralienoeat 
k  la  circonf6renca  dtoite. 
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dv 

i^savoir:    — Zm — r,   oil  Ton  d^signe  par  r  la  distance 

deTelemeot  m  k  I'axe.  En  rempla^nt  dv  par  rdw,  et  en  re- 

dw 
marquant  que    —    est^  h  rifistant  dont  il  s'agit,  un  facteur 

common  k  tons  les  termes  de  la  somme,  on  obtient  pour  celle-ci 

Texpression 

dw 

d*5ji  Tofi  donclut  qtie  liki^  est,  en  valeur  absotue,  ^gaie  k  la 
smme  iei  momeAh  de^  fb^cBs  d'inerlie ,  quand  i'acc^l^ratioti 
angutaire  du  solide  est  igale  k  t'unil^.  C^est  de  la  que  vlenl  le 
Bomabrdg4  de  moment  dHnertie  qu'on  lui  donDe. 

L*dquatioii  du  travail  virttiel  [1*,]  dtl  uunl^ro  US  exprim^ 
que,  tnoyeniiaQt  les  hypothdsfes  expliqu^es  aU  llum^ro  Hiy 

tkn$  un  syslmt  en  fnouvemefii^pour  tout  diplacement  virtuet 
^mpatibte  avet  lei  itaisOM,  ta  somme  algibrique  des  tfavaux  tfir- 
hieb  d^  fc/hxt  auiret  ^  celle$  des  liaisons  et  des  fotces  d^MeHie 
(St  mile. 


§8. 

DB  L*fiQUILIBRB  RBLATIVBMBNT  4  UK  STSTftKB  DB  COMPARJLISOH 
EN  MOUVBUQIT. 


120.  Lm  foMM  ftetfTM  rMvltes,  dans  le  cas  d'^vUikn 
welmUif  a«x  forcM  d'cBtralBeMeBC  priaeB  adgatlTemait  mm 
maiL  fforees  d'inerUe  does  an  aiovTeBMAt  absoln. —  Les  obser- 
vations faifes  au  numiro  50  pour  le  cas  de  mouvement  reiatif 
s'appliquent  au  cas  de  repos  reiatif,  ayec  cette  simplification, 
que  toutes  les  forces  fictives  compos^es,  ^tant  de  la  forme 
—  2mvrw  sin  (vr,  w),  sont  nuUes  par  leur  facteur  v,  vitesse  re- 
lative. II  ne  reste  done  pour  assimiler  le  repos  reiatif  k  Tdquilibre 
absolu  qu'k  joindre  aux  forces  r^ellement  agissantes  les  forces 
-r  Fa ,  contraires  aux  forces  d'entratnement.  Or,  puisque  le 
syst^me  materiel  est  en  repos  relativement  au  syst^me  de  com- 
paraison,  son  mouvement  d'entratnement  n'est  autre  que  son 
mouvement  absolu ;  les  forces  d'entratnement  Fe  sont  pr^i- 
s^ment  les  forces  totales  9  correspondantes  k  ce  mouvement, 
et  les  forces  —  Fe  en  sont  les  forces  d^inertie. 

On  verra  dans  la  deuxi^me  section  des  applications  de  cette 
r^gle  fort  simple^  qui^  pour  6tre  etablie,  n'exige  nuliement  la 
connaissance  de  la  thiorie  complete  des  forces  apparentes  dans 
les  mouvements  relatifs. 


CHAPFTRE  IV. 

BU  FROTTEHBNT  DES  CORPS  SOLlDES»  DE  LA  RESISTANCE 
A  LBUR  ROULEMENT  ET  DE  LA  ROIRSUR  DBS  CORDES. 


§4. 

DU  FROTTIHBNT  DS  SIKPLB  GLlSSUUniT. 

ISI.  MmArmllUa  nut  ee  nijet.  — S'il  existait  des  corps 
parfaitement  dnrs  et  terminus  par  des  surfaces  continues,  telles 
que  la  gtoin^trie  les  conQoit,  lorsqoe  deux  de  ces  corps  se  tou- 
cberaient,  leurs  actions  mutuelles  en  leurs  points  de  contact 
seraient  necessairement  dingoes  suivant  les  nomnales  communes 
en  ces  points,  et  Ton  en  conclurait  qu'un  corps  reposant  sur 
un  autre  fixe,  par  une  surface  plane^  ne  pourrait  Aire  en  ^ui-^ 
libre  sous  Taction  de  certaines  forces  dues  k  d'autres  corps,  k 
moins  que  ces  forces  n'enssent  une  r^sultante  perpendiculaire 
au  plan  de  contact. 

L'exp^rience  prouve  que  cette  condition  n*est  pas  n^cessaire 
lorsque  dans  la  pratique  nous  consid^rons  deux  corps  terminus 
par  des  surfaces  que  nous  disons  planes^  quoiqu'elles  soient 
formees  d*une  multitude  d'asp^rit^s,  et  que  nous  les  supposons 
en  contact,  quoique  les  molecules  respectives  de  ces  deux 
corps,  les  plus  voisines,  aient  sans  doute  entre  elles  des  inter- 
valles  analogues  k  ceux  qui  separent  les  molteules  d'un  m6me 
corps.  Le  premier  corps  n'^tanl,  par  exemple,  soumis,  hers  du 
contact,  qu'k  la  seule  pesanti^ur,  le  plan  par  lequel  il  nous 
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parait  s'appuyer  sur  un  autre  corps  Rxe^  peat  toujours  Mre  sen- 
sibiement  incline  k  ThorizoD  saps  que  T^quilibre  soit  rompu, 
pourvu  que  rinclinaison  ne  soit  pas  trop  graude ;  d'oii  ii  suit 
que  le  corps  inferieur  exerce  alors^  sur  le  sup^rieur,  des  forces 
dont  la  resultante  est  oblitiudfc  la  hurfilce  apparente  de  contact; 
car  elle  est  verticale^  et  fait,  par  consequents  avec  la  normale^ 
cette  surfaod)  hrt  angle  «gttl  k  eeltii  que  cette  rridrtife  siirfac6  fait 
avec  rboritoti. 

On  arrive  k  la  m^rne  cons^uence  en  observant  qu  un  corps 
pesant  pos6  sur  un  autre  dont  la  surtece  est  plane  et  horizoa- 
tale,  n'y  glisse  pas,  quoique  sollicit^  par  une  force  parall^le  au 
plan,  pourvu  que  le  rapport  de  ci$lle-ci  au  poids  du  corps  n'ex- 
c6de  pas  une  certaiue  iimite.  La  resultante  des  reactions  du 
corps  inferieuh  GSt  tildte  dblifjue,  cotttble  vMe  des  forces  qui 
agissent  hors  du  contact ;  tandis  que  si  la  force  qui  tend  a  en- 
trainer  le  corps  boriBOiitalenieni  u'existait  pas^  la  resultante  des 
reactions  de  Tappui  sur  le  corps  en  repos  serait  veHicaleiCOrtime 
le  poids  de  ce  corps. 

Ces  pbenomdues  s'expliquent  par  une  deformation  de  chacun 
des  deux  corps  aux  environs  du  contact,  deformation  souYent 
imporceptiblei  mais  trfts^rdelle  et  variable  6uivant  les  intensiim 
et  les  directions  des  forces  muluellesi 

Des  faits  analogues  ont  lieU  pekidant  to  mouvement  d'dii 
corps  qui  glisse  aur  un  autre.  Abandonne  k  la  pesanleur  sur 
un  plan  suffisamment  incline,  11  prend  une  vitesse  toujours 
moindre  que  In  vitesse  due  k  la  hauteur  de  sa  descente*  Pose 
sur  un  plan  horisontal  et  sollioite  en  outre  de  son  poids  par  une 
force  horiiontale  suflisanlei  il  prend  dans  la  direction  de  cette 
derni^re  une  acceleration  moindre  cjtie  celie  qui^  eu  egard  ksd 
masse,  devrait  lui  etre  impriniee  par  cette  forces  En  appliquant 
dans  les  deux  oas  au  corps  mobile  le  theoreme  du  tnouvcment 
du  centre  de  gravite,  on  voit  que  le  oorps  fixe  exefce  sur  le 
corps  mobile  des  reactions  obliques  dont  les  composantes  paral- 
161es  ao  plan  fixe  sent  opposees  au  sens  du  moulretheiit. 


nomitirr  di  siapLfi  QUMtHknt.  ISK 

f il.  MftMltfUn  m  IMilttottieiil  d«  itllMiisiftifetti.  ^  LorsqUo 
deux  corps  se  toiich«iit»  la  rtiu^tion  que  I'un  d'eiix  r^^oit  de 
I'aulre  dans  Telendue  d'un  Element  du  contact,  etant  d^COitl>* 
posee  en  deux  forces,  Tune  norniale  et  Tautre  parall^le  k  cet 
element  superficiel,  U  cotnposante  pnrall^le  [qui  dans  titl  cas 
particuiier  peut  6tre  nuUe)  S*app^lle  le  ftotternent  de  glhsemeni, 
et  Tautre  la  presium  normale  du  second  corps  sur  le  premier 
dans  I'^tendue  ^onsid^r^e. 

125.  Lola  do  rrottemeiiC  de  glimement.  —  Ces  lois  SOtlt 
eilti&i-etti^nt  experimentales.  be  nombreused  observations  dues 
a  Coulomb  et  k  M.  A.  lHortn  out  fait  connattre : 

1*^  Que  torsque  deux  corps  gllss^tlt  I^Un  Siir  Taulre,  chacun 
d'eux  rcQoit  de  i'autre  cd  chaque  et^tlietit  de  contact  lin  frotte- 
ment^  e'est-b-dire  line  reaction  tdngentielle  dont  le  sens  est 
oppbse  k  delui  du  mouvemeni  du  corps  qui  subit  cette  reaction, 
relativement  ati  secolid. 

i^  Qtl&  le  frotiement  est  pfoportionnel  k  la  pression  normale 
et  iDddpendant  de  l*eletldue  de&  Surfaced  en  contact,  quand  la 
nature  des  corps  ne  change  pas  et  que  rien  n'alt^re  ni  leur 
poii  ni  leurs  enduils^  ce  qui  eiige  que  la  pression  par  unite  de 
surface  ne  soil  pas  ass^  grande  polir  prodtili'e  I'iicrasement  de 
Tun  des  corps,  ni  tnSme  pour  expulser  les  enduits. 

a^"  Que  le  frotiement  est  indep^ndant  de  rinteHsit^  de  la 
Vitesse  relative  des  corps  en  oontact,  au  dioins  dans  les  oUs  or* 
dinaires  de  ia  pratique. 

4*  Que  neanmoins  e&tra  deus  corps  qui  dot  6t6  loogiemps 
en  contact  et  en  repos,  lorsque  le  mouvemeni  u^esi  que  sur  le 
point  de  naltre,  c'est-b-dire  lorsqu'une  trfes-peiite  force  addi* 
tlotitlriile  sdfBHilt  t^mir  ptodUire  le  MOUV^b^Ut,  Id  frottemeni 
est  quelquefbis  plus  considerable  que  lotsque  le  tnouvemetli 
est  acquis  soil  pfl^  trUbsidtion,  soii  par  siitple  ^brftnlement. 
Cette  difference  dii  frotiement  au  d^pati  et  dil  fboiiemeni  pen- 
dant le  mouvemeni,  a  lieu  pour  les  corps  sensiblement  com- 
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pressibles  comme  les  bois*  el  pour  les  corps  durs  dont  les  en- 
duits  onl  ^t^  expulsfe  par  une  pression  suflisamment  prolongee 
enrepos. 

1S4.  Coefflleleiit  et  Mifple  de  ffrottemeBt.  —  Ces  lois  6UxA 
admises,  il  en  r^sulte  qu'en  appelant : 

A  ia  reaction  oblique  totale  qu'un  ^l^inent  de  la  surfoce  de 
contact,  pris  sur  Tun  des  corps,  recoil  de  I'autre  corps^  k 
I'instant  oil  le  glissement  existe  ou  est  sur  le  point  d'avoir 
lieu; 

iV,  la  pression  normale  dans  T^tendue  de  cet  ^i^ment,  com- 
posante  ou  projection  rectangulaire  de  Jl  sur  la  normale ; 

F,  le  frottement  correspondant  au  mSme  element,  compo- 
sante  ou  projection  tangentielle  de  Jl ; 

/*,  un  nombre  appel^  coefficient  de  frottement^  qui  depend  de 
la  nature  et  de  T^tal  de  poli  ou  d*onctuosit^  des  corps  en  cod- 
tact^  et  qui  ne  prend  d'ailleurs  que  deux  valeurs,  suivantque 
le  mouvement  est  acquis  ou  seulement  sur  le  point  de  naltre^ 

a,  Tangle  de  JR  avec  N,  appel^  angle  de  frottement  j  on  ales 
relations 

JF*  IF  f 

—  =  f=tanga,    et    --=sinas= — 

^  «         i/T+75 

Ainsi;  dire  que  le  coefScient  f  est  constant,  revient  a  dire 
que  la  ruction  totale  It,  pendant  le  glissement  effectif,  oa 
quand  il  est  sur  le  point  de  naltre,  fait  avec  la  normale  un  angle 
constant  a,  dont  la  tangenle  trigonom^trique  est  f,  quelle  qae 
soit  cette  force  Ji. 

125.  Valeiurs  exp^Hatentales  &m  ceefAeleBt  de  fipotte- 
meni,  —  Des  tableaux  publics  par  plusieurs  auteurs,  et  notam- 
ment  par  H.  le  g^n^ral  A.  Morin  ,  donnent  les  vaieurs  de 
f,  dans  les  diverses  circonstances  de  la  pratique.  En  void 
Tabreg^  : 
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I.  CoegUnenis  du  frotiement  des  surfaces  planes  lorsqu'elles  ont 
itiquelque  temps  en  contact, 

I_,.  ,, . ,  .  (  Surfaces  saiis  enduit 0,63 

FibKS  pualltie. I       ^       ,^,,^  j^  ^^^^  ^^  ^^j 

».  J.    1  .      ^       >       sans  endoit 0,5i 

Fibres  perpendiculaires.^  .„.     ^, 

Bois  debout  sur  bois  k  plat^  surraces  saos  enduit 0,43 

Fer  sort    Fibres  parali^ies  ao    (  Surfaces  sans  enduit 0,6i 

cbtoe.I  mouvement.  (       »       mouill^es  d*eau 0^65 

Ponte  sur  foute,  surfaces  un  peu  onctueuses 0,16 

Fer  sor  fonte,  surfaces  un  peu  onctueuses 0,19 

Ch^oe,  orme,  charme.  fer.  fonte,  1       ,  

.  ...  J       1  J  f  surfaces  onctueuees  par  I  huile 

broDie,  glissant  deux  k  deux  >  ,       .  ^ 

,,  „    .  \     ott  le  samdoux 0,15 

Tan  sur  rantre '  * 

Fierres  calcaires  I'une  sur  Tanire 0^75 

II.  Coefficients  du  frottement  des  surfaces  planes  en  mouvement. 

rkA«^  /  «tu  nxi  <  Surfaces  sans  enduit 0,48 

CMne(  Fibres  paralUles I  _  ^,^     . 

\  (       >       frott^esde  savon  sec...  0,f6 

..     )  _„  J.    ,  ,      (       >       sans  enduit 0,34 

ch^c.f  Filnresperpendiculalres.^                     ....      .,  '  . 

^  }       9       mouill^es  d  eau 0,85 

Bois  deboat  sur  bois  k  plat  sans  endait ^ 0,19 

Frtae,  sapin,  bfttre,  poirier  sauTage,  sorbier  sur  chdne,  fibres  parai- 

Ito  sans  enduit 0,36  h  0,40 

«_         . .       ^.  ,,. ,      r  Surfaces  sans  enduit 0,68 

Fer  sur  cbtee,  fibres  parall^Ies  \  ...x     j,  J^ 

"^  {       >       mouill^es  d*eau 0,86 

aomonfement.... /  ^     ^      .  *    . 

[       »       firott^esde  savon  sec...  0,81 

Fer  sur  fonte  et  sur  bronie,  surfaces  un  peu  onctueuses 0,18 

Fonte  sur  bronze,  surfaces  un  peu  onctueuses 0,15 


Clitee,orme,cbanne,  fonte,  fer, 
acier,  bronze,  i'un  sur  I'autre 
ou  sur  eux-mtoes 


Enduit  ord.,  suif,  saindoux,  0,07  k  0,08 

1   sans  cesse  renouvel^,  0,04  k  0,05 

Surfaces  16g^rement onctueuses..  0,15 


lU.  Coefficients  du  frottement  des  tourilhns  sur  les  coussinets, 

Fer  snr  fonte  ou  sur  bronze,  graissage  d'hulle  finiMageoidiii.       godUbu. 

d'olive,  de  saindoux  ou  de  suif 0,07  a  0,08  0,04  k  0,05 

Fonte  sor  fonte  ou  sur  bronze,  surf,  onctueuses .  0,14  i  0, 16  > 

Fer  sor  bronze,  surfaces  tr^8>peu  onctueuses  et 

commenfant  k  se  roder.  • 0,85  » 
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ISO,  Kem^r^m  sur  le  fro|fe«mf  «|«ps  }e  ihvi  lie  rrn*. 
—  Les  coefficients  consign^s  dan$  ces  tf^bleaqi^  supposent  que 
le  glissement  existe  ou  est  sur  le  point  de  natlre.  II  est  bien 
entendu  que  si  les  (Jeuip  corps  en  contact  ne  gHssent  pii  et 
ne  sont  pas  sur  le  point  de  glisser  Tun  sur  I'autre,  tear  frotte- 
ment  pent  avoir  tous  les  degres  d'intensit^  depuis  zero  jusqu'a 
la  valeur  correspondante  au  mouvement  naissant. 

127.  Trmvall  da  av  froUenieBt.  —  Si  Tun  des  daU)(  COfpS 

qui  se  frottent  mutuellemenl  est  imnDobile,  lo  travail  eltoen- 
taire  du  frottement  F  ou  /*iV  que  repoit  un  element  superileiel 
du  corps  mobile  peqdant  uq  d^placement  tangentiel  ds  est  o^ 
gatif,  resistant,  et  a  pour  valeur  absolue  Fds.  Les  choses  se 
passent  k  cet  ^gard  corqme  si  les  ^l^ments  qui  se  s^parent  apris 
avoir  6\6  en  contapt  ^t^jent  reli&  Tun  k  Tautre  par  uq  ressort 
qui  r^sistftt  k  leur  ^artement. 

Si  les  deux  corps  sont  mobiles,  deux  ^l^raents  superflciels 
entre  lesquels  s  exerce  une  ppession  mutuelle  dont  la  oompo- 
sante  normale  est  N,  subissant  chacun  un  frottement  F  egal  i 
flf  en  sens  contraire  de  son  mouvement  relativementkrautre, 
si  ces  deux  ^l^menls,  d'abord  en  contact,  sont  ensuite  h  la  dis- 
tance ds  Tun  de  Pautrej  la  $pn)me  des  deux  travaux  ^limen- 
taires  subis  respectivement  par  les  deux  corps  ne  dependant  qae 
de  leur  mouvement  relatif,  est  encore  FdSy  negative ;  mais  Tun 
des  travaux  dont  cette  somme  se  compose  est  pasitif^  si  les 
deux  corps  marchent  dans  le  mdme  sens,  [^e  frottement  n'est 
done  pas  toujours  une  resistance. 


§2. 

DB  LA  BtaSTANCB  AU  ROULBMBKT. 


198.  Exp^rieaee  qui  eonatate  eette  r^slstaiioe.  Coiui^- 
^■ce  9«i  s'eii  d^diiit.  —  Un  corps  termip^  par  une  surface 
courbe  et  appuye  sur  pq  fifitre  avec  lequel  il  est  suppose  n*avoir 
qu'pn  poipt  ou  upe  ar^te  de  coptactp  ^(ant  sollicit^  par  des 
forces  qui  on|  un^  resultante  unique^  ne  pourrait  6tre  en 
equilibre^  s'il  n'y  avait  point  de  deformation  de  ces  corps>  k 
moins  qqe  la  resultante  nc  pass&t  par  le  point  ou  IV^te  de 
contact,  L'experjepce  apprend  qu'il  n'en  est  pas  aingi, 

Soient,  par  exepiple,  deu^  cylindres  A.B,  AB  (fig,  16},  6x^9 
surun  arbre  CC^  lequel  portp  dans  Tintervatle  unepoulie  D, 
oil  s'enroule  pne  ficelle  tr^3-ipince  et  flexible.  Le  centre  de 
gravity  commup  des  rouleaqx.  (]e  Tarbre  et  de  la  poulie,  est  dans 
Taxe  de  figure  (lu  i^ysf^mc  qu|  repose  sur  deu3(  poutrelles  hori- 
zoQtales  E,  E.  Lies  pbos^s  ^tant  ainsi  dispos^es^  on  constate 
que  si  la  ficelle  verticale  est  charg^e  d*up  poids  Q  qui  tend  ^ 
6ire  rouler  les  cylindres,  ce  poids,  qu'on  augmente  successive- 
ment,  atteint  une  certalne  valeur  k  rjpstant  oil  F^quilibre  est  sur 
le  point  d'etre  rompu,  et  ce  ro^me  poids  est  n^cessaire  pour 
maintenir  uniformc  le  mouvement  de  roulement  qu'on  a  com- 
mence k  imprimer  au  syst^me. 

De  ce  fait  experimental  r^sulte  une  consequence  theorlque  : 
dans  Tun  et  Tautre  des  deux  cas  indiqu^s^  les  forces  qui  agis-* 
sent  sur  le  syst^me  sont  en  ^quilibre ;  elles  se  r^duisent :  i*"  au 
poids  P  des  rouleaux,  de  I'arbre  et  de  la  poulie,  appliqu^  en  un 
point  de  Taxe  CG;  2«  au  poids  Q,  dont  la  distance  k  I'axe  est 
le  rayon  «  de  la  poulie ;  3«  &  la  reaction  totale  iV  des  appuls, 
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laquelle  est  nicessairement  ^gale  k  la  resultante  P+Q  ies 
deux  autres  et  verticale  comme  elles.  Hais  cette  double  condi- 
tion ne  soffit  pas  pour  T^uilibre  :  il  but  encore  une  equation 
de  moments ;  et  pour  ceia  il  est  n^cessaire  que  la  reaction  li 
passe  en  un  point  A'  dont  la  distance  AA'  ou  8  en  avant  da 
diam^tre  vertical  AC  est  d^termin^e  parP^uation 

2VS=<?y    ou    8=5;^. 

Or,  cette  situation  du  point  A'  qu'on  pent  appeler  le  centre  de 
la  reaction  des  appuis>  est  ^videmment  due  k  ce  que  les  deux 
corps,  se  comprimant  mutuellement,  se  touchent  non  plus  sui- 
vant  une  ardte,  mais  suivant  une  bande  dont  A'  est  un  point 
int^rieur. 

Les  choses  se  passent  d'une  mani^re  analogue^  lorsqae  la 
ficelle  et  la  force  Q  sont  horizontales  (fig.  17)  k  une  distance  k 
du  plan  AA'.  La  reaction  totale  R  des  appuis  est  alors  oblique 
comme  la  resultante  des  forces  P  et  Q;  elle  se  decompose  en 
une  force  horizontale  F  ^gale  k  Q,  et  une  force  verticale  iV 
^gale  k  P,  la  premiere  passant  en  A  ou  extrimement  prte  de 
ce  point,  la  seconde  passant  en  A'  dont  la  distance  XM,  que 
nous  allons  encore  designer  par  i,  est  d^termin^e  par  T^a- 
tion  de  moments  autour  de  A 

Pfi  =  Qk    ou    8=^, 

analogue  k  la  pr^c^dente  et  expliqu^e  de  la  m^me  maniire. 

Ces  considerations  fort  simples  donnent  une  notion  claire  de 
ce  qu'on  d^signe  improprement  sous  le  nom  de  frottenunt  dt 
seconde  espece  ou  de  frottement  de  roulement.  Le  fait  dont  il 
s'agit^  et  qu'il  convient  d'appeler  resistance  au  roulement,  con* 
siste  en  ce  que,  lorsqu'un  corps  roule  ou  est  sur  le  point  de 
rouler  sur  un  autre,  les  composantes  normales  des  reactions  de 
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ce  demier  ont  une  r^sultante  qui  passe  k  une  petite  distance  S 
en  avam  de  la  normale  au  point  de  contact  suppose  geomd- 
trique,  du  cdt^  du  mouvement  existant,  ou  du  mouvement  sur 
le  point  de  nattre. 

On  verra^  dans  les  applications,  combien  Temploi  de  cette 
distance  i  rend  facile  r^tablissement  des  Equations  relatives 
au  roalement  d'un  cylindre  ou  d'une  sphere  sur  un  plan. 

129.  IMtennlitaaoii  exp^rlmentale  de  la  diaUmee  8.  — 

Si  Ton  applique  la  fomiule  {P+Q)l=zQq  k des  experiences 
de  Coulomb,  on  trouve  pour  3  de  trfes-petites  valeurs,  savoir  : 
O",00a48  et  0",0008,  suivant  que  les  cylindres,  dont  le  dia- 
mMre  ^tait  de  0^^462^  ^taient  en  bois  de  gaiac  ou  en  orme, 
roalant  sur  du  ch^ne. 

Quant  k  la  loi  qui  lie  les  quantil^s  Q  ei^  aux  diverses  don- 
nees  de  la  question^  les  exp^rimentateurs  sont  d'accord  sur  ce 
point  que^  si,  sans  rien  changer  aux  rouleaux  ni  au  sol  d'appui 
suppose  dur  et  uni,  on  fait  varier  le  poids  P  et  la  vitesse,  le 

quotient    ^^       ou    —   du  moment  Qq  ou  Qk  divis6  par 

la  charge  P+Q.  ou  P  atoujoursla  m^mevaleur;  la  distance  S 
reste  done  constante  sous  ces  conditions. 

Hais  si,  en  conservant  la  nature  des  corps  en  contact,  on  fait 
varier  le  diamMre  des  rouleaux,  les  opinions  se  divisent.  D'apr^s 
Coulomb,  qui,  k  la  v^rit^,  n'a  fait  k  ce  sujet  qu'un  petit  nombre 
d'exp^riences,  dont  les  resultats  n'ont  pas  ^t^  mesures  avec 
onegrande  precision,  le  moment  Qq  ou  Qh  resterait  propor- 
tionnel  k  la  pression  P+  Q  ou  P,  suivant  les  deux  cas  indi- 
qu^  k  Particle  precedent ;  par  cousdquent  la  distance  S  reste- 
rait independante  du  diam^tre.  Or,  on  voit  bien  que  cette  loi 
ne  pent  6tre  admise  avec  une  enti^re  gen^ralit^,  puisque  $ 
doit  ^videmment  6tre  toujours  beaucoup  plus  petit  que  le  rayon 
de  cylindre. 

M.  DopuiT^  aujourd*hui  inspecteur  g^n^ral  des  ponts  et  chaus- 

11 
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s^es,  daoi  ua  ouvrage  sur  le  tirage  det  voiturei  publM  en  4837, 
a  donn^  lea  rdaultata  d'expiriences  d'oii  I'oa  devraU  oooelure 
que  la  dialanoe  S»  quand  las  aubatancei  en  contaot  reateot  lei 
monies,  h  surfaces  dureset  uoies,  serai t  proportionnelle  ih 
racioe  quarrie  du  rayon  r  du  eylindre;  qa'ainii,  dans  le  m 
de  la  premiere  exp^ienoe  du  num^ro  iSB,  on  poarrait  peter, 
en  dfeignani  par  4  un  fiKtteur  constant^ 

,  =  ,^  =  y^. 

D'aprfes  lui,  le  mfetre  ^tant  pris  pour  unit^i  on  aurait 


Pour  le  bois  roQlanl sur  leliois., »•...« ...... 

Pour  lo  fer  roulant  sor  le  bois  bumide 

Pour  le  fer  roulant  sur  le  fer 

Pour  les  roues  sur  \ei  cbaussto  en  emplerre- 
ment 


Mais  H.  A.  Hoein ,  aprte  de  nouvelies  experiences,  a  contest^ 
Texactitude  de  cetle  loi,  et  soutenu  que  celle  de  Coulomb 
etait  plus  approch^e  de  la  v^rit^  dans  les  cas  ordinaires  de  ta 
pratique  oil  les  rayons  des  cylindres  ne  sont  pas  tr^-petiU.  D 
a  trouvi  d'ailleurs  que  la  resistance  au  roulenient  (et  par  coo* 
sequent  la  distance  8),  augmente  quand,  la  nature  du  sol  et 
celle  des  rouleaux  restant  les  mdmes,  la  longueur  de  Tarite  do 
contact  geometrique  diminue. 


I  3. 
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150.  Ezj^^riwM  Mvslatevt  la  raldevr    d'me  9mw4m.  ^ 

Lorsqne  sur  une  pouiie  roobilo  autour  de  son  axe  C  (fig.  i8)> 
OQ  sur  iin  cylindra  roui^nt,  paise  une  corde  sollicit^e  k  ses  ex- 
fremit^s  par  les  forces  P  ^t  Q,  Texperience  prouve  que,  soit 
pendant  le  mouvenwnt  oniferane,  aoit  k  rinstaut  oil  le  moui e- 
roent  a$t  8ur  le  point  de  ni^tre,  si  la  corde  n*est  pas  tr^s-mlqce 
et  flexible,  la  force  mouvante  Q  est  plus  grande  que  la  r^s- 
tance  P  d*une  quantity  qui  exc^de  Faugmentalion  due  au  frpt- 
temeot  de  I'essieu  de  la  poulie  sur  ses  appuis^  ou  k  la  resistance 
au  rouleroent  du  cylindre. 

Cet  excis  est  un  effet  de  la  raideur  de  la  corde  et  s'explique 
soit  par  la  figure  que  la  corde  affecte^  et  de  laquelle  il  r^sulte 
quele  bras  de  levier  de  la  resistance  Q  est  plus  grand  que  celu| 
de  la  force  mouvante  P,  soit  par  le  travail  resistant  k  vaincre 
pour  ployer  la  corde. 

151.  i<«i  de  •«  pliteoaitee.  — -  Coulomb  a  conclu  de  piu- 
sieurs  experiences  que^  abstraction  faite  du  frottement  de 
Tessien  de  la  poulie^  Pexc^s  Q-^P  peut  6tre  represent^  par 
la  formale 

1^  ^tantlediam&tre  de  la  poulie  augmente  de  celui  de  la  corde, 
^  et  B  elant  des  quantites  ind^pendantes  de  P«t  de  D,  mais 
mriabiei  avec  le  diamMve  de  la  eofde,  sa  nature  blanche  ou 
goQilronnee,  sa  secheveaae  ou  aon  humidtte^  son  etat  de  vetuste. 
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Le  tableau  suivant,  calculi  par  Natuol,  donne^  pour  certaines 
cordes  experiments  par  Coulomb,  lea  valeurs  de  ^  et  de  f 
qui  conviennent  quand  Ynniti  de  force  est  le  kilogramme, 
et  Tuniti  lin^re,  le  m^tre.  Cea  cordes  ^taient  formS  de 
trois  iorons  compos^}  euxHufimes  d'un  certain  nombre  de  fib 
de  caret. 


INDICAnON 

WuMn. 

POUMI 

TALKUBSOB 
A               B 

B. 

kf. 

1    SOfllS 

O^M 

o,aa3 

0,9BB 

0,009T 

Cordes  blanches  de )  15  » 

o,ou 

0,i4S 

0,064 

0,0055 

•  1 

0,009 

0,051 

o.ott 

0,0094 

r  80  » 

O.OSi 

0,988 

0,850 

0,0196 

Cordes  goodronnte  de.|  ts  • 

0.017 

0,103 

0,106 

0,0061 

(    6  » 

0,010     0,859 

O.Oil 

0,0096 

On  voit  par  ce  tableau  que  les  quantity  ^  et  JB  ne  Yarient 
pas  suivant  une  mdme  lot  avee  la  grosseur  de  la  corde  :  J  est 
k  peu  prte  proportionnel  k  la  quatri&me  puissance,  et  B  i  U 
seconde  du  diam^tre.  Les  experiences  rapport^es  par  Coulomb 
ne  sont  pas  sufllsantes  pour  pennettre  de  tenir  compte,daos  it 
formule,  de  Tinfluence  de  Vital  de  la  corde  plus  ou  moins  us^* 
Ce  qui  est  certain,  c'est  que  la  raideur  diminue  k  mesure  que 
la  corde  s'use. 

II  est  evident  qu'il  importe  de  r^duire  autant  que  possible 
le  diamitre  des  cordes,  eu  egard  aux  tensions  qu'elles  doiYeol 
subir.  La  resistance  moyenne  des  cordes  k  la  rupture  est  de 
5  it  6  kilogrammes  par  millimetre  quarre  de  la  section;  mais 
on  ne  doit  pas  leur  fkire  subir  en  pratique  plus  de  la  moitii  de 
cette  tension. 

152.  CeMuneal  U  nUdear  a'lmtMaslI  dam  Urn  ^^mtloai 
B¥«Mea6  4m  eMPdea  aw  lea  »e«UM.  —  Pour  oela  ofi 
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renarqne  que  de  la  formule  de  ConLOHB  il  r&ulte  que,  si  r  et 
/  ddsignent  les  distances  dii  centre  de  la  poulie  aux  axes  des 
deox  parties  rectilignes  de  la  corde^  T^uation  de  moments 
(Jr=iV  donne 

attendu  que,  la  partie  de  la  corde  qui  se  d^ronle  se  dirigeant 
presque  imm^diatement  suivanl  la  tangente  k  la  poulie,  la  dis* 

tance  r  diff%re  tris-peu  de    -  jD  . 

Ainsi^  teffet  de  la  raideur  est  d'augmenter  de    ^  (A+BP)    k 

moment  de  la  risistance  P,  moment  qui  seraU  Fr  si  la  raideur 
nezistttit  pas. 

Nous  donnerons  dans  la  seconde  Section  des  exemples  de 
i*application  de  cette  tbtorie. 

155.  WroUeimemt  d'ue  eorde  flexible  om  4*viie  eonvrole 
■w  VB  eyiiBAre.  —  Faisant  abstraction  de  la  raideur,  consi- 
d^rons  la  corde  comme  compost  d'^l^ments  solides  qui  glis* 
sent  sur  le  cylindre,  et  qui  sont  unis  entre  eux  par  des  portions 
iofiniment  petites  d'un  fil  parfaitement  flexible.  Soit  A  (fig.  19), 
nn  de  ces  6I4ments ;  soient  M  et  M'  les  milieux  des  deux  cor- 
dons adjacents,  T  la  tension  en  M,  T+4r  la  tension  en  M', 
le  mouvement  ayant  lieu  dans  le  sens  MM'.  Soit  4^  Tangle 
des  deux  normales  au  cylindre,  en  M  et  M^  D^signant  par  N 
et  fN  les  composantes,  normale  et  tangentiellCi  de  la  reaction 
da  cylindre  sur  T^l^ment  A,  on  a,  pour  T^uiiibre,  les  deux 
Equations  de  projections 

/^— arcos— =0    et   2V  — (2r+4r)sin^  =  0, 

d3  d3 

qui,  attendu  que    cos  —    ^1  k    1  —  2  sin* ~    se  r^duit  k  i , 

2  4 
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ir+dT  k  2r,  et  sin-^    k   -^,  .  devienneal  simfderoeui 

/:¥— 4r=0    et    if— wp=0,    d'oii    ~=fiL?^. 

En  integrant  depuis  le  point  od  la  tension  est  egale  It  la 
rteistanee  JP,  jusqu'it  oelui  oil  elle  esl  6gale  k  la  force  moo- 
vante  Q,  ^  exprimant  Tangle  oompris  entre  las  normahi 
extD^mes  de  Tare  embrass^  par  la  corde>  quel  que  soit  le  rayon 
constant  ou  variable  du  cylindrei  on  a 


log-ss/'ploge    ou     Q=Pef>. 


e  etani  io  nombre  3JI8M16  f  dodt  le  logirilhtne  vulgiire 
est  0,4342945.  (G^metrie  amlytiq^  H  C^kul  mfinimbml, 
p.  486.) 

L^angle  ^^  dans  le  calcul  pr^c^dent,  est  suppose  exprime 
par  le  rapport  de  Tare  qui  le  mesure  au  rayon.  Si,  dans  uoe 
application^  il  est  donn^  par  un  dombre  de  degr^  n,  on  sail 

qtill  faut  faire^  dans  la  fdrmtile,    ^  u  -^  . 

154.  VAleiUPS  eilp^riittuiyUes  d«  frottenieMl  dea  e^ORoks. 

—  D'apr^s  les  experiences  de  M.  A.  Horin,  te  coefficient  f, 
ind^pendant  de  la  lat*gear  des'courroids,  a  les  valours  sui- 
vantes : 

0,47  coorroiei  ordinaires )  sur  pouUes  1 0,28  coanroies  ordiniires )  sur  pontics 
0,50       »       neoves     )  en  bois.    1 0,88       »       humides   )  en  foote. 

Suivant  le  m6me  auteur,  on  peut  faire  supporter  sans  risque 
k  une  courroie  une  tension  de  0^^^  par  millitnMre  quarr^  do 
section. 
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Empu: 

log  ^  =  0,880,4343 = 0,38118 ; 

One  experience  sar  des  cordes  s^hes  enroul^es  siuc  un  cy- 
lindre  en  bois  dur  m'a  donn^  f=s  0,13 ;  par  cons^uent 

eV=l,80,     ei^tzsi^K,     e>^=3,*0, 

e*«r=8.ii,  ^r=i,io,  ^r=:n,s&. 


deuxiMe  section 

APPLICATIONS.  PROBI.&HE8  BT  EXERCICES  DIVEBS. 


CHAPITRE  I. 

APPUCAT10N8  DE  LA  DTNAMIQUS  DBS  SY8TEMES 
QUBLGONQUBS. 


155.  Dm  effets  de  la  poadre  svr  lea  projeetlles  et  mar  lea 
WaelMsA  ffev.  —  Soient  : 

p  le  poids  d'un  boulet, 
P  celui  du  canon  et  de  son  aff&t» 

p'  le  poids  de  la  poudre  et,  par  consequent,  des  gaz  qu'elle 
produit. 

Les  pressions  exerc^es  par  ces  gaz  sont  lellement  grandes, 
comparativement  aux  poids,  qu'on  peut,  pendant  le  mouvement 
sensiblement  horizontal  du  projectile  dans  le  canon,  n^Iiger 
ces  poids,  ainsi  que  les  reactions  verticales  et  horizontales  du 
sol  sur  I'dfftki  qui  est  suppose  n'y  dtre  assujetti  que  par  ie  frot- 
tement.  Dte  lors,  si  nous  faisons  ^galement  abstraction  de  la 
resistance  de  Tair  ainbiant,  en  appelant : 

^  la  Vitesse  du  boulet  au  sortir  du  canon, 
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V  la  Vitesse  que  Taflfftt  possMe  au  mtoe  instant^  ea  sens 

coDtraire, 
v'  ia  Vitesse  moyenne  ou  du  centre  de  gravity  da  gaz  i  cet 

instant^ 

nous  avons  (n*  4,  ^uat.  [2])  : 

^4.^V  — l»r=0. 

Totites  les  moltoules  du  ga2  n*ont  pas,  k  rin^Adt  consid^ri, 
une  mdme  vitesse.  Si  elles  ^taient  toutes  rest^es  dans  Tiate- 
rieur  du  canon,  on  pourrait  admettre,  avec  une  exactitude  suf- 
fisante^  que  v'  est  la  moiti^  de  v.  Mais  le  jeu  appel6  vwi  du 
boukt  laisse  tehapper  une  panii  du  |az  qui  prend  ainsi  une 
Vitesse  plus  grande.  II  est  done  certain  que  par  celte  cause  le 

le  produit  Pr  est  plus  grand  que    (p  +  ^)  ^  •  1'  s'augmcnte 

encore  en  r^alit^,  mais  dans  un  faible  rapport,  par  la  resistance 
de  Tair  au  mouveroent  tr^s-rapide  du  boulet. 

Exemple  applicable  k  un  boulet  de  12^' :  p'^-p ;  P=330p; 

vr=500"  environ.  La  vitesse  du  reoul  i^,  h  rioalaot  di  feoL- 

plosion,  est  done  un  peu  plus  grande  que    -  jr-   oo  I",©; 

mais  elle  pent  dtre  bient6t  an^anlie  par  le  frottement  de  I'affl^t 
sur  le  sol. 
Le  travail  re^u  par  le  boulet  est 

et  le  parcours  dans  le  canon  itant  k  peu  prfes  de  J'-.IS,  il  en 
r&ulte  un  effort  moyen  de  85  970^«.  La  surface  d'un  grand 
cercle  d*un  boulet  en  fonte  de  iJ^  6tant  k  peu  prte  de  470«, 
Teffort  moyen  par  centimetre  quarri  est  done  de  329*«  ou 
318  atmospheres,  quantity  it  laqueUa  la  preiaiOD  moyenne  des 
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gtt  de  la  poudre  Mt  un  p«tt  8up«f  i6ure>  pui^u'elle  est  en  partie 
comtNittue  par  le  flrottdment  dt  par  la  resistance  de  Tair  atmo- 
spbMque« 

Lai  oooaid4nitioda  61  lea  caldttla  appfoximatlfsqui  pr^cMent 
s'appliqueni  h  raaciflaion  dea  niti^eai 

IM«  MMmUtM  toW  l«  «iiM  des  e«fp«.  -^  Les  Corps  so- 
lides^  lela  que  la  nature  nous  lea  pr^aeiite,  lie  poss^dent  ni  la 
oootiouite,  ni  rinvariabllitA  de  figure  que  suppose  la  gdometrie. 
Uq  corps  physiquemeat  aolide  est  r^ellemeut  compost  d'il^- 
meois  niateriels  distinets,  entre  lesquels  s'exercent  des  forces 
muiuellea)  qui,  variant  considerablement  d'intensit^  par  suite 
de  tris^faiblea  variations  de  leura  distances  respectives,  s'op* 
poNDt  jusqu'li  certaines  limites  k  la  rupture  du  syst&me,  ct  ne 
pannattant  oi^nie  que  dea  dMordiBtions  sduvent  ihseusibles  sous 
raotion  de  forces  ext^rieures  qui  tendent  k  imprimer  h  ses 
parties  des  mouyementa  divers. 

Imaginona  que  deux  corpa  soitd^s  se  meuvent  s^par^ment,  en 
vertu  de  leura  vitesses  acqulaes,  Ct  Sous  inaction  de  forces  telles 
qua  la  pesanteur,  la  pression  des  fliiides  environnants,  ou  Teffort 
d*utt  moteur  anim(i.  Tant  que  ces  Corps  ne  Sont  pas  tr^s^^rap'* 
proch^  PuQ  de  Tautre^  leur  attraction  ou  ieur  repulsion  mu-* 
loalleaat  tffte-faibie;  auppoaons  qu'on  la  neglige.  Danscette 
hypotb^se^  il  peut  arriver  qu'en  \eriu  des  causes  de  mouve>- 
mam  propres  k  cheque  corps,  deux  points  tnat^riels  difi^rents^ 
prissar  Tun  at  sur  Tautre,  tendent  h  passer  en  mSme  temps  en 
00  rndme  lieu  av6c  dea  vitesaes  diffSreUtes  en  intensity  ou  en 
direction,  ou  totit  k  la  fois  en  intensity  et  en  directien.  Or,  cela 
eit  impossilde}  on  dit  ordinalrement  que  riaip6n6trabilit4  de  la 
matiere  s'y  oppose,  et  que>  par  cons^uent^  les  vitesses  des 
deux  points  considinte  sont  brusquement  tnodiH^es^  dte  que 
lei  deux  points  arrivent  au  contact.  Mais  on  ft  une  id^e  plus 
complete  de  ce  iiut,  iorsque  Ton  consid^re  que  les  deux  points 
en  quaaiion,  dto  qii'lla  sont  trto-voisins,  exeroeni  entre  eux  dea 
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actions  mutuelles  qui»  par  suite  du  rapprochement  de  ces  points^ 
finissent  toujours  par  devenir  r^pulsiyes,  et  par  acqu^rir  Tin- 
tensity  n^cessaire  pour  satisfaire  k  la  ioi  de  rimp^n^lrabilit^. 
Le  ph^nomine  dont  nous  venons  de  parler  constitne  ce  qu'on 
appelle  le  choc  ou  la  collision  de  deux  corps  solides. 


157.  Tovtefl  ItB  forecs,  aiten  dam  le  ekee»  m*mu»emi  i 
dlsteBee.  —  La  notion  des  forces  qui  se  manifestent  dans  le 
choc  des  corps  nous  est  trfes-ramili^re :  elle  nous  est  acquise  par 
Texp^rience  de  tous  les  instants^  ces  forces  6tant  analogues  aux 
pressions  n^es  de  notre  contact  avec  les  corps  qui  nous  envi- 
ronnent.  Au  contraire,  il  a  fallu  des  observations  dtiicates  et 
un  admirable  g^nie  pour  arriver  k  g^n^raliser  le  priocipe  de 
Tattraction  mutuelle  des  corps,  et,  lorsque  la  gravitation  uni- 
verselle  a  6i6  incontestablement  ^taUie  comme  un  iait,  il  a  dft 
s'^lever  parmi  les  philosophes  la  question  de  savoir  comment 
cette  force  pouvait  se  produire.  Les  uns  ont  dit  que  la  nature 
de  cette  attraction  nous  etait  enti^rement  inconnue;  d*autres, 
pensant  qu'il  ne  peut  y  avoir  de  forces  que  celles  qui  s'exercent 
entre  des  corps  en  contact,  ont  imaging  que  Tattraction  ilait 
produite  par  la  pression  de  Tether,  mati^rie  subtile  qui  rem- 
plissait  tout  Tespace.  La  discussion  de  ces  diverses  opinions  n'a 
amen^  k  aucun  r^ultat  utile.  Pour  nous,  Tattraction  et  la  re- 
pulsion de  la  mati^re  ponderable  sont  des  forces  qui  toutes 
deux  s'exercent  k  distance,  attendu  que,  lorsque  nous  disons 
que  deux  corps  se  touchent,  nous  n'entendons  pas  qu'il  y  ait 
entre  eux  un  contact  g^om^trique  rendant  impossible  font 
rapprochement  ult^rieur;  mais  nous  voulons  dire  qu'ils  sont 
assez  pris  Tun  de  Tautre  pour  que  leur  repulsion  mutuelle 
devienne  sensible^  et  modifie  le  mouvement  de  ces  corps. 

Quant  au  principe  en  vertu  duquel  ces  forces  existent,  il 
n'est  gu^re  mieux  connu  pour  la  repulsion  que  pour  Tattraction, 
et  il  est  d'ailleurs  indifferent  dans  T^tude  de  la  Mtomique  et 
dans  ses  applications.  Ge  qui  importe,  c'est  la  connaissance  des 
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lois  de  ces  forces ;  el  la  premiere  de  ces  lois^  celle  de  I'^galite 
de  toate  action  et  de  la  reaction  oppos^e,  permei  di]h  de  tirer 
descons^uences  utiles,  notamment  dans  la  question  du  choc 
desoc^. 

138.  MovTeaieBt  du  eemtve  de  yraTM  conmiui  de  deax 

e«rp8.  —  Cette  loi  de  la  reaction  ^gale  k  Taction  a  conduit  au 
thforfeme  g^n^ral  du  mouvement  du  centre  de  gravity  d'un 
syst^me  materiel  quelconque  (10).  II  en  r^ulte  que,  pendant 
le  choc  ou,  en  general,  pendant  Taction  mutuelle  de  deux 
corps,  le  mouvement  du  centre  de  gravite  du  syst^me  de  ces 
deux  corps  ne  depend  que  des  forces  ext^rieures  agissant  sur 
ce  syst^me.  Si,  par  exemple,  ces  forces  sont  nulles,  ce  qui  re- 
vient  h  supposer  les  deux  corps  litres  dans  Tespace^  et  k  n^gli- 
ger  Teffet  de  la  pesanteur  pendant  la  tr^s-courte  dur^e  du  choc, 
le  mouvement  du  centre  de  gravity  du  syst^me  sera  rectiligne 
et  uniforme  pendant  tout  cet  intervalle  de  temps. 

Soient  X  et  JU'  les  masses  des  deux  corps  distincts^  v  et  v' 
les  vitesses  de  leurs  centres  de  gravity  k  un  m^me  instant, 
avant,  pendant  ou  aprte  le  choc;  u  la  vitesse  constante  du 
centre  de  graviti^  du  syst^me  des  deux  corps.  On  a>  en  proje- 
tant  les  vitesses  sur  trois  axes,  les  trois  ^nations 

(Jf  +  jr')  «,= jfv,+ M  Vx , 

{M+Mf)  Mx  =  Mv.  +  M'v\ ; 

d'oii  Ton  tirera  ux,  wy,  ut,  et  par  consequent  u  etses  angles 
avec  les  axes,  d&s  que  Ton  connaltra  les  intensit^s  et  les  direc- 
tions des  vitesses  v  et  v\  k  un  m£me  instant,  vitesses  qui  va- 
rient  avec  le  temps^  en  vertu  des  actions  mutuelles  pendant  le 
choc,  tandis  que  u  reste  constante. 

Ces  trois  Equations  expriment  que  si,  par  un  point  de  Tespace, 
on  imagine  deux  droites  repr^sentant,  pour  Tintensit^  et  la  di^ 
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rection,  leg  quantilte  Mv  ni  9fv\  la  diagonale  do  partllAh 
gramme  oonstniit  $ur  oea  deux  droites  repr^sentara  de  la  mtaa 
mani^re  la  quantity  dc  mouv6m«ol  (jf^.Jir')!!,  conatanude- 
puis  le  commencement  jusqu'i  la  fin  du  choc.  On  voit  awi 
que  le  centre  dc  gravity  de  Kensemble  se  meut  dans  un  plan 
parall^le  aux  deux  vitesses  des  centres  de  gravity  des  deux 
corps  diatinots  avant  le  ehoc. 

II  peat  arriver  que  les  deux  corps  restent  unis  aprte  le  choc; 
leur  aetion  muluelle  est  alors  dite  oon  ^lastique,  et  c'est  k  oe 
caa  que  s'appliquent  le  plus  ordinairement  las  formules  prid- 
dentes  et  la  construction  g^m^trique  correspondanle.  Mais  si 
apr^s  le  choc  les  corps  se  s^parent,  lea  m^mes  Equations  et  la 
mdme  construction  appartiennent  encore  au  mouvement  udI- 
forme  du  centre  de  gravity  du  systfeme  des  deux  corps,  point 
qui,  k  chaque  instant,  divise  en  parties  inversement  proportion- 
neiles  aux  deux  masses  JV  et  Jir'  la  droite  joignant  les  deux 
centres  de  gravity  individuels  des  deux  corps.  Seulement,  dans 
ce  second  cas,  le  mouvement  propre  k  chaque  corps,  qnii  pent 
6tre  important  de  determiners  reste  inconnu  tant  qu'on  ignore 
lea  ioia  des  actions  mutaelles  excretes  pendant  le  choc. 

159.  Choe  MvMi  #•  4maL  Mrps.—  Faisons  une  applicafkm 
des  gen^ralites  prec^dentes  au  cas  le  plus  simple,  celui  oil  les 
centres  de  gravite  des  deux  corps  avant  le  choc  se  meuvent  sur 
la  m^me  ligne  droite.  La  centre  da  gravity  de  Pensemble  res- 
tera  alors  sur  cette  ligne,  en  y  conservant  le  m^me  mouvement 
malgr6  le  choc.  Supposons,  en  outre,  que  les  deux  corps  soient 
symetriques  par  rapport  k  Taxe  qui  contient  leura  oeptres  de 
gravit^j  et  n'aient  chacun  qu'un  mouvement  de  translation. 
Alors,  si  Ton  designe  par  v^  et  v'^  les  vitesaea  de  cea  deox 
centres  avant  le  choc^  v^  sera  h  cet  instant  la  vitesse  de  toiv 
les  points  du  premier  corps,  v'^  celle  de  tons  les  points  du 
second.  D^s  que  le  choc^  c'es(4-dire  Taction  mutueile  des  deux 
corps  animus  de  vitesaea  diff^rentes,  commeocera,  le  corps  M 
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sera  sollicite  par  des  forces  dueg  au  corps  If',  at  dont  ia  rtoiU 
taote  F  tora,  &  cause  de  la  sym^trie,  dirigia  suivant  la  droite 
qui  passe  par  les  deux  centres  de  gravity ;  rteiproquement,  le 
corps  Jir'  recevra  du  premier  des  forces  ayant  leur  r^sultante 
F  ^ale  et  contraire  h  la  premiere.  De  Ik,  le  changement  de 
forme  et  les  vibrations  que  devra  ^prouver  chaque  corps,  sui* 
nmt  sa  nature  et  suivant  la  distribution  de  sa  masse, 

Qaoi  qu'il  en  soit,  si  Ton  conserve  k  v  ei  v*  leurs  significa- 
tions pr^c^dentes  (138)^  ces  yitesses  qui,  pendant  le  choc^  ne 
seront  plus  respectivement  communes  k  tous  les  points  des 
corps  M  et  Jf ,  satisferont  n^anmoins  (attendu  que  Timpulsion 
des  forces  ext^rieures  pendant  la  dur^e  du  choc  est  supposie 
poavoir  6tre  n^gllg^e)  k  la  relation 

il  arrivera  toujours  un  instant  oh  les  deux  centres  de  gravity 
suront  la  mdme  vitesse  u^  celle  du  centre  de  gravity  commun 
de  Teosemble  des  deux  corps^  donniie  par  I'^uation 

et  dans  I'hypotbtee  de  vibrations  trfes-petites^  cette  vitesse  u 
psraltra  commune  a  toutes  lea  parties  des  deox  corps. 

Cela  pos^,  si  Taction  mutuelle  des  deux  corps  est  noo  ^lasti* 
qoe,  son  intensity  devient  nulle  d^s  cet  instant.  Le  choc  est 
alors  terrain^ ,  et  les  deux  corps  unis  cooservept  la  vitesse  u , 
tant  qu'elle  n'est  pas  modifi^e  par  des  forces  ext^rieures. 

La  derni^re  equation  convient  h  tcus  les  cas  particuliers,  soit 
que  les  deux  corps  aillent  dans  le  m&txie  sens  (les  vitesses  soni 
abrs  de  m£me  signe) ,  soit  qu'ils  aillent  ^  la  rencontre  Tun  de 
Tautre  (les  vitesses  v^  et  v\  sont  alors  de  sigoes  contraires^  et 
le  sens  de  la  vitesse  commune  u  est  d^termind  par  son  signe 
qui  est  celui  de  ia  plus  grande  des  deux  quantit^s  de  mouve- 
ment) ;  soit  encore  que  Tune  des  masses  soit  en  repos  avant  le 
choc  (il  suffit  alors  de  feire  nuUe  la  vitesse  correspondante);  soit 


176    8ICT.  II,  CHAP.  K  DTHAHIQCB  DBS  STSTftlBS  QOBLCONQUBS. 

enfin  que  la  vitesse  commune  u  doive  £tre  nulle  (ce  qui  a  lieu 
quand  les quantity  de mouvement  Mv^  et  M'v^  sont egales et 
de  signcs  coutraires. 

140.  Dvrte  d«  ek«e  et  iBiensIt^  waojemmm  des  fareea  am 

MBiaet.  —  La  dur^e  du  choc  de  deux  corps  doit  depeudre  dc 
leur  vitesse  relative  et  de  leur  duret^ ;  pour  la  determiner  par 
le  calcul,  il  faudrait  connaltre  la  loi  suivant  laquelle  varient  les 
forces  ^gales  qui  agissent  au  contact.  On  aura  une  approxima- 
tion de  cette  dur^e  en  supposant  les  forces  mutuelles  F  et  f 
constantes.  En  r^lit^,  ces  forces,  toujours  egales  et  opposees, 
sont  nulles  k  Tinstant  od  le  choc  va  commencer ;  elles  arrivent 
rapidement  k  leur  maximum  d'intensit^,  puis  redevienoent 
bientdt  nulles  ou  presque  nulles.  Nous  les  remplagons  ici  par 
une  valeur  moyenne.  Soient 

jc  le  chemin  que  d^crit  le  centre  de  gravite  du  corps  M 
depuis  le  commencement  du  choc  jusqu  k  Tinstant  oil  les 
centres  de  gravity  de  deux  corps  sont  supposes  avoir  la 
vitesse  commune  u ; 

x  la  quantity  analogue  pour  le  second  corps ; 

t  le  temps  icovAi  entre  les  deux  instants  d^ignfe. 

En  appliquant  le  thtorfeme  du  mouvement  du  centre  de  gra- 
vity (10),  on  aura 

'=''•'-$¥'''  **  '-"V+j^**.    [Ml 

Dans  ces  deux  Equations,  les  quantit^s  x  et  x!  sont^  coinme 
v^  et  v\y  des  quantity  alg^briques,  c*est-k-dire  positives  oa 
D^atives,  selon  leur  sens  sur  la  droite  des  centres  de  gravity 
x—x'  sera  la  quantite  dont  les  deux  centres  de  gravity  se  se- 
ront  rapproch^,  et  en  la  d^signant  par  I  on  aura 

8=K-t,'.)l-i«»i!?^.  [36] 
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Maintenantilfaiitecrire  que  le  temps  t  correspond  it  Tinstant 
oil  les  deux  centres  de  gravity  ont  la  ni^me  vitesse.  A  cet  eifet, 
par  le  m^me  thtordme,  on  aura  les  deux  equations  suivantes, 
qui  ne  sent  d'ailleurs  que  les  d^riv^es  des  Equations  [35], 

Mu—Mv^=^Ft    et     M'u—M'v\z=Ft, 

d'oi  iliminant  u  on  tire 

Ft  (M  +  if  0  =  MM'  (v.  -  v\).  [371 

De  [36]  et  [37],  en  ^liminant  d'abord  F  et  en  appelant  P  et 
'*'  les  poids  des  deux  corps  dont  les  masses  sont  M  et  M\  on 
conclut 

ExiMPLB.  Supposons  :  4°  que  la  vitesse  relative  Vo— v'o  des 
deux  corps  soit  due  k  un  m^tre  de  hauleur;  2°  que  le  rapport 

P 

-^  soit  ^1  a  9 ;  3«  que  la  distance  o  dont  les  centres  de  gra- 
nite se  rapprochent  pendant  le  choc  soit  de  0'»,001 . 
On  trouve  d'apres  ces  donnees 

^-v',=J/'2j=4,43;     ^=0%00045;    F=iOOP=:900P'. 

Bien  que  la  (heorie  prec^dente,  qui  suppose  la  force  F  con- 
stant, ne  soit  pas  exacte,  elle  fait  comprendre  Tinflucnce  de 
laduret^  (de  laquelle  depend  la  quantile  3]  sur  Tintensit^  de 
Taction  mutuelle  et;5ur  la  rapidity  du  choc. 

141.  Peple  de  puissance  vive  dans  le  choc  direct  de  denx 
corps  Bon  ^lastiqaes.  —  Cas  oti  Tunc  des  vltesscs  est  nolle . 

—  II  est  d*un  grand  inter^t,  dans  la  m^canique  industrielle  de 
comparer  la  puissance  vive  de  deux  corps  imm^diatement  avnnt 
et  apris  le  choc.  Si  les  corps  restent  unis  apr^s  s'^tre  mutuelle- 

IS 
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ment  comprim^,  et  si,  n^ligeant  lea  vibrations  qui  peurent 
subsister  dans  les  deux  corps,  on  les  consid^re  comme  a;ant^l 
la  fin  du  choc,  une  vitesse  commuDe  danstous  ieurs  titoeots^ 
on  voit  facilement : 

4«  Qu'il  y  a  diminution  au  moins  appareute  de  leur  somme 
de  puissance  vive,  car,  pendant  la  compression  qu'ont  subie  les 
deux  corps  jusqu'au  moment  oil  Ieurs  vitesses  son!  devenues 
^gales,  le  rapprochement  des  molecules  voisines  du  contact  a 
-eu  lieu  roalgr^  la  repulsion  que  ce  rapprochement  m^me  fait 
nattre,  d^oii  e&t  r^suit^  un  travail  negatif ; 

2"  On  voit  ^galement  sans  calcul  que  le  travail  dfi  anx  forces 
molteulaires,  et,  par  consequent,  la  variation  de  puissance  vi?e 
qui  lui  est  numeriquement  ^gale,  ne  dependant  que  du  mou- 
vement  relatif  des  deux  corps,  ne  change  pas  si,  par  la  pensee, 
on  iroprime  aux  deux  corps,  avant  le  choc^  une  vitesse  commune, 
que  Ton  compose  avec  les  vitesses  pr£existantes. 

II  suit  de  la  derni^re  observation  que  Ic  calcul  de  la  diminu- 
tion de  puissance  vive  de  deux  corps  qui  se  choquent  peut  tou- 
jours  se  ramener  au  cas  oil  Tun  des  corps  serait  en  repos  avant 
le  choc.  Nous  ferons  done  v'«=0  dans  les  hypotheses  du  nu- 
m^ro  139.  La  puissance  vive  du  syst^me  des  deux  corps  avant 

le  choc  sera    ■-  Mv^^  . 

Si  Ton  suppose  qu'^  la  fin  du  choc  tons  les  61£ments  des  deux 
corps  aient  une  vitesse  commune,  qui  sera,  par  cons^uent, 
la  vitesse  u  du  centre  de  gravity,  la  puissance  vive  seraalors 


qui  k  cause  de    u=  rr— ^^7    (139)  deviendra 


i    J#«V 


2   M  +  M' 
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Done,  la  difference  ou  perte  de  puissance  vive  sera 


i*--'('-5^) 


1   MM'v* 


142,  Applle»ilo«  •«  biiit«se  a«s  pllote.  -^  Un  inouton 
dont  la  masae  est  ill  et  le  poids  P  ou  Jf^r,  toinba  d'una  bau-* 
teur  h  sur  la  tdte  d'on  pilot ;  sa  puissance  vive  avant  le  choo 

est  done    PA  zz:  -  Mv* .    Aprfes  un  choc  de  tr6s-courte  daree, 

le  pilot, dont  la  masse  est  M'  et  le  poids  P',  prend,  ainsi  que  to 
moulon,  une  vitesse  qui  diif^re  peu  de  la  Vitesse  u  ci^dessus 
calculee,  si  la  r^istance  du  terrain  est  petite  comparativement 
k  la  force  qui  se  ddveloppe  au  contact  du  mouton  et  dn  pilot 
pendant  le  choc. 

Lq  puissance  vive  qui  reste  k  Tensemble  est  done  h  la  fin  du 
choc,  dans  cette  hypoth^se,  k  peu  pr^s 

ou     Ph  ■ 


2   M+M'  P' 

IH — 
^  P 

Cette  expression  fait  abstraction  des  vibrations  du  pilot;  mais 
ces  vibrations  ne  contribuent  pas  k  I'enfoncement  qu'on  veut 
produire,  et  qui  est  sensiblement  proportionnel  k  la  puissance 
vive  du  pilot  et  du  inouton  fictivement  condenses  en  leur  centre 
de  gravity  commun.  Par  consequent,  le  travail  Ph^  depens^ 
pour  reievation  du  mouton,  restantlemSme^  ainsi  que  le  poids 
P^  du  pilot,  on  obtiendra  un  plus  grand  effet  k  mesure  que  P 
croltra,  ce  qui  suppose  que  h  d^croit  dans  le  mdme  rapport. 

La  diminution  de  puissance  vive  due  au  choc  et  egale  it 

Ph ;    n'est  pas  seulement  un  inconvenient  comme  perle 

d'une  partie  de  i*effet  utile  du  mouton ,  elle  repr^sente  le  travail 
moleculaire  qui  accompagne  la  deformation  dcs  pieces  en  col- 
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lision,  deformation  qui  peut  aller  jusqu'a  la  rupture  (*)•  ^^^ 
quautite  d^crott  quand  P  auginente,  le  produit  Ph  restant 
constant.  II  est  done  avantageux,  par  un  double  motif,  de  faire 
usage  de  moutons  d^un  grand  poids  en  mod^rant  la  hauteur  de 
leur  chute.  On  peut  verifier  qu'il  est  plus  facile  d'enfoncer  un 
clou>  sans  le  courber^  en  le  frappant  k  petits  coups  d'un  asset 
gros  marteau,  qu'en  le  frappant  h  grands  coups  d*un  marteau 
trop  petit. 


145.  C«i  •*  aneane  dtm  vlte— ea  avaat  le  ehae  a'cst 
B«Ue.  —  Si  aucune  des  vitesses  Vo  et  v\  n'est  nulle,  on  peut, 
sans  changer  le  mouvement  relatif  des  deux  corps^  reduire  par 
la  pens^e  Tun  d'eux  au  repos,  en  retranchant  des  deux  vitesses 
une  m£me  quantity  v\.  Le  corps  de  masse  M  n'a  plus  alors 
que  la  vitesse  v^-^v'^;  le  corps  de  masse  M'  est  reduit  an 
repos  initial,  et  Ton  rentre  dans  le  cas  precedent.  1^  perte  dc 
puissance  vive,  nuiueriquement  ^gale  au  travail  n^gatif  dfiiaux 
actions  mol^culaires  pendant  le  choc  jusqu'au  momeut  oil  la 
Vitesse  est  devenue  commune  aux  deux  corps,  s*obtient  done 
en  substituant  v^ — v\  a  v^,  dans  la  derni^re  expression  du 
num^ro  144.  Elle  est 

II  serait  ais6  de  verifier  ce  resultat,  en  comparant  la  puissance 
vive  avant  le  choc    -  Mv^^  +  -  M'v'J    avec    -  ( ilf  +  if')  «* 

(*)  Jo  me  souviens  qu^eo  181  i,  eiaoi  ^  Bordeaux,  j*ai  entendu  dire  que 
des  pilots  enfonc^s  dans  le  lit  do  la  Dordogne  avec  un  lourd  rooolon  tom- 
bant  d*une  hauteur  inusil^e  avaient  paru  prendre  un  grand  enfoncemenl, 
mais  que,  quelque  temps  a  pros,  plusleurs  de  ces  pilots,  ayant  6t6  arracbes, 
avaieni  M  trouves  rompus,  de  sorlc  que  leur  panic  superieure  avait  seole 
subi  Tabaissernent  observe^,  en  glissant  h  cdt^  de  la  pariie  inf^rieure  arr^lte 
dans  sa  descenie. 


\ 
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qui  est  celle  des  deux  corps  h  Pinstant  de  la  plus  grande  com- 

Jlfv^  -f.  jf' v' 
pression;  en  mettant  pour  u  sa  valeur    — ^  ,   ^,     ,    on 

trouveraitf  pour  diff<§rence,  la  quantity  ^crite  ci-dessus. 

On  remarquera  que  cette  quantit^^  d'aprte  la  derniire  for- 
male  [38]  du  num^ro  140^  est  4gale  au  produit  FS,  qui  doit  en 
effet  exprimer  le  travail  des  forces  mutuelles  F  et  F'. 

144.  Th^r«iiie  de  Cmm^u  —  La  nidme  consideration  du 
mouvement  relatif  conduit,  comme  on  va  le  voir,  k  une  autre 
consequence.  Quelle  que  soit  la  Vitesse  u  suppos^e  commune,  a 
Tinstant  de  la  plus  grande  compression,  on  pent,  sans  changer 
la  diminution  de  puissance  vive  subie  par  les  deux  corps  depuis 
le  commencement  du  choc,  substituer  aux  vitesses  v^  et  ti'^ 
les  vitesses  v^ — u  et  v'^^  u  dont  Tune  sera  positive  et  Tautre 
negative.  Or,  dans  cette  supposition  des  vitesses  initiales,  la 
Vitesse  commune  au  moment  de  la  plus  grande  compression 
sera  nulle,  puisqu'elle  sera  u—  m  ;  done  la  perte  de  puissance 
vive  sera  egale  k  la  puissance  vive  totale  avant  le  choc,  savoir  : 


ijfK-«)>+iM'(«~o^ 


c'est-^-dire  que  la  perte  de  puissance  vive  depuis  finstant  initial 
du  chocjusqu'd  Vinstant  ou  les  centres  de  gravite  des  deux  corps 
ont  une  meme  vitesse,  abstration  faite  des  vibrations  qui  peuvent 
rhulter  du  choc  meme^  est  igale  a  la  somme  des  puissances  vives 
que  possideraient  les  deux  corps^  si  chacun  dCeux  etait  anime  de  la 
Vitesse  qu'il  a  perdue  ou  gagnee  dans  le  choc. 

Tel  est  le  th^or^me  de  Garnot,  qui  se  demontrait  ordinaire- 
ment  par  des  combinaisons  alg^briques,  et  qui  peut  se  verifier 
par  ce  moyen,  en  substituant  pour  u  sa  valeur  en  v^  et  v'^ . 
Cette  proposition  presque  evidente  n'a  pas  d*ailleurs,  ce  nous 
semble,  I'importance  qu'on  lui  a  attribute. 
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145,  GhM  dw  MVfs  «lMliqm«  --  Cm  liypvtMllqM.  •* 

li  arrive  ftouvent  que  deux  corps,  aprte  s'^tre  choques  directe- 
meut,  se  apparent  en  vertu  des  forces  mutuelles  r^pulsives  qui 
subsistent  4  rendroit  du  contact,  k  rinatant  oil  la  vitease  des 
deux  centrea  de  gravity  eat  devenue  commune. 

Dana  ia  thiorie  du  choc  dea  corpa,  on  admet  I'exiatence  d'une 
^lasticite  parfaite,  qui  couaisie  en  ce  que  deux  molecuiea  quel- 
conques  qui  ont  ^t^  rapprocbees  ou  eloignees  (endent  k  re- 
prendre  leur  premiere  distance,  ei  en  ce  que  leur  action  mu- 
tuelle  pendant  ie  retoor  k  celte  distance  primitive  repasse  par 
ies  m^mes  degres  d'intenaite  qu'elle  a  eus  dans  la  p^riode  de 
d^fomiation  croiasaute.  Cette  propri^t^  paratt,  en  eflTet,  appar* 
tenir  k  tons  lea  corpa  aoiidea  auxquels  on  ne  Tait  subir  qirun 
derangement  aasez  petit,  et  dont  la  limite  varie  auivant  la  nature 
dea  corpa.  Maia  aouvent  on  admet  en  outre  que  Ie  choc  de  deux 
corpa  diaatiquea  pent  quelquefois  a*accomplir  de  mani&re  qu'k 
I'instant  m^meoti  iis  se  apparent,  ils  aient  repria  leur  figure  pri* 
mitive  et  Ie  repos  relatif  de  leurs  molteulea  entre  ellea.  Daos 
celte  bypothJM  toujoura  plus  ou  moina  ^loign^e  de  la  realiie, 
parce  qu'elle  n^lige  Ies  vibrations  toujours  subsistantes  a 
rinstant  de  la  separation,  Ie  travail  mol^culaire  total,  depuis  Ie 
commencement  jusqu'li  la  tin  du  choc,  serait  nul^  puisque  pour 
chaque  groupe  de  deux  forces  int^rieures  f  quelconques,  la 

somme  de  travaux    /  fdt    se  r^duirait  k  ziro. 

Reprenant  dans  cette  roftme  bypothtee  la  question  du  choo 
direct  du  num6ro  139,  si  Ton  designe  par  F  la  vitesse  du  corps 
de  masse  Jf  aprte  la  separation  qui  termioe  Ie  cboc>  par  V  la 
Vitesse  du  corps  de  masse  Sf  au  mdme  inatani,  on  aurai  Ies 
sommea  de  travail  des  forces  tant  exterieurea  qu'interieures 
etant  nulles« 
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et  cetle  tuition  couibioto  avac  la  fuivante,  ooDs^uenoe  du 
theortoe  da  la  qoaQtit^  da  nouvamaot 

permet  de  dfterminar  V  at  v\  Cas  ^oationa  donnent 

r(F'i-i/,»)=iif(V— *^  et  M'(r-t/,)=M(v.-r),  [39] 
ffoii  .  K'+v/=:v^4-r   ouWen    r'— r=v^— v'^,     [40] 

c'asl*ii-*dira  que  la  mtesH  relative  n'a  ehangi  que  de  tigne^  de 
wHe  que  deux  eorpe  qui  s'approehaient  Pun  de  Fautre  at>ee  la 
mte$se  relative  v^^^v'^ ,  i'iloignent  aprh  le  ehoe  avec  la  viteeee 
nUuiveigale  F'-^r. 

Ceia  pos^,  lea  ^nations  [30]  at  [40]  6tant  du  preraiar  dagr^, 
doooaroot  trts-aia^ment  las  vitesaea  K  at  F'.  En  ^limiDanl  v 
on  a 

'  (if  -h  M')  F'  asB  aJUv^  +  If  V.  —  Mv\ 

qu'oD  peut  ecrire  comma  il  suit 

(I+JfOr'rz^CMv.+MVJ  — (Jf+Jf>;=2(if+Jlf>-(Jlf+M>;, 
ou  simplement 

ce qui  combing  avec  V'—Fzuv^ — v'^  donne  F=z^u — v\. 

On  en  conclut  que  les  vitesses  F  et  F'  apres  le  choc  excident 
la  Vitesse  u  du  centre  de  gravity  ou  sont  excedees  par  elle,  autant 
que  cette  vitesse  u  est  supirieure  ou  infiricure  aux  vitesses  Vo  et 
v\  avant  le  choc. 

Dans  le  cas  particulier  oil  les  masses  M  et  M'  des  deux  corps 
elastiques  sont  egales,  on  a  2tt=v+v',  F=i;'  et  F'=zv  , 
c'est-k-dire  qu'il  y  a  ^change  de  vitesaes.  Si  Tun  des  corps  est 
en  repos  avant  le  choc,  Fautre  demeurera  en  repos  aprte  le 
choc,  et  le  premier  prendra  la  vitesse  primitive  du  second. 
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146.  Ciw0&mmimmf\m  4hremtM  <■  Am^  dcs  emvpm  ^toattqita. 

—  Deux  billes  dMvoire  ou  de  caoutchouc  rdalisent  jusqu'k  un 
certain  point  les  hypotheses  du  numero  pr^c^dent,  et  les  resul- 
tats  de  Texp^rience  de  leur  choc  mutuel  sont  assez  d'accord 
avec  les  formuies  deduites  de  ces  hypothtees.  Mais  il  itnpotte 
de  remarqucr  que  la  figure  des  corps  qui  se  choquent  a  une  in- 
fluence considerable  sur  le  ph^nom^e.  Si  Ton  fait  tomber  une 
baile  de  caoutchouc  sur  une  table  de  marbre,  eile  rejaillit  k  peu 
prfes  aux  deux  tiers  de  la  hauteur  de  la  chute ;  mais  si  Ton  bit 
rexp^rience  avec  un  disque  de  la  m^me  mati^re,  que  Ton  fiisse 
tomber  k  plat^  le  rejaiilissement  est  presque  nul.  Ce  n'est  ce- 
pendant  pas  que  le  corps  tombant  ait  cess£  d'etre  presque  par- 
faitement  elastique ;  inais  Texpiication  de  ce  fait  est  dans  les 
vibrations,  qui,  lors  du  dernier  cas,  se  propagent  k  Tinterieur, 
tandis  que,  lorsque  les  corps  qui  se  choquent  sont  spheriqaes, 
ou  au  nioins  quand  Tun,  et  le  moins  dur  des  deux,  a  oette 
figure,  les  vibrations  n'ont  une  grande  intensity  qu'aux  environs 
du  point  de  contact. 


CHAPITRE  11. 

APPLICATIONS  DE  LA  DYNAMIQUE  SPEGIALE  DES  S0L1DE8. 


RiACTlOMS  BE8  APPUI8  d'UK  CORN  80L1DB   TO0R1IANT. 

147.  Corps  tonmaBt  aatoor  d'lw  axe  Tertieal  sous  I'ac- 
tioii  de  la  pesaatenr  et  de  forees  r^doeCibles  k  an  covple 
horiiontal.  —  Noiis  appliquons  ici  la  th6orie  expos^e  au  nu- 
mero68.  L'axe  de  rotation  Os  est  vertical  et  dirig^  de  haut  en 
bas;  nous  faisons  passer  le  plan  sOx  par  le  centre  de  gravite, 
et  Dons  supposous  de  plus  que  Torigine  O  soit  en  Tun  des  points 
d'appui,  A.  En  appelant  P  le  poids  du  corps^  11  faut  dans  les 
cinq  premieres  equations  [21]  faire  2Px  =  0,  2P,  =  0, 
lP2^M€i  =  P,  2JllxP=0,  2artyP=— Pa  et  i;=0, 
ce  qui  donne,  pour  calculer  les  cinq  forces  X,  Y ,  X',  Y'  et  z, 

dtv 
dif 

at  dc 

148.  Stability  d'vne  meole  horlzontale  de  moaIiB&  bl«.— La 

meule  mobile  repose,  par  un  point  situd  au-dessus  de  son  centre 
de  gravite,  sur  la  pointe  ^mouss^e  d'un  arbre  tournant,  qui  lui 
communique  son  mouvement  au  moyen  d*une  double  fourche 
nommee  anille;  celle-ci^  en  I'obllgeant  de  tourner  comme  I'arbre, 
lui  permet  n^anmoins  d'osciller  tant  soit  peu  relativement 
i  cet  arbre.  Cela  6tant,  il  est  n6cessaire  pour  le  bon  service 
de  la  meule  que  sa  face  inferieure  tourne  simplement  et^  par 
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cons^ent,  sans  oscillation  autour  de  la  verticate  passant  par 
SOD  point  de  suspension^  m^me  dans  le  cas  oil  Taxe  de  rota- 
tion de  Tarbre  moteur,  termini  par  ce  mdme  point  de  sus- 
pension, ne  serait  pasi  lui-m^noe  exactement  vertical.  La 
meule  est  donc^  comme  au  num^ro  pr^c^ent,  un  corps  qui 
tourne  autour  d'un  axe  geoni^trique  fixe;  mais  la  condi- 
tion sp6ciale  k  ce  corps,  c'est  qu^il  n*a  qu'un  point  d'appoi 
A ,  ce  qu'on  exprimera  dans  le^  Equations  pr^c^dentes  en  icn- 
vant  qu'au  second  point  A'  les  ructions  X'  et  Y  sont  nulles, 

quelles  que  soient  les  valeurs  de  w  el  de    — .    II  faut  pour 

cela  qu'on  ait  s^paretnent  dans  la  clnqui^noe  Equation,  a=0, 
5x=0  et  57  =  0;  qu^ainsi  le  centre  de  gravity  soil  sur  I'axe 
de  rotation  de  la  meule,  et  que  cehii-ci  solt  axe  principal 
d'inertie;  moyennant  quoi  X  et  V  sont  nulles  comme  X'el 
y  en  vertu  des  deux  premieres  des  cinq  Equations  qui  termi- 
nent  le  numero  pr^c^dent. 

Celte  tlitorie  explique  comment  uiie  meule,  ainsi  suspendae 
par  un  point,  pent  avoir  sa  base  horizontale  dans  I'^tat  de  rcpos^ 
et  perdre  cette  situation  quand  elle  tourne.  Les  deux  formules 
5^  =  0  et  5,=0,  ou  lmyz=zO  et  2mucz  =  0^  IndiqueDl  le 
moyen  de  corriger  ce  d^raut  en  introduisant,  dans  quatre  trous 
verticaux,  des  masses  de  m^tal  et  de  boisdont  on  r^e  etpe* 
rimentalement  la  position.  Dans  un  trou  suppose  dans  le  plan 
xOs ,  ou  met  le  mital  audessus  du  boia»  el  dans  le  trou  diame- 
tralement  oppose  on  fait  Tinverse,  ce  qui  fait  6videminent  varier 
la  quantite  Zmyz  qu'on  finit  par  rendre  nulle  apris  qualquc 
tfttonnement. 

140.  Ceaire  d«  perensAlon.  —  On  suppose  qu*un  corps, 
libre  de  tourner  autour  d'un  axe  Ob,  commence  sans  vitesse 
initiate  it  6tre  sollicit^  par  des  forces  ayant  une  resultante  uni- 
qne  P;  on  demande  sous  quelles  conditions  les  pressionssur 
les  appuis  sont  actuellement  nulles. 
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l/appiication  k  ceUe  question  de  la  ih^orie  du  nnmiro  70 
eM  immediate.  li  faut  que  la  force  P,  qui  produit  h  rioBlani 

m^me  une  acceleration    -— ,     soit    ^quivcilente  aux  seules 
dl 

forces  totales,  ou^  ce  qui  revient  an  mdme,  fasse  ^quilibre  aux 

seules  forces  d'inertie.  Celles-ci  ont  done  une  resultante  unique; 

done,  !•  la  force  P  doit  (70  et  76),  comme  cette  rfeultante, 

§tre  situ^e  dans  un  plan  qui  est  perpendiculaire  k  Taxe  de  rota- 

tioD,  et  qui  le  rencontre  en  un  point  oil  il  faut  que  cet  axe  soit 

axe  principal  d'inertie;  ^  puisqu'^  Tinstant  dont  il  s'agit,  la 

viiesse  angulaire  w  est  nulle,  on  a  Ox=0,  par  consequent 

Pi=0,  c*est-^-dire  que  la  force  P  doit  6tre  perpendiculaire 

au  plan  contenant  Taxe  de  rotation  et  le  centre  de  gravite  du 

corps  touniant ;  3°  la  distance  de  la  force  P  a  Taxe  de  rotation 

doit  6tre  egale  a   -— —  . 
Ma 

Le  point  oil  la  force  P  doit  rencontrer  perpendiculairement 

le  plan  qui  contient  le  centre  de  gravite  et  Taxe  de  rotation 

&'api»ile  centre  depercuseion  oorregpondant  k  oet  ate. 

EzniPLB.  Si  le  corps  est  un  parallelipip^de  rectangle  homo* 
fintj  et  que  Taxe  de  rotation  soit  une  de  ses  aretes,  le  centre 

2 
de  percussion  en  est  k  la  distance     -L,    la  distance  de  Taxe 

t  i'ar^e  qui  Itii  est  diBgonaiement  opposeie  etant  L, 

PBRDDLB  COMPOS^. 

ISO.  I««B||iiewr  te  pendole  staple  eorrespondant*  —  Le 

pendule  compose  est  nn  corps  soUde,Iibre  de  se  mouvoir  autour 
d'un  axe  fixe  horizontal^  et  soumis  hors  de  cet  axe  k  la  seule 
action  de  la  peianteur,  par  cons^uent  sans  frottement»  hypo- 
Mm  qu'on  realise  au  moyen  de  couteaux  reposant  sur  des 
eooaaiiiets  fixes.  Soient  O  (fig.  20)  Taxe  de  suspension,  G  le 
cenlnBde  gravity  a  un  instant  quelconque;  m  et  mg  la  masse  et 
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le  poids  d*un  Element  du  corps,  x  sa  distance  au  plan  verti-    i 
cal  O7,  ^mz^M,  OG=«»  Tangle  variable  GOyzza;  on  a  (68)    ; 

dw ^^Sfx Mga  sin  a 

S'il  s'agissait  d'un  pendule  simple  dont  la  longueur  flit  /  et 
recartement  angulaire  le  m^me  a,  la  m6me  formule  donnerait, 
reduction  faite, 

dw       g  sin  a 

dF'^'nr"- 

Done  pour  que  la  droite  OG  du  pendule  compose  osdile 
comme  un  pendule  simple,  il  faut  et  il  sufBt  que  la  longueur  I 
de  celui-ci  satisrasse  k  Tequation 

c'est-a-dire  que  la  longueur  du  pendule  simple,  dont  les  oscilia- 
tions  sont  les  mdmes  que  celles  d'un  pendule  compost,  est 
^gale  au  moment  d'inertie  de  ce  dernier  autour  de  Taxe  de 
suspension,  divis^  par  le  moment  de  la  masse  de  ce  corps  re- 
lativement  au  plan  AOA'  perpendiculaire  k  OG. 


%»i.  Ilw«e  des  petttas  MelUMI^Bs  da  pmdvle  i 

—  La  dur^e  T  des  petites  oscillations  du  pendule  compost  est 
done  (11;  104) 


-'i/Hi/^ 


m 


Rbmaequb.  On  conclut  de  cette  formule  un  moyen  experi- 
mental de  determiner  le  moment  d'inertie  d'un  corps  solide 
relativement  k  un  axe  autour  duquel  on  pent  le  faire  osciller 
sans  frottement  sensible.  On  observe  la  dur6e  T  de  ses  petites 
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(Mcillations;  on  ditermiae  le  poids  Mg  par  tine  pes^e;  on 
mesore  la  distance  a ,  en  posant  le  corps  en  ^quilibre  sur  un 
coateau  horizontal,  et  Toneaicule  Y^mr^  par  la  formule  ci-apr6s, 
i|a*oa  dMuit  de  la  precedent  e  : 


152.  Centre  d'eaelllacien,  -—  Si  dans  le  plan  en  OG  on 
eoo^it  uoe  horizontale  C  dont  la  distance  ^  Taxe  de  suspen- 
sioD  0  soit  ^ale  k  I,  \e  moiivement  des  points  situ^s  sur 
cette  droite  n'est  ni  acc^I^r^,  ni  retard6  par  leur  liaison  avec 
les  autres  points  inat^riels  du  corps.  On  appelle  centre  (Toscil- 
ktm  le  point  de  la  droite  O'  situ^  sur  la  mdrne  perpendi- 
colaire  k  Taxe  O  que  le  centre  de  gravity :  ce  point  oscille 
oommesi  toute  la  masse  y  ^tait  concentric.  La  formule  [41], 
rapprocWe  de  ce  qui  a  6te  trouv6  au  nura^ro  449,  demon tre 
que  les  centres  d'oscillation  et  de  percussion  relatifs  k  un  m^mo 
^  de  suspension  sont  sur  une  m^me  droite  parall^le  a  cet  axe, 
else  confondent  si  celui-ci  est  axe  principal  d'inertie  au  point 
on  11  est  rencontr^  par  la  perpendiculaire  men^e  par  le  centre 
fcgravil6. 

185.  R^lproeit^  des  deux  eeiitres  de  snspensiea  eC 
i'MeiiiaUoa.  —  A:  et  A:,  d^signant  les  rayons  de  giration  du 
peodnle  par  rapport  aux  axes  projet^s  en  O  eten  G,  on  a  (72) 

2«r»  =  M*9==Ma«+M*  a  ,     Z=a+^,  GO'  =  ^  , 
'  a  a 

done 

GCGO'sV- 

Ce  dernier  produit  ne  varie  done  qu'avec  le  rayon  de  girnlfon  k\ 
PV  rapport  k  Taxe  projetd  en  G. 
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Cons^ueiices  :  1°  Le  centre  d*o8cillation  est  toujonrs  au-* 
dessous  du  centre  de  gravite. 

S*  Si  i'on  reniplace  Taxe  de  suspension  par  nn  autre  qui  loi 
soit  parall6le  et  k  la  mSme  distance  a  du  centre  de  gnmtii  hi 
longueurs  GO'  et  I  restent  ies  ni^mes. 

3*  Si  Ton  transporte  Taxe  dc  suspension  en  O'  parall^lement 
k  sa  premiere  direction,  de  sorte  que  a  doit  alors  6tre  rem- 
it • 
plac£  par    ^ ,    la  nouvelle  distance  do  centre  d'osoiliatieo  au 

jt« 
centre  de  gravite devient^galek  a;  la  longueur  I  reste  -^+«f 

a 

la  m6me  qu'auparavant,  et  par  consequent  la  dur^e  7  des  os- 
cillations ne  change  pas.  C'est  ce  qu'on  exprime  en  disant  que 
Ies  centres  (TosciUation  et  de  suspension  sont  echangeables  oh  reci- 
proques. 

^'^  Puisque,  pour  toutes  Ies  suspensions  parall^les,  la  lon- 
gueur I  est  la  somme  de  deux  longueurs  dont  le  produit  est 
constamment  A:,*,  le  minimum  de  /  consider^e  comme  fonc- 
tion  de  a  (minimum  auquel  correspond  la  plus  courte  duree 
des  oscillations  du  m^me  corps)  a  lieu  pour  a  r=A:, ,  et  par  coo- 
sequent  l=z^k^.  D'ailleurs  /  et  7  croissent  ind^finiment  i 
mesure  que  a  s'eloigne  de  k^  vers  z^ro  ou  Tinfini. 

5°  La  formule  [42]  pent  £tre  remplac^e  par  celle-ci  oil  la 
masse  des  corps  n'entre  plus  explicitement^  mais  od  le  rayon 
de  giration  k^  depend  de  la  loi  de  la  distribution  de  cette 
masse  : 


■='|/lFf 


[431 


154.  Proe^d^  exp^rlatttntal  i^nt  determiner  I*aee6l6r«« 
tlon  g  doe  A  la  pesantear.  —  Supposons  qu*on  adapte  k  UQ 
mdme  corps  deux  couteaux  fixes  parall^les ,  A  et  A'  (fig.  21), 
dans  un  plan  contenant  le  centre  de  gravity  G ;  on  pourra  roe« 
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sorer  trte-exactement  les  distances  AG=:ii  et  A'6=sa'.  Cela 
^ant,  si  Ton  fait  sucoessivement  osciller  ce  pendule  autour  de 
A  et  de  A'  dans  un  m6me  lieu^  en  appelant  7  et  T'  les  dur^es 
observes  des  oscillations  dans  ees  deux  cas,  et  en  d^ignant 
par  k^  le  rayon  de  giration  ioconnu  do  solide  autour  de  I'axe 
projet^  en  G,  on  aura  les  deux  Aquations 

d'oii,  en  eliminant  ^,S  on  conciura 


9—'^ 


aT^  —  a'T'^' 


fonnule  qui  servira  h  determiner  g  pour  le  lieu  de  TexpMence, 
poorvu  quo  a'  diff^re  de  a.  II  faudra  done  que  les  couteaux 
A  et  A'  aient  e\i  ^tablis  k  des  distances  inegales  du  centre  de 
gravite  G.  Dans  Ic  cas  particulier  oil  les  dur^es  r  et  T'  se 
trouveraient  egales,  on  aurait 


^='i/^- 


eeqai  doit  6tre,puisque  chacun  des  axes  A  et  A'  passerait  au 
centre  d*oscillation  correspondent  k  Tautre  consid^ri  comme 
axe  de  suspension. 

ittS.  Us  rinflaeace  de  I'air  sar  lea  oseillatioAs  da  pendnle. 

—  La  theorie  prteedenle  ne  tient  pas  conipte  de  Pinfluence  de 
Pair,  laquelle  s'exerce  de  deux  maniferes.  4®  Un  corps  plough 
dans  un  floide  pesant  en  regoit  une  sous*pression  appel^e  im« 
proprement  perte  de  poids^  egale,  si  le  corps  el  le  fluide  sont 
en  repos;  au  poids  du  fluide  d^place  -,  S"*  un  corps  en  niouve- 
ment  dons  un  fluide,  comme  Tair,  eprouve  une  resistance  qui 
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crott  avec  la  vitesse.  L'exp^rience  prouvo  que  cette  derniire 

resistance  pour  uu  pendule  dans  Fair^  n'altt^re  pas  sensiblement 

la  duree  des  petites  oscillations,  puisquc  celles-ci  restent  iso- 

chrones  pendant  que  la  vitesse  et,  par  consequents  I'amplitude 

decroissent.  Pour  avoir  ^gard  k  la  premiere  cause,  en  supposaot 

le  pendule  compost  homogene^  ainsi  que  le  fluide  ambiant,  en 

d^signant  par  9tg  le  poids  du  fluide  d^place,  il  faudrait  dans 

,    o         ,      dm       Mqa  sin  a  ,  ,     ^ 

la  form.ule    —  =  — % — r —    reroplacer  la  force    Mg   far 

{M^M')g  et  en  conclgre  la  dur^e  des  oscillations 


ou  bien,  en  appelant  b  le  rapport  du  poids  du  fluide  de>plac6  i 
celui  du  pendule. 


"=''|/(TZ^(-+¥) 


1 66.  Pi^flston  d«  peadnle  snr  ses  awn^s*  —  On  le  suppose 

symetrique  par  rapport  au  plan  men^  par  le  centre  de  gravite  G 
perpendiculairement  kTaxe  de  rotation  O.  La  pression  est  alors 
situee  dans  ce  plan,  ^gale  et  oppos^e  h  la  resultaote  des  forces 
X+ A''  et  Y+  T  donnees  par  les  deux  premieres  equations  [211 
du  num^ro  68.  Cette  pression  est  done,  k  Tinstant  oil  le  pendule 
est  descendant  dans  la  position  indiquee  par  la  figure  20,  ia  ri- 
sultante  du  poids  M^,  de  la  force  centrifuge  Maw"^  suivant  OG 

div 

et  de  la  force  d'inertie  tangenlielle    —Ma —    suivant  OA. 

d/ 

Ces  dernifere  quantitis  variables  s'expriment  en  fonctions  dc 
Tangle  a ,  de  la  hauteur  h  dont  est  descendu  le  centre  de 
gravite  depuis  sa  position  extreme,  et  de  la  longueur  I  da  pen- 
dule simple  correspondant  au  pendule  compose  dont  il  s'agit. 
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D'abord  on  a  Tequation  du  travail     -  w'^Zmr^^zMgh    et 

Imr^  h 

I  =  -——    d'oii     Maw^ =^Mg-  . 
Ma  I 

^  ,     dw       flfsina,,^-.     ,,  ,    ^,  dw      ,,   a  sin  a 

On  a  ensuite  —  =  ^—^ —  (i  60) ,  d'ou  Ma  —  =  Mg  — - —  . 
di  I      ^  At  ^       I 

EnHn,  le  poids  vertical  Mg  se  decompose  en  Mg  cos  a  sui- 

vaot  OG,  et  Mg  sin  a  suivant  OA'. 

La  pression  cherchee  est  done  la  r^sultante  de  deux  forces 

rectangulaircs,  Tune  suivant  OG^  ^gale  ^   Mg  [2y  +  cos  a]  , 
Tautre  suivant  OA'  egale  &    ilf^f  sin  *  {*  ""7)  • 

1^7.  Hf^troMOBie  de  Haelxei. — Une  tige  prisniatique  mince 
AB  (fig.  2i)  oscille  autour  d'un  axe  horizontal  O.  A  I'extr^- 
mite  inKrieure  A  est  fix^e  une  lentille.  Un  autre  corps  C 
moins  lourd  prend,  k  la  volenti  de  Texperimentateur,  diverses 
positions  sur  la  partie  sup^rieurc  de  la  tige,  et  s'y  fixe  par  un 
ressort.  A  mesure  que  le  curseur  C  s'el6ve,  le  centre  de  gra- 
Tites'elfeveaussi;  leproduit  aim  diminue,lemonnentd'inertie 

augmente;  la  longueur  I  ou    —= —    croll  a  fortiori, 

Soit  Jr  la  masse  de  la  tige  senle;  le  quarre  de  son  rayon  de 
gintioD  autour  de  O  est  {S%  i") 

Appelons  n'jtf  la  masse  de  la  lentille,  r  son  rayon,  n'lfA:'» 
son  moment  dMnertie  par  rapport  k  O,  n!^M  la  masse  du 
ciir^ur,  X  la  distance  variable  de  son  centre  de  gravity  h  Taxe 
0.  Son  moment  d'inertie  autour  de  cet  axe  diff&re  peu  de 

13 
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Oo  a  done  tr^s-approximativen)ent 


'*^"*        n(*  +  r)-.^(*-A)n"x 


Pour  chaqae  vaieurde  /,  le  nombre  d'oscillations  par  roiaute 
est  donn^  par  la  formule 

^       60        601    /^       59,84 


BALAMCI  Dl  TOAVOV. 

Itt8.  PnporiUBBallM  de  I'aaiple  el  4a  e««ple  de  t«ni#B. 

—  Une  tige  m^tallique,  cylindrique  et  vertioale»  eUDt  enoastr^ 
dang  UD  support  fixe  k  son  extr^miti  sup^rieure,  et  portantii 
Tautre  bout  soit  une  poulie,  soit  une  barre  horiioolale  rigide 
dont  le  centre  de  gravity  est  sur  la  direction  de  I'axe  de  la  lige, 
si  Ton  veut  tordre  cette  tige  d'une  certaine  quantity  el  mtin* 
tenir  ensuite  T^quilibre,  en  conservant  la  yerticaliti,  il  bot     j 
n^cessairement  appliquer  k  la  poulie  ou  k  la  barre  des  foroei 
horizontales  qui  Univalent  k  un  couple,  et  Texp^rience  appreod 
que  le  moment  de  cc  couple  est  proportionnel  k  Tangle  de  tor-     j 
sion  de  la  tige,  c'est-ik-dire  k  Tangle  dont  le  corps  solide  ioK- 
rieur  a  tourn6  k  partir  de  la  position  qu'il  avail  d'abord,  toal     j 
en  repos,  sous  la  seule  action  de  la  pesanteur  et  de  la  r&istaoce     \ 
verticale  de  la  tige.  Dans  T^tat  de  torsion,  T^quilibre  du  corps     ! 
inf^rieur  consid^ri  isol^ment  exige  ^Tidemment  qu'il  regoive, 
du  bout  de  la  tige  avec  lequel  il  est  en  contact,  des  forces  eqai- 
valentes  it  un  couple  i^gal  et  contraire  au  premier. 

La  loi  de  la  proportionnalit^  du  couple  tordant  it  Tangle  de 
torsion  se  constate  par  des  experiences  directes  et  ftcilcs, 
lorsque  la  tige  est  d'un  assez  fortdiam^tre.  Mais^  lorsqu'il  s'agil 
d'un  fil  tr^s-fin,  on  v^rifie  cette  loi,  comme  Ta  foit  le  cMbre 
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physicicii  Coulosb,  par  la  m^thode  des  oscillations  de  Tappareil 
appel^  balanoo  de  torsion. 

Itt9.  OaelllaltoBS  de  la  balaaee  de  toraioB.  —  Le  corps 
sospendu,  nyant  €ii  iirMg&,  par  torsion  du  ill,  de  sa  position 
d'equilibre  naturel,  et  £tant  ensuite  abandonn^  sans  vitesse 
iniliale  k  la  pesanteur  et  h  Taction  du  fil  qui  tend  k  se  ditordre^ 
on  admet  que,  pendant  le  mouvement  de  rotation  du  corps  in- 
femuTy  le  61,  ne  prenant  que  des  vitesses  extr^mement  petites, 
agit  sur  ce  corps,  k  chaque  instant,  de  la  m^ine  mani^re  que 
s'il  etait  maintenu  en  repos  dans  son  ^tat  de  torsion,  c'est-k- 
dire  qu'il  agit  suivant  la  loi  ci-dessus  exprim^e  en  exer^nt  sur 
le  corps  lournant  des  forces  ^quivalentes  k  un  couple  propor- 
tionnel  a  Tangle  actuel  de  torsion,  et  en  sens  contraire  de  la 
torsion. 

II  est  facile,  comme  on  va  Ic  voir,  de  conclure  de  cettchypo- 
tbesc  quel  sera  le  mouvement  evidemment  oscillatoire  du  corps 
suspendu. 

Ce  corps  etant  suppose  sym^trique  par  rapport  k  un  plan 
passant  par  Taxe  vertical  du  fil, soil  a  Tangle  variable  de  ce  plan 

da 

aveo  sa  position  d'dquilibre  naturel.    -*-    est  la  viteise  angu* 

laire  designee  par  w.  Pour  appliquer  la  formule  de  Tacciil^ra- 
tioD  angulairc  (68),  il  suffit  d'y  introduire  le  moment  du  couple 
qui  repr^sente  Taction  du  fil  sur  le  corps  oscillant.  On  a  : 

dw COL 

df-~T' 

equation  dans  laquelle  I  est  le  moment  dinertie  du  corps  au- 

tour  de  Taxe  du  fil,  et  c  est  le  moment  du  couple  resultant  des 

actions  du  fil  sur  ce  corps  ^  quand  Tangle  a  est  4^  correspon- 

180 
dant    —    degres.  La  valeur  de  la  conslante  c  depend  d*ail- 
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leurs  du  m6tal,  du  dianifetre  et  de  la  longueur  du  fil  (♦). 

•  da 

En  6liminant  «  au  moyen  de  la  relation  w  =— ,   on  obtienl 

wdtu= —    d  ou    w*= j(a.«  -  «»), 


ao  ^tant  f  ecarteraent  initial  pour  Icquel  la  vitesse  angulaire  est 

da 
d7' 


da 

nulla.  Par  consequent,  w  itanl  remplace  par    — • 


d'oii 


d.=-|/£-=i^ 

f=j/{arc(cos  =  i^) 


+  c. 


(•)  Suivant  les  lois  dc  la  lorsion  d'un  prisme  (donl  on  peul  voir  Texpoii- 
lion  dans  noire  lrali6  inliiule  Th6orib  db  la  iiitsiSTAKrcB...  dbs  solioes, 
pages  14  k  17),  en  appelant : 

Pp  le  momenl  du  couple  de  torsion, 

6  Tangle  de  la  lorsion  par  unite  de  longueur  du  prlsmc, 

fo  le  moment  d*inerUe  polaire  dc  sa  section  iransversale  aulour  de  son 
centre  de  gravity, 

G  un  coeDicient  de  glissement  qui  depc'nd  do  la  nature  du  prismo,  on  a 

Pp  =  G6/o. 

S'il  est  question  d'un  cylindre  dont  Ic  rayon  est  p  ,  on  a    /©= -  ::?*;   fi 

si  Pondesigne  par  L  la  longueur  de  cc  cylindre  el  par  a  Tangle  total  desa 

a 
torsion,  d*oii  resulte    6t=:  ->,    la  formule  precedeute  devient 
li 

Gwp* 

Gwp* 
la  consiaule  c  pour  nn  cylindre  special  ^lant  . 

Le  coefficient  G  pour  le  fer  est  k  peu  pr^s    6^-10*. 
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On  met  le  signe  —  dans  I'avant-demiere  6quation^  parce  que 
daDS  la  premiere  oscillation  qu'on  a  en  vue,  si  ol^  est  positif, 

da 

la  Vitesse    —    est  negative.  En  integrant  de  Oo  il  —  ao,  on 
di 

trouve  pour  la  dur^e  de  roscillation  enti^re 

Tormule  analogue  h  celle  des  petites  oscillations  du  pendule, 
avec  cette  double  diffi^rcnce  :  i^'que  la  dur^e  T  est  ind^pen- 
dante  de  Tamplilude  des  oscillations,  qui  peuvent  ^Ire  aussi 
grandes  qu'on  veut,  sauf  la  faibie  influence  de  la  resistance  de 
Tair;  i<>  que  cette  dur(ie  est  aussi  (contrairement  k  ce  qui  a 
lieu  pour  le  pendule),  ind^pendante  du  lieu  de  i'observatioui 
pourvu  que  le  61  et  le  corps  suspendu  ne  soient  point  changes^ 
et  aienl  toujours  mfime  temperature;  et,  par  suite,  m6me  oias- 
ticite  et  mdmes  dimensions. 

Inexperience  qui  constate  que  les  oscillations  de  Tappareil 
doDt  il  s'agit  sont  isochrones,  quelle  que  soit  leur  amplitude, 
confirme  la  proportionnalite  du  couple  et  de  Tangle  de  torsion. 

160.  IMCemiiiiatloB  experimentale  dn  momeitt  de  lonlon 
ii'mm  fli  donn^.  —  Pour  obtenir  la  valeur  du  coefficient  c 
propre  au  iil  faisant  partie  de  Tappareil  qui  vient  d'etre  decrit, 
il  suflSl,  d'apres  la  derniere  formule,  de  determiner  le  moment 
d 'inertie  /  du  solide  qui  y  est  suspendu,  et  d'observer  la  duree 
T  de  ses  oscillations. 

Le  moment  d'inertie  I  pent  eire  trouve  par  le  calcul,  si  Ton 
connait  exactement  les  dimensions  du  corps  suspendu  et  la  re- 
partition de  sa  masse ;  ou  bien  on  Tobtient  par  la  methode  ex- 
perimentale  indiquee  h  Tarticle  452,  en  tenant  comptc  si  Ton 
veut,  poup  plus  d'exaclitude,  de  Pinfluence  de,la  sous-pression 
deTair,  suivant  la  remarque  de  Tarticle  155.  Pour  cela,  avant 
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d'aiUcber  ce  corps  au  fil  de  suspeosioOf  on  en  forme  un  pen- 
dule  compose  qu'oii  fait  osciller  aatour  de  TarMe  d'un  cooteau 
implant^  dans  ce  solide,  parallfelement  k  la  direction  qui  doit 
6tre  verticale  dans  la  balance  de  torsion.  En  appelant  T'  la 
dur^e  des  oscillations  de  oe  pendule,  M  sa  masse^  Jf  la  waue 
de  Fair  qu'il  deplace,  X  la  distance  de  soo  centre  de  gra?ite 
k  I'ardte  du  couteau,  on  a  (155) 


V    9H» 


MX> 


d'oH 


'=-*Mv(--^)-^)- 


r  ct  f"  ^tant  ainsi  connns,  on  en  eonclura 

Les  trait^s  dc  physique  ensei^nent  Tusage  que  Coulomb  a 
fait  de  la  balance  de  torsion  pour  mesurer  les  attractions  et  re- 
pulsions ^lectriques,  et  d^rivent  comment  Cavendisch  s'en 
est servi  pour constater  et  evaluer  lattraction  mutuellc de deax 
corps  ro^talliques,  et  en  conclure  la  densite  moyenne  du  globe 
terrestre.  L'applicalion  du  calcut  k  cette  belle  experience  sap- 
pose  la  connaissance  des  theoremes  que  nous  allons  demontrer. 

ArriACTIOR   IBTOtLLI  ftl  DBOX  STlftlBS  rOBI<K8  DM  COOCBBt  BOHMtKrs. 


161.  Atlraea«B  BivUielle  dl'«a«  e«««he  I 
ctoe  el  di*wi  T^mimt  auiMriei.  —  Conaiderons  d'abord  Tactioa 
mutuelle  d'une  couche  spherique  honiog^ne  dont  le  centre  est 
O  (fig.  33),  et  d'un  point  mat^iel  aitui  en  A,  bora  de  oette 
coucbe.  La  determination  de  cette  force  ae  d^duit  de  la  pro- 
pri^ti  generate  de  la  rteultante  de  pluaieura  forces  coocou<* 
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ranies«  el  de  la  loi  de  la  gravitation  untveraelle  de  ia  matifere, 
eu  maon  directe  des  oiaases  at  en  raison  inverse  du  quarr6  dea 
distances. 

Soient  »  I'^paisseur  trfes-petite  de  la  couche  sph^rique, 

r  son  rayon  CM, 

(A  sa  masse  sous  I'unite  de  volume^ 

M^A%r^i[k  sa  masse  totale, 

(d  Taire  d^une  tr^s-petite  portion  de  la  couche  profilee  en 
MM', 

z  sa  distance  AM  au  point  A, 

X  te  projection  AP  de  AM  sur  AO , 

djc,  par  consequent,  la  projection  PP'  de  MM'  sur  AO, 

m  la  masse  da  point  materiel  situ^  en  A , 

a  la  distance  AO , 

9  Tattraction  qu*exerceraient  Tun  sur  Fautredeux  points  ma- 
t^rieis  ayant  ruulti  de  masse  et  situ^s  a  un  mMre  de  dis- 
tance mutuelle. 

La  force  attractive  inutuelle  eiitre  T^l^ment  A,  dont  la  masse 
681  m,  et  rei^ment  MM'  dont  la  masse  est  (xo)t,  est  done  ex- 
primee  par 


La  r^sultante  de  toutes  les  forces  pareilles  qu'exerce  sur  le 

point  materiel  A  la  zone  euti^re  comprise  dans  la  couche  sph^- 

Tiqoe  entre  les  deux  plans  MM,  et  M'M',  perpendiculaires  a 

AO;  etant  ^videmment  dirigi§e  suivnnt  AO,  est  ^gale  k  la 

somme  des  projections  sur  cet  axe  des  forces  ^l^mentaires.  La 

.     .                     ,      ofl»u.<i>c          omMdix 
projection  sur  AO  de    - — ^ —  est  i — 

Lasomme  des  valeurs  de  cette  quantity  pour  tons  les  elements 
(A  qui  ferment  ia  zone  d^crite  par  Tare  infiniment  petit  MM\ 
est  rsttnetioa  de  la  icooe  sur  la  point  A|  et  s'obtient  (poisque 
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tous  ces  elements  ni  ont  le  mdme  x  et  le  m^me  2)  en  metUnt 
pour  fa>  la  surface  de  cette  zone»  savoir  2xrdx,  sa  hauteur 
PP'  ^tant  dx.  Cette  attraction  est  done 

X  omJf  jcdjc 

2?mix,7:r-jdac    ou     ^•-^. 

LMnt^gration  de  cette  expression  va  donner  i*attraclioD  en- 
tifere  exerc^e  par  la  couche  sph^rique  sur  le  point  A,  et  reci- 
proquement  la  r^sullante  des  actions  du  point  A  sur  la  couche 
sph^rique.  Les  variables  x  et  z  ^tant  Tune  fonction  de  Taufre, 
il  faut  en  ^liminer  une.  Or,  on  a  r"=:a'+z"— 2ax,  d'ou 

x=      ^^ et    djc  =  — . 

L'expression  ci-dessus  de  Tattraction  de  la  zone  MM',  de- 
vient  done 


<fmM 


(d.+  (a«-r«)^), 


Ara^ 
dont  I'int^rale  ind^finie  est 

Si  le  point  A  est  ext^rieur^  comme  dans  la  figure  23.  rin- 
t^grale  definie  doit  6tre  prise  entre  les  limites  z^=a— r  el 
Z=za+f\  Elle  est  done 

se  r^duisanl  h    ^^  :    c'est  la  force  cherchee,  et  Ton  voit 
que  rattraction  mutuelle  de  la  couche  spherique  komogene  et  du 
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poini  mdieriel  ext^rteur  A  est  la  meme  que  8%  toute  la  matiere 
de  la  couche  etait  riunie  au  centre  O. 

162.  Attraetioa  mstiielle  entre  an  eorps  ooatpiMi^  de 
Mvehes  spMriqnes  homogtees  et  an  point  materiel  exM- 

riewp.  —  II  r^sulte  ^videmment  de  ce  qui  pr^cMe  que  cette 
attraction  est  la  m^me  que  si  toute  la  matiere  du  corps  sph^- 
riqae  etait  r^unie  au  centre. 

165.  Cas  d'nn  point  Int^rlear  entoar^  d'nne  eoa«lio  spM* 
riqme  homo^^ne.  — *  Si  lo  point  A  etait  int^rieur,  I'analyse 
precedente  (159)  s'appliquerait  encore,  sauf  les  limites  de  Tin- 
tegrale  qui  seraient  r—  u  et  r+n  :  cette  int^grale  serait 
done 

r  +  a-J  -/-      -\ » 


I 
I 

se  r^duisani  h  zero.  Ainsi^  le  point  materiel  inf^rieur  est  en 
equilibre  sous  Taction  des  forces  diverses  que  la  couche  enve- 
loppante  exerce  sur  lui  dans  toutes  les  directions. 

164.  Point  sitn«  h  I*int«rienr  d'nn  eorps  compost  do 
eosehes  iiomos^nes.  —  L'action  mutuelle  de  ce  point  et  du 
corps  sph^rique  se  r^duit  h  celle  du  m^me  point  et  de  la  ma- 
tiere enveloppee  par  la  surface  sph^rique  qui  passe  par  le  point 
iotirieur ;  car  le  point  devient  ext^rieur  par  rapport  k  cette 
sphere,  tandis  que  Taction  de  toutes  les  couches  qui  Tenvelop- 
pent  est  nulle. 

RsBARQnB.  Si  la  terre  6tait  spherique  et  homog^ne,  son  at- 
traction, sur  un  point  int^rieur,  serait  directement  proportion- 
nelle  h  la  distance  a  de  ce  point  au  centre,  tandis  que  son 
attraction  sup  un  point  ext6rieur  est  r^ciproquemenl  propor- 
tionnelle  au  quarr6  de  cette  distance.  En  effet^  dans  le  cas  du 
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point  int^rieur^  il  faudrait,  dans  la  formule    ^-^,    faire  M 

variable  avec  a  proportionnelle  k  son  cube,  (andis  que  lorsque 
le  peine  eet  axMrieur,  la  maaae  M  est  oonstante. 

«•«•»«•  aiiMHqvaa  liMMactaea.  -^  Soient  denx  spheres  situees 
ext^rienrement  Tune  k  I'autre  et  composes  de  couches  bomo* 
gtoes;  soient  Jf  et  Jf'  leurs  masses  totales,  O  et  O'  leurs 
oeutres  doot  la  distance  est  a. 

L*action  de  toate  la  premidre  sphere  sur  chaque  paint  mat^ 
rial  da  la  seoonda  est  la  mtoe  que  si  la  maase  Jf  etait  rdanie 
en  son  centre  O ;  Taction  totale  de  la  premiere  sphere  sur  la 
seconde  est  done  ^le  k  celle  qu*exercerait  sur  celle-ci  un  point 
situ^  en  O  et  ayaot  la  masse  M,  Mais,  dans  ce  cas^  cette  actioD 

r^ultante  est  (160)  exprim^e  par    ■  -^    ,   comme  si  la  masse 

M'  de  la  seconde  sphere  <itait  aussi  reunie  en  son  centre  0'. 
Done 

Tetoitn.  Deux  corps  composes  de  couches  spheriques  homo- 
genes,  dont  tons  les  points  matiriels  s*attirent  en  raison  direete 
de  leurs  masses  et  en  raison  inverse  du  quarre  de  leur  distance, 
e'xercent  Vun  sur  Pautre  des  forces  dont  la  risultante  est  la  mm 
que  si  la  matihe  que  chaque  corps  contient  itait  reunie  en  son 
centre, 

SWLOI  DK  Ll  BALASCK  BK  TOkStOlf  POOR  MUOatR  L^ATtftACTtOV  HOTVILU 
DI  DBOX  8MI&UKS   MISTALL!Q0ES^  BT  LA  DBKSlTt  HOTEirilE  DB  LA  TBftBB. 


1 66.  MSanaSsallom  exparlaiMtale  4e  I'sltraettiNi  4e  imm 
■ph^ras  MppovUie  ft  I'mnlM  ae  pvldU  4m  Ue«  d«  l*ttmp«ffiMM. 

-^  On  a  quatre  spheres  m^talliques,  deux  grosses  ot  deux  petiles, 
parfaitement  ^ales  deux  k  deux.  Une  barre  horiKonlale  en  bois 
l^er^  d*une  forme  semblable  k  celle  du  fltou  d'une  balance  or- 
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dinaire,  est  attach^e  en  aon  milieu  qui  est  aussi  son  centre  de 
gravite^  k  un  fil  m^tallique  dont  Fextr^mite  sup^rieure  est  en- 
castree  dans  un  support  immobile.  Aux  deux  bouts  et  au-des- 
sous  du  fl^au  sont  tix^es  lea  deux  petites  spheres  m^taliiques 
egalea,  dont  ies  centres  sont  de  niveau  et  k  ^gales  distances  de 
la  direction  du  fil  de  suspension.  Le  flean  est  aminci  vers  ses 
extreuiites  et  r^uit  aux  dimensions  nicessairea  pour  supporter 
le  poids  des  deux  spheres;  le  fil  est  long  et  aussi  An  qu'il  est 
possible,  sous  la  condition  de  resistor  k  la  double  charge  des 
spheres  et  du  fl^u. 

Avant  d'adapter  le  fl^au  muni  des  deux  petiles  spheres  au  fil 
de  suspension,  on  a  d^termin^  son  moment  d*inertie  /  (160) ; 
cl  aprte  Tavolr  mis  en  place,  on  le  fait  osciller  horizonlalemenl 
en  ecarlant  loutes  causes  de  perturbation  de  son  mouvement. 
On  observe  la  duree  T  de  ses  oscillations^  lesquelles  sont  tres- 
lentcs  h  cause  de  la  finesse  et  de  la  longueur  du  fil.  (Cavendish 
dans  ses  experiences  a  employ^  successivement  deux  fils  dont 
le  plus  f!n  Taisait  une  oscillation  en  i4  minutes.)  De  Ik  on  con- 
clut  (i60)  la  quantite  c  coefScient  de  Texpression  ca  du  mo- 
ment du  couple  de  torsion. 

Cola  fait,  on  connalt  I'instrument  dont  on  doit  faire  usage,  et 
roo  met  en  action  Ies  deux  grosses  spheres  sur  Ics  deux  petites. 
A  cet  effet,  au-dessous  et  k  Taplomb  du  fil  de  suspension,  on  a 
dispose  un  pivot  k  axe  bien  vertical,  sur  lequel  tourne  une  barrie, 
second  fleau  horizontal,  plus  fort  que  le  premier  et  portant  k  ses 
deux  extr^mit^s  Ies  deux  grosses  spheres  S",  S''  (fig.  U)  dont 
Ies  centres  sont  assujettis  i  rester  dans  le  rodme  plan  horizontal 
qui  contient  Ies  centres  des  petites  spheres  S'  S\ 

On  fait  tourner  le  syst^me  des  deux  grosses  boules  jusqu*^ 
ce  qu'elles  viennent  toucher  ies  deux  petites;  on  fait  alors  re- 
trograder  Ies  deux  grosses  sphires^  et  I'on  voit  que  Ies  deux 
petites  Ies  suivent  et  m^me  Ies  pressent,  en  vertu  des  deux  at-* 
tfftctions  mutueiles  formant  no  couple  superieur  k  celui  de  la 
torsion  du  fil.  Mais  si  Ton  continue  de  faire  ritrograder  Ies 
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grosses  spheres,  ces  attractions  sont  bient6t  combaitues  par  le 
couple  do  torsion,  et,  de  part  et  d'autre,  les  deux  groupes  de 
spheres  se  separent.  Le  syst^me  des  deux  petites  se  trouve  alors 
en  ^quilibre  sous  Taction  du  couple  de  torsion  exerc6  par  le 
fil,  et  des  deux  attractions  ^les  exerc^  par  Ics  deux  grosses 
spheres. 

Formulons  cet  ^quilibre.  En  supposant  que  les  quatre  centres 
des  spheres  soient  k  une  m^me  distance  de  Taxe  vertical  du  fil 
de  suspension,  designons  par 

/  cette  distance  S'O  ou  S'^O,  (fig.  24), 

a  Tangle  de  torsion  du  syst^me  des  deux  petites  sph^, 
c'est-^dire  Tangle  AOS'  que  la  droite  joignant  les  deux 
centres  S',  S',  fait  avec  sa  position  naturelle,  sans  tor- 
sion, AA ; 

P  Tangle  S'OS"  que  la  droite  S^S"  joignant  les  centres  des 
deux  grosses  spheres  fait  avec  la  droite  S'S'; 

<h  Tattraction  mutuelle  cherch^e  de  chaque  groupe  de  deux 
spheres  voisines  S'  et  S". 

La  somme  des  moments  des  deux  forces  ^  autour  de  0 

est    2i  cos  -  P-0    et,  par  cdns^quent,  pour  Tequilibre  donl  il 

s'agit,  on  a  T^uation 

2/ cos  -  p.4>  =  ca, 

en  n^gligeant  les  moments  comparativement  faibles  des  attrac- 
tions dues  aux  spheres  ^loignees  et  h  leurs  supports  en  bois. 

Or,  c  est  connu  d'apr^s  ce  qui  pr6c6de,  et  il  en  est  de  mfime 
de  la  distance  I  el  des  angles  a  c!  P  qu*on  pcut  observer. 
Done  la  force  <1>  se  trouve  d6termin6e  exp^rimentalemenl,  et 
exprim^e  en  unit6  de  poids  du  lieu  de  Tobservalion. 

Cetle  force  <I>  est  celle  des  deux  masses  connues  M'  el  ^ 
des  deux  spheres  S'  et  S"  suppos^es  condensies  en  deux 
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centres  dont  la  distance  est  S  Z  sin  -  ^.  D^signons  cette  dis- 
tance par  a  et  conservons  k  9  la  signification  adoplee  aux  nii- 
m^ros  461  et  suivants.  Nous  avons  done 

qM  M 


d'oii,  ^  ^tant  connn,  on  conclura  9  attraction  correspondante 
Neux  unites  de  masse  situ^es  a  I'unit^  de  distance. 

Remarqub.  Comme  dans  une  balance  proprement  dite,  a 
poids^  si  elle  est  tr^s-sensible,  le  fl^an  se  met  difficilement  en 
reposabsolu,  et,  au  contraire,  s'^carte  alternativement  des  deux 
cdtes  de  sa  position  nioyenne  par  de  lentes  oscillations ;  de 
mdme,  quand  on  execute  Texp^rience  ci  dessus  indiquec,  la 
droite  S'S'  oscille  tr^s>Ientement,  au  lieu  de  se  fixer  dans  sa 
position  d'^quilibre,  qu'on  determine  en  prenant  la  moyenne 
de  deux  situations  extremes  cons^cutives. 

167.  Deasit^  moyenne  de  la  terre.  —  En  supposant,  ce 
qui  n'est  pas  rigoureusement  exact,  que  le  globe  terrestre  soit 
one  sphere  form^e  de  couches  sph^riques  homogi^nes,  on  ob- 
tient  sa  densite  moyenne  comme  une  consequence  de  la  de- 
termination pr6c6dente  de  Tattraclion  de  deux  spheres  metal - 
liques.  Soient 

r,  y,  ky  le  rayon  de  la  terre ,  son  volume,  et  sa  densite 

moyenne  compar^e  k  celle  de  Teau; 
r',  F'y  A',  7^,  r*,  F,  les  quantites  analogues   pour  deux 

spheres  m^talliques  S\  S'^ ; 
^  Tattraction  mutuelle  des  deux  spheres  S'  et  S",  determi- 

nee,  comme  on  vient  de  le  voir,  pour  la  distance  connue 

a,  au  moyen  de  la  balance  de  torsion ; 
^'  Taltraction,  vers  le  centre  de  la  terre,  do  la  sphfere  S' 

situ^e  a  la  surface  du  globe ; 
F  TattractioQ  vers  la  terre  d^un  litre  d'eau  situd  a  la  surface. 
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En  comparant  les  attractions  ^  et  ^'  d'une  rodme  sphere 
S'  vers  la  sphere  S''  et  tcrs  la  terre  dont  les  masses  soot  dans 
le  rapport  k'y*'  h  Ar,  on  a 

en  comparant  les  attractions  ^'  et  F  de  la  sphere  S'  etd'oQ 

litre  d'eaui  Tune  et  Tautre  vers  la  terre,  on  a,  la  distance  Aant 

la  m^nie, 

^'  _  k'y 

F"~0,00i  • 


Delft 


¥  ~  0,001  kr  a*~  3   0.001  Ara*  * 


On  sait  (II ,  81)  que  i'attraction  F  diS%re  un  pen  du  poitb 

d'nn  litre  d'eau  par  suite  de  I'influenoe  de  la  rotation  de  la 

terre  sur  la  pesantenr,  et  Ton  peut  voirau  lieu  indiquA  de  notre 

Train  de  la  dynamique  du  point  matMel  que  si  m  estlanubse 

d'un  corps  situe  it  la  surface  de  la  terre  et  A.  son  attractioa 

normale  a  cette  surface,  on  a  A = 9,814m.  Par  consequent,  si 

m  est  en  particulier  la  masse  d'un  litre  d'eau,  F  ^tant  Faltrac- 

tion  de  cette  m^me  quantity  de  mali^re^  il  en  r^sulte  F::^,8i4ai. 

Cela  ^tant,  si  Ton  d^signe  par  p  le  poids  d'un  litre  d'eauea 

un  lieu  oil  Tacc^l^ration  due  k  la  pesanteur  est  g^  comme  on 

a  foujours 

P  ,  ,      F      9,8U 

m  =  c     onenconclut,    -  = • 

9  P         9 

Dans  notre  syst^me  d'unites  en  m^canique,  p  devient  nn 
kilogramme  lorsque  g  est  ^gal  k  9>809.  Ainsi 

9.809  9,809    3  0,001  *ra»* 

Telle  est,  en  son  rapport  h  notre  kilogramme,  I'expretnon  de 
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rattraction  mutaelie  de  deux  spheres  dont  les  rayons  sont  r'  et 
/>  les  deDsit^s  coraparfes  h  celle  de  I'eau  k'  et  kf^  et  la  dis^ 
tanee  des  centres  a,  en  fonction  du  rayon  r  de  la  terre  et  de 
St  density  oioyenne  k.  Gelie-oi  pent  done  ^tre  ealeulte,  si,  k 
I'aide  de  la  balance  de  torsion,  et  comme  notis  Tavons  expliquA^ 
on  mesure,  en  son  rapport  k  Tunit^  de  poids  du  lieu  de  Tobser- 
vation,  la  force  attractive  4>  des  deux  spheres  de  masses  con- 
noes.  C'est  ainsi  qu'en  r^p^tant  les  experiences  de  Cavendish, 
ou  a  trouve  pour  k  la  valeur  moyenne  5,67.  On  voit  qu*on  a 
pa,saD8  inconvenient,  remplaoer  F  par  runite,qui  o'eo  diffbr« 
que  de  0,0005.  - 

RuABQCB.  Pour  que  la  balance  de  torsion  soit  tr^s-sensible^ 
c>st-it-dire  pour  que  l^angle  de  torsion  a  soft  bien  appreciable 
pour  une  force  <P  d^terminee,  il  faut  que  le  fli  de  suspension 
soittrte-fin,  Tangle  a  ^tant  r^ciproque  i  la  quatri^me  puis- 
sance du  diam^lre  de  ce  RU  D'une  autre  part,  la  section  du  fil 
doit  ^tre  a  pen  pr^s  proportionnello  au  poids  des  spheres  S' 
attach^es  au  fleau.  C'est  pour  cela  que  dans  I'experience  de 
Cavendish  ces  spheres  etaient  petites,  tandis  que  les  deux 
autres,  S'^  non  suspendues^  etaient  grosses,  afin  de  donner  une 
valeur  suflSsante  h  Tattraction  4>. 

198.  ^TAlaatloa  ann^rl^ve  de  l*a«lrMitl«B  mvtaeUe  6m 
itmx  Mrps  doB»H.  —  Soient  . 

f  Tattractton  mutuelle  de  deux  spheres  homogines,  dont  les 
centres  sont  k  1  mfetre  de  distance,  et  dont  les  masses 
equivalent  chacune  k  celle  d*un  litre  d'eau; 

p  Tattraction  vers  la  terre  d'un  litre  d'eau,  force  tr^s-peu 
differente  d'nn  kilogramme  (167) ; 

r  rajon  de  la  terre  en  metres;  2icr  sa  circonference  egale 
k  J^'iifi  environ; 

5670*7  icr^    1^  rapport  de  la  masse  de  la  terre  k  celle  d'un 

litre  d'eau» 
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Les  deux  attractions  9  et  |^  d*un  in^roe  corps  (un  litre  d*eaa) 
pour  les  deux  autres  corps,  savoir  :  un  second  litre  d*eau  a  la 
distance  de  1  m^tre,  et  la  terre  k  la  distance  r,  sont  pmpor- 
tionnelles  aux  masses  de  ces  derniers  et  reciproques  aux  qoarres 
des  distances.  Ainsi  I'on  a 

5670.  -  i:r^ 
3 

c*est-k-dire  que  la  force  9  est  k  pen  pi-es  ^gale  k  6,6  fois  la 
millioni^me  partie  d'un  milligramme  ou  du  poids  d'un  milli- 
metre cube  d'eau. 

L'attraction  mutuelle  de  deux  spheres  dont  los  poids  en  ki- 
logrammes seraient  J*'  et  P*  et  la  distance  des  centres  en 
metres  X  est  done  exprim^c  par 

6ki,6.i0      --5^. 
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169.  TMorie  et  osaffe  de  cet  appareil.  —  11  cODsistC  en 
im  r^cepteur  en  fontc  B  (fig.  25),  fixe  It  un  cadre  de  suspen- 
sion en  fer,  pouvant  osciller  librement  autour  d*un  axe  hori- 
zontal O,  qui  forme  I'ar^te  d'un  couteau.LerteepteiircoDlient 
une  mati^re  compressible  destinee  ^  recevoir  le  choc  el  a 
amortir  la  grande  vitesse  d'un  projectile  qui  y  est  lance  hori- 
zontalement  dans  un  plan  perpendiculaire  it  Taxe  de  suspension, 
et  qui  s*y  enfonce  sans  le  rompre.  On  connatt  la  masse  M'  dn 
projectile,  lequel  est  assez  petit,  relativement  k  sa  distance  a 
Taxe  O^  pour  6tre  consid^r^  comme  un  point  materiel.  II  s'agit, 
d'apr^s  I'effet  qu'il  produit  sur  le  pendule,  d'evaluer  sa  vitesse 
r'  dirig^e  suivant  Thorizontale  dont  la  distance  b  k  Taxe  0 
est  donnee. 

Appliquons  le  theor^me  des  moments  des  quantity  de  moo- 
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?ement  (4)  au  systime  form^  de  Tensemble  da  pendule  et  du 
projectile  consid^r^s  k  deux  instants  diif<6rents,  savoir  :  i^'k 
I'instant  initial  de  leur  rencontre,  oti  le  pendule  est  en  repos 
et  le  projectile  anim6  de  la  vitesse  f^,  et  ^  k  Tinstant  final  du 
choCj  oil  les  deux  corps  se  meuvent  ensemble  comme  ne  fai- 
SBDt  qu'un  systime  solide  avec  une  vitesse  angulaire  w  autour 
de  0.  Appelons  /  le  moment  d'inertie  du  pendule  avant  sa 
rianioD  an  projectile;  Taccroissement  de  la  somme  des  mo- 
ments des  quantites  de  mouvement  de  Tensemble  des  deux 
corps  est,  si  Ton  ddsigne  par  m  un  ^l^ment  materiel  du  pen- 
dole,  et  r  sa  distance  k  Faxe  O : 

Inmr.r-^-M'wb'b—M'F'b,    ou    w(J-|-Jlf'ft2)  — iH'r**; 

et  atteodu  que^  pendant  la  tr6s-courte  dur^e  du  ph^nom^ne^ 
on  peut  negliger  les  impulsions  des  forces  ext^rieures  dues  k 
la  pesanteur  et  aux  reactions  de  Fappui,  forces  dont  les  mo- 
iQtets  donnent  d'ailleors  une  somme  presque  nuUe,  on  peut 
poser  tr^s-approximativement 

w  (/+  M'h^)  ^M'Vh  =  0 . 

D'apr^s  eette  Equation,  si  la  vitesse  angulaire  w  qui  a  lieu  k 
Tinstant  final  du  choc,  ^tait  connue,  on  en  conclurait  V.  Or, 
cette  Vitesse  angulaire,  w  qui  ne  pourrait  que  tr^s-diflScilement 
Hre  observ^e  directement^  peut  tr^s-ais^ment  se  d^duire  de 
rampUtude  de  la  premiere  oscillation  que  fait  le  pendule  imm£- 
diatement  aprte  le  choc.  En  eSei,  k  Tinstant  final  du  choc,  la 

i 

puissance  vire  des  deux  corps  r^unis  (7i)  est    -  w*  (J-f-ilf  V), 

et  k  eet  instant  le  centre  de  gravity  du  syst^me  se  trouve  encore 
tr^peu  6cart6  de  la  verticale  passant  par  O.  Mais  dans 
la  premiere  oscillation^  ce  centre  de  gravity  s'^l^ve  d'une  hau- 
tear  H  d^pendante  de  Tamplitude ;  et  si  Ton  d^igne  par  P  le 

14 
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poids  dea  d«ux  oorpi  rteais,  ob  a,  d'aprte  la  iMoiteta  da  Mik 
du  travaiU 

et  par  sul(6,  en  Alimtnaiit  ti^  de  eette  ^uatlM  et  de  la  prM- 
denle. 


F'  =  jipJ/lP*(H*jr'»i). 


II  reste  it  calcoler  jr  en  fonction  de  Tamplitude  de  roscitk- 
tion.  Pour  cela,  appelons  P"  le  poids  du  pendule  sans  le  pro- 
jectile^ a  la  distance  de  son  centre  de  gravity  k  Paxe  6,  t^  le 
poids  M'g  du  projectile,  x  la  distanced  Faxe  O  du  centre  de 
gravity  des  deux  corps  r^unis,  a  Tangle  avec  la  verticale  de  li 
droiie  joignant  O  ii  ce  centre  lors  du  plus  grand  ^cartement 
du  pendule;  on  a 

P  =  F'4-I^,  *  =  — -^ — ,  JBr=x(4-cosa)=Jxsin»-4, 

et  la  formule  pr^cidente  devient 

^     8y^n;«.    r    -   '  -     I--    ■ 
^=-ij^  y  (P'H-  P"a)  (1+ *'*«) . 

Lta  quanliKs  a  el  /  peuvMt  Mrt  ditiermift^  npMveii- 
talement  et  Toil  obiarva  Pangie  a  an  ni5^  d'viM  aigvHte  ipij 
fixee  au  pendule,  entraineen  montant  un  curseur  l^r»gli8Bint 
k  frottement  sar  un  limbe  gradu6  oil  il  s'arr^te  quandle  pendule 
redeaoend.  Enfin,  il  importe.  que  la  dirodlon  da  la  fiteiie  f* 
do  pixqectile  pasae,  sHl  eat  posalUe,  par  le  oentva  de  pcfcastioii 

du  pendule;  que,  par  consequent,  Ton  ait    i=— ^.  Si  cette 
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oendilkm  6tl  eii8Oteine0t  ramplie,  le  ctntrt  d'otcillfttion  du 
pendule  tprte  sa  reunion  au  projectile  est  k  !a  meme  distance 
de  Taxe  qu'auparavant,  car  on  a  cette  distance 


5y(I+ilf-t«) 


serdduisant  h  b  ii  cause  de  Ig^izfab  et  M'gz^P', 

Dans  ce  eaa  partkulier  la  fomiule  de  la  viteaae  F'  eat  plas 
simplement 


2sin^a(P"#  +  l»'*) 
»^'  = ' r: 


l/f 


lenmis  strmut  ms  coikps  tovKTiAHTi  Bti  lotiVtftniT  YaiiI . 


170.  emm  timpUm  Aa  aysMBM  de  itrnwoL  emtpm^  •—  Suppo^ons 
quedeus  corpa  solides  loument  Tun  autour  de  Taxe  A  (fig.  36), 
Taulre  autour  de  Taxe  parall^la  A';  ils  sont  li^s  soit  par  une  cour- 
roie  sans  fin,  soit  par  un  engrenage  dont  les  actions  muluelles 
sont  aox  distances  it  et  JR'  desaxes  A  et  A'.  En  outre  deces 
tensions  ou  pr^ssions  et  des  reactions  normales  des  appuis,  les 
deux  corps  sont  loliicit^  par  des  forees  dont  les  r^suitantes 
sont :  P,  force  mouvante,  pour  le  premier,  et  P',  force  r^sis- 
tante;  pour  le  second.  On  demande  Fintensit^  de  la  pression 
mutuelia  des  dents  de  I'engrenage,  abstraction  faite  de  leur 
frotteflaent,  ou  la  diffiirence  de  tension  des  deux  brins  de  la 
ooorroie,  abstraction  faite  de  la  roideur.  6oit  T  cette  force ; 
soient  1  et  JT,  tv  et  W,  lea  momenta  d'inartie  et  les  viteaaes 
aogHlairaa  das  deux  corps  autour  de  leurs  axes  de  rotation  res- 
peaiifa.  Ca  oonsiderant  s6par6ment  le  mouvement  de  ctwque 
corps  tournant,  et  remarquant  qu'au  point  de  contact  da  Ten* 
grenagei  ou  aux  deux  extr^mit^s  de  chaque  brin  de  courroie, 
agisseat  deux  fiorees  Agalea  et  opposaea,  Tune  sur  le  corps  A, 
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Taatre  sur  le  corps  Jl^  on  a,  pour  diterminer  l68  iDoonmies 
qui  sont  la  force  T  et  ies  acc^liratbns  angulaires  —  et  — , 
lea  ^luatioDs 

1F~        /        •       "dT  F         • 

et,  attendu  que  Ies  vitesses  des  circoDf^rences  dont  Ies  rayons 
sont  It  et  Jl'  sont^les,  Rwz^BlvJ^  d'oii 

dw      ^dn/ 


Ces  ^uations  da  premier  degrd  se  simpli6ent  en  posant  | 
I=MH^,  /=jrjl^,  Pp=FR  et  P'p'^zF'B!,  c'est-A-dire  que  ' 
iir  et  Jf  sont  Ies  masses  qui^  distribu^s  sur  Ies  circonrerences 
de  rayoDs  Jl  et  A';  anraient  Ies  moments  d'inertie  /  et  f,  et 
que  F  et  F'  sont  Ies  forces  tangentes  k  ces  circonf<§rences  qui 
auraient  Ies  m6mes  travaux  que  Ies  forces  P  et  F'.  On  a  d*apr^ 
cela 

dw       F—T        _du/        T— F' 

«  Jf      —        «  ""       if'      '  } 

d'oii  i 

j 

dw  _  AW  _F  —  F[  _MtFjrJ[F^  \ 

*d«~     d<     ~M+*'  ^"^      M+M'     '  \ 

formules  faciles  k  inoncer  en  langage  ordinaire. 

Ces  ^uations  sont  Ies  m6mes  que  s'il  s'agissaitde  deux  corps 
en  mouvement  rectiligne  soumis  aux  forces  F  et  F^  etse  pres- 
sant  mutuellement. 

Dans  le  cas  particuller  oji  FuzF*,  Taction  mutuelle  Test 
^le  k  chacune  de  ces  forces.  Le  moufement  est  uniforme. 
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Si  Tane  des  forces  P  et  P',  suppose  d'abord  en  iquilibre 
comme  elles  doiyent  YHte  pour  runiformit^i  vient  k  prendre 
on  accroissement  considerable,  soit^  par  exemple,  F=F*+F^f 
3  en  r^ulte 

T=F'4-F.— ip, 

d'oii  Pen  tire  cette  consequence  importante,  que  lorsque  I'vin 
des  deux  corps  est  assujetti  k  subir  des  efforts  qui  prennent  mo- 
mentanement  des  accroissements  considerables,  plus  la  masse 
fictive  jr  de  ce  corps  est  grande  par  rapport  k  celle  M'  de 
Fautre  corps,  moins  est  sensible  la  variation  de  Taction  mu* 
taelle.  On  atteint  ce  but  en  montant  sur  Farbre  A  ce  qu'on 
appelle  un  volant,  corps  d'un  grand  moment  d'inertie^  ayaut 
son  centre  de  gravite  dans  Taxe  de  rotation.  Par  ce  moyen,  si 
la  communication  de  mouvement  des  deux  corps  tournants  se 
fait  par  engrenage^  on  peut  donner  aux  dents  moins  d'epais- 
seur  qu'il  ne  leur  en  faudrait  pour  r^sister  aux  variations  de 
pression,  ce  qui  diminue,  comme  on  le  verra  plus  loin  (249), 
le  travail  nuisible  du  frottement  \  si  la  communication  du  mou- 
vement a  lieu  par  courroie^  le  maximum  de  la  difference  T  de 
tension  des  deux  brins  etant  aussi  petit  qu*il  est  possible^  on 
evite,  soit  la  rupture^  soit  le  glissement  de  la  courroie,  et  Ton 
rMuit  I'effet  nuisible  du  frottement  des  tourillons  et  de  la  roi- 
deor  de  la  courroie;  c'est  encore  ce  qui  sera  explique  plus 
loin  (264). 

171.  AeUoBs  Mtnelles  d'lm  nombre  qaeleonqve  de  corps 
tMunuuifs.  —  La  theorie  qui  precede  peut  s'etendre  k  un 
nombre  quelconque  de  corps  tournants  ou  treuils,  en  commu- 
nication par  courroies  ou  par  engrenages.  Soient  A  et  A, 
(fig.  27),  les  axes  de  deux  treuils  consecutifs  dont  Taction  mu- 
tuelle  cherchee  (supposee  une  pression  7)  s'exerce  suivant  la 
drdte  BC. 
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Le  (rtuil  JL  hit  ptrtie  d'an  ensemble  de  corps  tonnmls 
•itiiii  du  cM  oppose  it  A,  et  donl  imnis  dMgneroiis  lee  axes 
per A,      A\     A*,... 

Les  vitesses  angukires  k  nn 
m^ine  instant,  par iv,      f(w,    Ftv,... 

Les  moments  d'inertie  autour 
de  leurs  axes  respectifs  par.  .  .  i,       t\       1",... 

Les  puissances  vives  cons^- 

quemraentper -w^f,  -.m»iK«l',  -wW,... 


La  somme  de  ces  puissances 

ivesett.  • 

Et  pent,  pour  simplifier,  6tre 


vivesett i«^(#  +  *«i'-hr«l"...) 

z 


remplaote  par ^u^MMfi , 

la  masse  iir  pouvant  £tre  calcul^e  d*apr6s  les  moments  d'inerlie 
J,  /',  1^,..  et  d*aprte  les  rapports  de  vitesses  t\  i^t... 

De  mime  le  treuil  A,  et  tous  ceux  qui  le  precMent  ont 
une  somme  de  puissances  vives  qui  pent  £tre  exprimte  par 

^w«>Jr,lt«',    oupar    ^fM^JliA',    k  oause  de  la  ralatiM 

Ifaiatenaiit  supposoos  que  les 
forces  qui  sollicitent  les  treuils  A ,      A' ,      A" ,.. . 

Aient  pour  moments,  autour 
desaxesy  les  produits Fp^     P)>\    l*V^•'• 

Que  par  consequent  leurs  tra- 
vaux  ei^mentaires  pour  un  d6- 
placement  angulaire  da  du  treuil 
A  soient  exprim^  par *«!>»,  *a*'P)»',  %a,1Cffv^ 

Faisons  leur  somme    *a  {Pp  +  P)i'  +  P'p^  +• .  •) «  *•**  • 
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Piaduit  le  m6am  MplaoeiMDl  iMtM  Im  fbraea  ^,,  F/, 
F/..»,  qui  agissent  lur  ki  trtoil  A,  tt  luroeuxqui  le  pr4oM«nC, 
out  Que  iommo  de  tnvail 

Cela  pofi^i  le  tb^^e  de  I'effet  do  travail  appUqud  au  $y$- 
time  des  treuils  A,  A',  A*^,...  sous  TactioD  des  forces  f,  P^t 
1^,...  pendant  le  diplacement  da  donne 

FIMa  —  TBda  ^  '  (-  w^MbA  =  wMR^dw  , 

d'oii^  ii cause  de  4L%z^w4t » 

dtv F— T 

Le  in6me  thtorbme  appliqtf  A  tuX  fttttres  treuils  donne 

las  forces  F  et  F|  6t«nt  supposies  mouvaqtes,  sauf  ii  faire 
odgative  celle  qui  serait  r^istapte.  Oq  en  coQclut  la  formple 
analogue  k  celle  du  numero  pr^c^dent 

jr.F— JfF, 


M  +  M, 


172,  Gae  oii  I'ftf^tlon  nvtvcUe  ehaiige  de  slgne.  .—  Lors- 
qn'il  y  a  plus  de  deux  treuils  en  communication,  une  des  actions 
nrntoellis  que  noos  avons  dMgnAe  par  T»  peui  changer  de 
sens  ou  de  signe,  sans  que  les  forces  F,  F',...  cessent  d'dtre 
lesnues  toujours  mouvantes,  les  autres  toujours  r^slstautes.  En 
void  un  exerople  tr^s-simple  :  trois  rouea  4*  4%  4"  (fig«  98)» 
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tournenl  dans  le  sens  indiqu^  par  les  fltehes.  Les  deux  extr^ 
mes  engi^nent  avec  rintermMaire;  la  force  P  mouvante,  et 
les  forces  P'  et  P"  r&istantes^  sont  tangentes  aux  mftmes  cir-^ 
conferences  que  les  pressions  mutuelles ;  Jf,  Jlf,  JT  sont  les 
masses  fictives  transport^es  sur  ces  circonf^rences  sans  changer 
les  moments  d'inertie.  v  ^tant  la  vitesse  commune  des  trois 
circonf^rences,  on  a,  comme  s'il  s*agissait  de  trois  corps  en  mou- 
vement  rectiligne, 

dv       P^T'        T'  ^T''  --P'  _'f  —  P^  ^^P—P^  —  r^ 

dl  "^       IT'  ~  jT  ~      M''      ~  M+M'+M' "' 

d'oti 

,_M{P'  +  P^  +  (M'  +  M'^P 
M  +  M'  +  M' 

et 

^,_M"{P^P^)  +  {M+M')P' 

~  M  +  M'+M' 

Tant  que  P  reste  force  mouvante,  tandis  que  P'  et  P''  res- 
tent  r^sistantes,  la  pression  't  conserve  son  signe  (la  roue  J 
mhne  ou  pousse  la  roue  A^ ;  mais  3^  peut  en  changer  (la  roue 
j4'  peut  cesser  de  mener  la  roue  A"  et  *tre  au  contraire  menec 
par  elle).  Gela  arrive  lorsqu*on  a 

(M+M')P'<M''{P'^P)    ou    ^^>  — . 

Cest  qu'en  effet  P  est  aloife  infirieure  k  P',  et  qu'en  outre  le 
ralentissement  par  seconde  ,   que  Tensemble  des  deux 

M'+M 

premiers  treuils  tend  h  prendre  en  vertu  des  forces  P'  et  P, 
est  jplus  grand  que  -p;,  celui  que  prendrait  le  troisifeme  en 
vertu  de  la  seule  resistance  P^. 
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Les  changemenU  de  sens  des  pressions  inutuelles  donnent 
iieu  i  des  chocs  et,  par  consequent;  h  des  pertes  de  travail  qu'il 
iffl{K)rte  d'^viter,  comme  on  le  pent,  en  r^glant  convenablement 
ies  moments  d'inertie. 

BU  TOLARTS  GONSIAiRiS  GOim  UaVUTBiniS  ]>■  LA  TlTltSI. 

175.  Mn^raliMs  mat  ee  8B|et.  «-  On  Tient  de  voir  de 
quelle  utility  sont  Ies  volants  convenablement  piacte,  pour  res- 
treindre  Ies  limites  entre  lesquelles  varient  les  actions  mutuelles 
des  diverses  pitees  tournantes  d'une  machine.  Les  volants  ren- 
dent  un  genre  de  service  plus  ^tendu,  en  emp6chant  Ies  trop 
grandes  variations  de  vitesses  dans  les  machines,  variations  qui 
noisenl  en  g^n^ral  k  la  transmission  du  travail »  k  cause  des 
flexions  et  deformations  alternatives  des  pieces,  et  nuisent  en 
partieulier  tant6t  h  rop^ration  mecanique  qu'il  s'agit  d'effec- 
tuer,  comme  dans  les  filatures  mues  par  le  travail  variable  de 
la  vapeur,  tantdt  au  mode  d'action  du  moteur,  comme  lors« 
qa'une  roue  hydraulique  ou  des  chevaux  attel^s  k  un  manege 
minent  des  machines  h  resistance  variable,  des  laminoirs,  des 
pilons,  etc.  En  general,  si  un  syst&me  materiel  dont  Ies  ele- 
ments ont  des  vitesses  qui  croissent  ou  decroissent  ensemble, 
possMe  une  grande  puissance  vive,  il  pent  recevoir  dans  un 
temps  determine  un  travail  moteur  sensiblement  different  du 
travail  resistant^  et  ne  subir  qu'une  variation  pen  sensible  de 
▼itesse>  parce  que  cette  petite  variation  suffit  pour  alterer  la 
puissance  vive  d'une  quantite  egale  k  Yexcks  d'un  travail  sur 
Tautre.  Par  exemple,  si  Ton  veut  que,  la  machine  recevant  un 
exc^  de  travail  T,  les  vitesses  ne  croissent  que  de  i/100,  la 

premiere  valeur    -Zmv^    de  la  puissance  vive  devant  etre 

At 

remplaceepar    (I^Wj'.jSmv*,    la  difference    0,0201 .5  2mv« 
devra  toe  egale  k  T,  condition  qu'il  sera  toujours  possible  de 


sit      8BCT.  II,  out.  n.  wKMangim  irieiAu  m  mnjam. 

rempUr  en  ajootoiit  tax  piteei  indiBpeDiablet  da  b  naokiDe 

un  YolaDt  qui  donnera  k    -  Smv'    la  valeur  sufllsante. 

Nous  alloDs  donner  d'abord  quelques  axamplas  aioi^  de 
Temploi  et  du  calcul  des  volants,  en  adoptant  pour  simpiifier 
ce  calculi  k  rexemple  da  plusteun  autaora,  des  hypotheses  qai 
ne  se  r^alisent  pas  exactement  dans  la  pratique. 

174*  Panita  BittiHJi«  ■ud^rello  slaiipio  l^  alMpla  «ff«i«  — 

Le  treuil  principal  touraant  oontinuellement  autour  de  Paxe  0 
(flg.  29),  suppose  horizontal  pour  flier  las  idtea,  ra^att  uns 
forae  mouvanta  Q  appliqute  au  bouton  B  d'una  maaiveils 
dont  le  rayon  OB  a  la  longueur  h.  On  admet  qua  catts  foras 
agit  dans  une  direction  oonstamment  vertieala/siais  seuleoMttt 
en  desoendant,  avec  una  intensity  oonstaota  pendant  toule  h 
descente,  tandis  que  das  resistances  oonstantes  F,  P',.*.  sgis* 
sent  sans  interruption  sur  le  treuil  principal  at  sor  aaux  aox«- 
quels  il  est  M,  et  peuvent,  par  cons^uent,  dire  remplaotes^ 
sans  que  le  mouvement  soit  altdrd,  par  une  force  F  tangentel 
un  cercle  de  rayon  a  pris  k  volenti.  Cette  hypothtee  d'uns 
force  r^istante  constanta  suppose  que  les  divarses  pieces  sdidei 
tournantes  ont  leurs  centres  de  gravltA  sur  leurs  axes  de  rota- 
tion^ sans  qnoi  la  pesanteur  ferail  un  travail  tantAl  motsur, 
tantdt  resistant.  Cette  condition  s'exprlma  en  disant  qua  le« 
pieces  tournantes  sont  exactement  centra  $  ainsi,  par  axeroplS; 
le  poids  de  la  nnanivelle  est  6quilibrA  par  oelui  d*un  autre  oorps 
excentrique  flx6  sur  le  treuil  principal.  Da  I'intermittenoe  et 
de  la  variation  du  moment  de  la  force  mouvanta  Q  risaMe  h 
variation  du  mouvement  de  rotation ;  it  s'agit  da  r^udre  lei 
questions  suivantes  : 

i^"  Quelle  est  la  relation  des  forces  F  et  $  pour  que  le  mou- 
vement du  systfeme  une  fois  acquis  reste  p^riodiquement  uni- 
forme  pour  chaque  tour  de  manivelle? 

S*  Quelies  sont  las  situations  da  la  manivelle  aaxquallesoor* 
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raspen^ent  la  plin  petite  et  la  plos  grande  vitease  aogulatre  de 

la  machine? 

3*  Soas  quelles  conditions  la  diff<§rence  de  ces  vitesses  ex- 
tremes ne  dSpassera-t-elle  pas  une  pertaine  fraction    -    de 

bufvaleiif  moyeoneT 

H  est  Uen  etitettdii  qa'an  eomneneement  du  mottvement  da 
systtaoe  la  piriodicitA  n'anft  pas  lieu,  smi  que  la  force  Q  Mt 
plus  grande,  soit  que  les  resistances  P  fussent  plus  petitet  que 
dins  r^t  suppose  par  I'foonce,  soit  aafin  que  les  divers  treuils 
risi^tanltf  n'aient  6t6  embrayds  que  successivement  avec  le 
treail  moteur. 

i""  La  periodicity  exige  que  pour  cheque  tour  de  manivelle 
on  ait,  en  valeurs  absolues,  Tequation  du  travail 

6Q==6F    ou    2&Q  =  27aF.  [I] 

i*  Tandis  que  le  boutOB  de  la  manivelle  remonte  de  A'  en 
A,  le  systeme  n'^tant  soumis  qn'ii  des  forces  r^sistantes,  Fac- 
ciMration  angulaire  est  negative  (68),  les  vitesses  dimtnuent. 
Qnand  le  bonton  depasse  le  point  eulminant  A^  la  diminution 
continue  d'abord,  paree  que  Tacceieration  angulaire  reste 
sneore  negative ,  comme  la  somme  algebrique  des  moments 
de  Q  et  de  F.  La  diminution  eesse  ei  la  vitesse  angulaire 
atteint  son  minimum,  k  I'instant  oh  ees  moments  de  sens  con- 
traires  etant  egaux,  l*acceieration  angulaire  est  nuUe.  Soit 
en  B'  rarticolatiw  de  la  mapivell^  k  ci^»  ipstantj  at  soit  x 
Tangle  AOB';  on  a  r^quation  de  moments 

Fa=LQb  sin :xf.  P] 

De  [1]  et  de  [S]  on  tire  x 

sin«'=:i,    d'oii    log  sin  jc'  =  1,8028801    et    ji:' =  48»33',4. 
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Une  consiniction  grafdiique  donnerait  le  p<Hnt  B  ea  fiusint 

b 
I'abscisse    0D  =  -. 

Le  point  B*  oil  le  momeDt  de  Q,  aprte  avoir  d^passi  cdui 
de  F,  lui  redevient  ^1,  est  sur  la  m^me  verticaie  que  B'. 
Quand  le  bouton  passe  en  ce  point  B*,  la  vitesse  angulaire  est 
k  son  maximum,  puis  elle  diminue  continuellement,  raocdlfoi- 
tion  angulaire  ^tant  native,  pendant  tout  le  parcours  du  grand 
arc  B"A'AB'. 

S""  Soient  w'  et  w"  lesvilesses  angulaires  extremes.  Soil  ^ 

leur  valeur  moyenne  arithmitique ;  ainsi    -(fii'+w^)=^* 

II  s'agit  de  satisfaire  k  la  condition    w" — u;'+  -ff^,    et^  par 
consequent,  k  celle-ci : 

i(W'>-w'i)  =  i|f^,  [31 

Or,  cette  expression  de  I'accroissement  du  quarrt  de  la  vi- 
tesse angulaire  nous  rappelant  le  thtor^me  du  numiro  71 ,  a 
nous  rempla^ns  par  jrjR*  tons  les  moments  d'inertie  des  treuils 
du  systime,  comme  nous  Tavons  expliqu^  pr^c^demment  (171)) 
nous  aurons^  en  appliquant  le  thtor^me  du  travail  au  d^place- 
ment  du  bouton  de  Sf  en  B^\ 

l(w"i— w'«)MJl«  =  2<?*C0SJc'— 2F«/^— jc']  ; 

ou^  k  cause  de  [1]  et  [2], 

1  fr^MR^ =2eil  cos  x'  —  ^-^j » 
d'oii,  it  Taide  des  tables  de  sinus,  et  de  Texpression  d-dessos 
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de  x'  en  degr^s,  on  conclut 
VsMJ|>  =  2Q»  (0,94799— ^i^^)  =0,5521.2*^.  [A] 

La  quantity  MR*  ainsi  d^termin^e  en  fonction  des  donn^es 
(^,  ff^  et  n,  repr^nte,  comme  on  sail  (17i),  la  somme  des 
moments  d'inertie  des  corps  tournants  du  systime,  multipiids 
chacun  par  le  quarr^  du  rapport  de  la  vitesse  angulaire  du 
corps  auquel  il  se  rapporte,  h  celle  du  treuil  principal  porteur 
de  la  manifelle.  Les  masses  indispensables  des  pieces  tournantes 
exercent  done  leur  influence  r^latrice  de  la  vitesse;  mais  elles 
sont  ordinairement  insufiisantes,  et  i'on  complete  la  valeur  n6- 
cessaire  MR*  par  un  volant  dispose  sur  I'arbre  du  treuil  prin- 
cipal. 

Od  peut,  comme  I'a  fait  H.  Poncelet,  transformer  ainsi  la 
formule  [4] :  soit  le  moment  d'inertie  MM^  repr^sent^  par  celui 
d*un  anneau  dont  le  poids  serait  P  et  le  rayon  JR ;  soit  F  sa 
Yitesse  lin^re  moyenne,  soit  iV  le  nombre  de  tours  de  la  ma- 
nivelle  par  minute;  et  soit  N  le  nombre  de  chevaux  exprimant 
le  travail  ind^finiment  prolong^  de  la  force  Q.  On  a  d'abord 

iriF*a'=-PF*;    puis  le  travail  par  minute  de  Q  estexprim^ 

ilafoispar  ibQN'  etpar  60x7SiV,  d'oii  2&Q=4500— , , 
fit  la  formule  [4]  devient 

PF«=  24300-^,  [5] 

178.  Droxitan  EXXMBUL.  HaMlTeUe  simple  fk  doable  effel. 

—  La  force  Q,  d'intensit^  constante  et  toujours  verticale,  agit 
de  baut  en  bas  dans  la  demi-circonf<irence  AB'B"A'  (fig.  29)^ 
et  de  bas  en  baut  dans  Tautre ;  elle  change  done  brusquement 
de  direction ;  les  deux  points  A  et  A',  oix  le  moment  de  la 
force  mouvante  Q  est  nul,  s'appellent  points  morts. 


an       sicT.  n,  auv»  ■«  »TiiAaiQ«  iPiciAUi  bh  soums. 

i""  La  periodicil^^  dans  ce  cas,  a  Ue«  aon-tettleaMiit  par todr 
de  la  manivelle^  mais  par  demi-tour,  moyenoant  I'^gaiit^  de 
travaux 

t  Les  points  B^  et  JK',  Jb^  ei  It^^  positions  do  bootonsoi 
instants  oil  la  vitesse  angiilaire  est  au  minimum  et  HU  maximaia, 
et  oil  I'acc^t^ration  angulaire  est  nulle,  se  d^terminent  eticore 
par  r^quation  de  moments 

Fii=0*sinT,  d'oi  ttnx=-,   x'=3d*5J\4;  Jc"  =  i4(W\6. 

3«  Ed  raisonnaot  eomme  daas  Texempie  prteidMl«oQ  troBYe 


n  I     2  It 


iO|l<»2.4Q4| 


de  sorte  que  le  coeffioient  du  travail  par  revolution  esl  id  ia& 
rieur  k  1/5  de  ce  qu'il  4tait  dana  le  caa  pric^nt. 
'  La  transformatioa  analogue  k  celle  qui  a  donni  la  fonnole  [(] 
donne 

PFi  =  4645^,  [6] 


176.  TaoisitaiB  rxihplb.    HMlwelle  ft  irfM»to   aMi  ti  i 

eoBtre-poids.  ->•  Dans  Cette  disposition,  la  force  mouvante  Q 
n'agit  qu'ii  simple  eifet,  c'eeC'^^re  pendant  le  parcours  de  la 
demi-circonf^rence  ABA'  (fig.  30);  mais  on  obtient  la  m^me 
loi  de  roouvemeut  que  pour  la  manivella  k  4o«Ma  eAt  aa 
moyen  d'un  corps  K,  dit  contre<-poid«,  dont  le  centre  de  gravM 
est  hora  de  I'axe  O  k  una  distance  r  et  dont  le  poids  C  itli^ 
fait  k  la  relation 
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Si  la  foree  Q  est  vertioale^  te  rayon  r  est  dans  la  plan  de 
Taxe  de  rotation  O  et  du  bras  OB  de  la  manivelle.  U  en  r^ 
solte  que  pendant  la'descente  du  bouton  B  la  moiti^  du  travail 
de  9  est  aeatralia^e  par  €«lui  de  c  \  loaia  daoi  la  derai-i^fo- 
lotion  suivante,  la  force  Q  n'agissant  plus  et  le  corps  R  des- 
cendant^ son  poids  C  restitue  la  moiti^  du  travail  de  Q.  Si  la 
force  Q  n'est  pas  verticale^  on  dispose  toujours  le  rayon  OK 
de  mani^re  qu'il  soit  vertical  et  commencant  k  monter,  k  Tin- 
stant  oil  le  bouton  B  est  k  Torigine  da  la  demi-^^ireonttrence 
fu'il  parcourt  sous  Taction  de  Q. 

Dans  tou8  lea  cas,  le  moment  d'inertie  du  contre-poida,  ex- 

ptim6  k  peu  prfts  par    — ,  est  une  partie  int^grante  du  mo- 

9 
meat  d'inertie  total  MR%  de  sorte  que  le  corps  excantrique  K 
joue  un  double  rdle,  comma  poids  faisant  alternativement  travail 
risistaot  et  travail  moteur,  et  comme  masse  diminuant  les  va* 
riatioQs  de  vitesses. 

177.  Remarqubs.  1^  Si  Ton  se  donne  le  travail  Qh,  la  vitesse 

1 
angnlaire  moyenne  1*^  et  le  ooeffloient  de  r^ularisation    •- , 

on  pent  calculer^  en  outre  du  moment  d'inertie  MR*  et  de 
Pangle  y,  la  vitesse  angulaire  w  qui  correspond  a  une  po- 
sition donn^e  de  la  manivelle.  D'abord  des  Equations 

jK  +  W)  =  ^    et    i{n/'~W.:5=^, 
on  tire 

Puis,  pour  avoir  la  vitesse  angulaire  w  correspondante  k  une 
fMiikion  de  la  manivelle  faisant  pn  angle  a  aveo  la  verticale 
M,  on  poae,  dmia  le  oat  de  la  manivelle  k  deoUe  elfet^  r^qoa- 
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lion  de  Teffet  du  travail  pendant  le  passage  de  Tangle  x'  i 
Tangle  a, 

i  (!»«_  w'«)MJl»  =  <?»  (cos  jc'  —  cos  a)  —  Fa  (a— x') 
2 

=  0*  cosjc'- 


t^ftlcosx' —  cosa— r— ^^ fj] 


I 


oil  tout  estconnu,  excepts  w. 

^  D'apr^s  sa  definition,  la  vitesse  J^  est  la  moyenne 
arithm^tique  de  la  plus  grande  et  de  la  plus  petite  vitesse  aogu- 
laire ;  dans  la  pratique,  on  admet  qu'elle  est  ^ale  k  la  vitesse 
angulaire  d'un  corps  qui,  toumant  uniform^ment,  ferait  le  m^me 
nombre  de  tours  que  la  manivelle  dans  un  temps  donne.  Ainsi 
le  nombre  de  tours  de  la  manivelle  par  minute  etant  If,  od 
pose 

Mais  ce  n'est  Ik  qu*une  approximation  suflisante  pour  les  appli- 
cations. 

Si,  en  se  donnant,  comme  nous  venous  de  le  dire,  Qi,  »  et 
la  moyenne  arithm^tique  H^  des  vitesses  angulaires  extremes, 
on  voulait  calculer  plus  exactement  la  durfe  d'une  revolution 
de  la  manivelle,  on  remarquerait  que,  d'aprte  T^quation  [4]  ci- 
dessus  etablie,  la  vitesse  variable  w  est  une  fonction  connuede 

Tangle  a,  et  en  mime  temps  exprim^e  par    —  .    On  peat 


^u 


done  poser 


S=*W  ■"■"*  -=31 


De  Ik  la  possibility  de  calculer,  par  une  quadrature  aussiappro- 
ch^e  qu'on  voudra ,  Tint^grale  de  cette  difi6rentielle  depois 
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0=0  jusqii'k  a=27:,  c'est-k-dire  la  dur^e  T  d'une  rtvolu- 

tioQ  de  la  manivelley  et  par  suite  la  vraie  vitesse  moyenne   -^  . 

3"  Suivant  la  pratique  des  bons  constructeurs,  le  coefficient 

-  pour  les  machines  qui,  comme  les  filatures,  ont  besoin  d'une 

graode  r^gularite^  varie  de    —    ^   ^  •    Quand  cette  r^ula- 

M  n'est  pas  n^cessaire,  on  peut  prendre    —    plus  grand, 

ft 

saaf  rinconv^nient  g^n^ral  des  dtformations  alternatives  qui 

r&ultent  des  yariations  de  vitesse.  Dans  tous  l^s  cas  w'  devant 

ftre  positive,  il  faut  qu'on  ait    1  —  —->  0 ,    -  <2 .    A  la  li- 

mite  -=2    correspondrait    w'=0    et    vf'  =  ^fv. 

k*  Les  formules  [5]  et  [6]  sent  th^oriquement  applicables  au 

cas  oil  il  y  aurait  plusieurs  volants  sur  les  divers  treuils  du  sys- 

time  et  m£me  au  cas  oil  il  n'y  en  aurait  pas  sur  Tarbre  de  la 

manivelle,  pourvu  que  par  PJ^,  qu'il  vaudrait  mieux  reniplacer 

par  la  notation  ZPF*,  on  entende  la  somme  des  poids  des  el4- 

meuts  de  la  machine  multipli^  respectivement  par  les  quarr^s 

[ -de  lenrs  vitesses  moyennes.  Mais  les  considerations  expos^es 

^'  prfcedemment  (172),  font  comprendre  qu'en  pratique  le  prin- 

"    cipal  volant  doit  faire  corps  avec  Tarbre  de  la  manivelle^  sans 

":oi  cet  arbre  tantdt  m^nerait  le  volant,  et  tant6t  serait  mend 

[  ir  luiy  ce  qui  donnerait  lieu  ii  des  chocs  dans  Tengrenage  de 

'H)mmunication. 

178.  QuatrAiib  BXniPLB.    HanlTelle  H  doable  effet  avee 

*«Btff«.paids.  —  L'utilitedu  contre-poids  pour  la  manivelle  k 
'iaiple  effet  &it  nattre  la  question  de  savoir  si  une  disposition 
^oalogue  ne  serait  pas  avantageusement  appliqude  k  une  mani- 
velle k  double  effet.  Evidemment  dans  ce  dernier  cas  le  contro- 
ls 
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poids  ne  pourrait  dtre  fix6  k  Tarbre  de  la  maniyelle;  car,  s'il 
venait  en  aide  k  la  force  moiivaDte  lorsque  le  bouton  de  la  nuh 
uivelle  aerait  k  Tan  des  points  morts  A^  A\  il  deWeDdrah  re- 
sistant quand  le  boqtOD  serait  k  Tautfe  de  pe$  ppinta.  Mala  la 
question  re^it  une  solution  aflBrmative,  au  point  de  vue  de  la 
limitation  de  la  vitesae,  si  Ton  place  le  contre-polds  sur  uo  arbre 
horizontal  li£  k  celui  de  la  manivelle  par  un  engrenage  qui  To- 
blige  k  faire  deux  tours  pendant  que  la  manivelle  en  bit  on,  en 
fixant  le  contre-poids  de  manifere  que  son  rayon  ou  bras  soit 
horiiontal  et  en  train  de  descendre  aux  InstaDts  oil  le  bouUm  de 
la  manivelle  passe  aux  points  morts. 

L'^tude  de  cette  disposition  qu'oii  se  borpe  k  (odiquw  id 
montre  :  i*  que  pendant  ua  tour  du  contre-poids,  ou  un  demi- 
tour  de  la  manivelle  >  i|  y  a  pour  la  vitesse  angulaire  deux 
maximums  et  deux  minimums;  ^  que  les  deux  maximupis  de- 
viennent  Agaux  ainsi  que  les  deux  minimums  qoand  oq  fait  le 
moment  Cr  du  contre-poids  ^al  k  0,21 9  <^6;  '^  ^t  qqed^ns 
ce  cas,  le  plus  avantageux  pour  satisfaire  k  la  condition  de  regu- 

larisation  exprim^e  par  I'^uation    «>''  —  «/ =  — - — ,  la 

formule  [6]  du  deuxi^me  exemple  (175)  e^t  r^mplacae  par 
celle-ci : 

le  ooeflBcient  num^rique  est  done  environ  neuf  fois  plus  petit 
que  dans  le  cas  du  num^ro  175. 

179.  CmQintaiB  kxkmplb.  Devx  maBlTellM  %  4«;aMtt  aV^ 
vox  nil  meme  arbre. —  Deux  forces  ^les  Q,  Q,  (fig.  31]^  SODt 

appliqu6es  k  deux  m^oiyellea  fixees  sur  le  mdnie  vbr^»  atdont 
les  rayoos  OB,  QP^  sont  li  angle  droit  entre  eux.  Cbacona  di 
ces  forces,  tQUJours  verticale  et  d^intensiti  ooQ^iante^  agit  do 
haul  en  bas  quand  le  bouton  descend,  et  de  baa  en  bautquaad 
il  remonle. 


hUUX  KARITILUIS  SUA  UN  VUE  AMBH.  8S7 

1'  f  oopservantsasigDificationpr^^denteiet  T,  dteignant 
le  travail  moteur  ou  r&ifitani  par  tour  de  Tarbre  commun  dea 
ininivei}6s,  I'^uatiop 

ef  prim^  que  le  iDouvemeiit  es^  piriodiquooieQt  uQiforme,  oon- 
sefilement  pour  cbaque  tour>  maia  pour  cbaque  quart  de  tour. 
3*  Soit  X,  h  un  iustant  queicouque^  Tangle  d'uae  mauivelle 
avec  la  verticale  OA;  le  centre  de  gravity  du  syit^me  itant 
immpbile,  rficc^I^ratioo  apgulaire  dq  treuil  dea  mai^ivellea  est 
doop^e  pat  {'Equation 

dw 6Q  sin  x  +  6Qcosx^Fa 

dt  "^  MIfi 

Par  consequent,  si  Tangle  x  r6pond  k  un  minimum  on  k  un 
mfjmufw  de  vitease,  on  a 

te8i||x+^0eos»~fl«=O,  d'oii  8inx4-co6x=- . 

La  forme  de  cette  Equation  conduit  k  faire  xsiS^  —  y, 
tfoi 


sm 


X  =  -  J/ 2  (cos  y  —  sin  y) 


COS ):  a  -  |/^9  (COS  y + Bin  y) , 

par  cons^uent 

sinx4-cosx  =  L/2  cosy  =  -  . 

On  en  conclut  k  Taide  des  tables  de  logaritbm^ s : 
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Ainsi,  pendant  que  I'une  des  manivelles  parcoiirt  Tangle 
droit  AOG,  elle  passe  par  deux  positions  oti  racc^leration  an- 
guiaire  est  nulla.  La  mdme  chose  aura  lien  pendant  le  parcours 
du  deuxi^roe  angle  droit.  En  effet,  aprte  un  quart  de  tour,  le 
bouton  qui  £lait  d'abord  en  B  sera  venu  en  B, ,  et  le  bouton 
qui  itait  en  B^  se  trouvera  en  B,  diam^tralenient  oppose  k  B; 
mais  la  force  agissant  en  B.  sera  ascendante  et,  par  cons^ueot, 
produira  le  m£me  effet  que  si  elle  itait  appliquee  en  B  et  des- 
cendante.  Done  les  nooments  des  forces  redeviennent  les  m^mes 
aprte  un  quart  de  tour,  et  il  est  ais^  de  voir  que  le  m^me  rai- 
sonnement  s'applique  au  troisi^me  et  au  quatri^me  quart  de 
revolution.  La  sym^trie  de  ces  r^ultats  fait  connaltre  que^  dans 
une  revolution  enti^re  de  Tarbre  des  maniveliesy  il  y  a  quatre 
minimums  ^gaux  et  quatre  maximums  ^gaux  de  la  vitesse  an- 
gulaire. 

3^  Pendant  que  Tangle  x  varie  de  x'  k  j/,  la  vitesse  passe 
du  minimum  au  maximum,  ou  c'est  Tinverse;  le  doute  k  cet 
igard  va  etre  facilement  rdsolu.  Dans  cet  intervalle,  le  travail 
des  forces  Q  et  Q^  est 

Qb  (cos  y  —  cos  Jc"  4- sin  jc"  —  sin  jc^  , 

ce  qui,  au  moyen  des  Equations  ci-dessus,  se  r^duit  sucoessi-* 
vement  k 

I  J/2  Q»  (2sin  y  —  2  sin  y")  =2  j/2  «»  sin  y' 

=  5:^  r  sin  25*48'=0,i539  T . 
Pendant  ce  mime  temps,  le  travail  des  resistances  est 

inferieur  au  travail  moteur;  done  il  y  a  augmentatioa  de  vitene 
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et  le  minimam  correspond  k  Tangle  x'.  L'iquation  du  travail 
eit  poor  rinlervalle  de  x'  k  xf 

^  (W«~  w**)  MB*  =  (6,1539  —  0,U33)  T  =  0,0106  T , 

I  fv^k*     V*  p 

d'oh  en  posant   -(ti/^— u/>)j|«= =  — ,  M=-— , 

4500  JIT 
T=:  — -;p~    comme  au  numiro  174,  et  substituant,  on  obtient 

If 

RmaQuifl.  Lea  coeflScients  0,0106  et  468  qui  remplacent 
idles nombres  analogues  0,1052  et  4645  relatifs  k la  manivelle 
ample  k  double  effet ,  montrent  Tavantage  de  la  manivelle 
double  sous  le  rapport  de  la  r^gularisation  du  mouvement* 
ToQtefois,  il  est  k  observer  que  ces  r&ullats,  fond^  sur  Thypo- 
th^  du  parall^lisme  constant  de  la  bielle,  sont  modiii^  quand 
on  tient  compte  de  -I'obliquit^  variable  de  celle-ci.  Nous  nous 
bomons  k  dire  ici  que  lorsque  la  longueur  de  la  bielle  (dont 
Textr^mit^  oppose  au  bouton  se  meut  sur  une  droite  passant 
par  le  centre  O)  est  cinq  fois  celle  du  rayon  b  de  la  manivelle, 
les  eoeflScients  ci-dessus. 


2k  double  eflM.  kdotiblac 

savoir:  0,1  a52;    4648       0,0t06;      468 

doif ent  «tre  remplaces  par    0,1081;    4773       0,0358;    1580 

n  n'en  est  pas  moins  vrai  que  Temploi  des  manivelles  accou- 
pMes  rMuit  au  tiers  le  moment  d'inertie  n^ssaire  pour  un 
mime  degr^  de  r^larisation. 

Dans  le  mdme  cas  de  la  bielle  oblique,  les  coefficients  rela- 
ti&  k  Temploi  do  contre-poids  (178)  sont  aussi  notablement 
altirte. 
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180.  Sijutan  BZBMFLB.  ■«alTeU«  atMlile  &  ^•ttttte  ^Htltk  iv«6 
■UMM  Mi  m^vveMeBt  aiienatir.  —  Dans  bet  exemple,  IH  rt^ 
sistance  est  exerc^  par  un  corps  de  poids  P  (fig.  39) ,  sos- 
pendo  fe  I'exMmitd  d'ane  corde  qui  s'entoole  Hm  nri  timboar 
dont  le  rayon  est  r,  et  la  force  inouvante  Q  suppose  constante 
est  la  r^sultante  des  Ib^bes  borizoatales  qa*un  fluide  exercesor 
les  deux  faces  d*un  piston  l\6  k  Taxe  O  par  une  bielie  GB  etpar 
une  maniTcUe  BO.  La  bielie  est  assez  longue,  reiati^enient  an 
rayon  OB  ou  h  de  la  manivelle,  pour  que  la  vitesse  du  point  C  et 
du  piston  soit  k  tr^s-peu  prte  egale  k  la  projection  sur  AG  de 
la  Vitesse  du  point  B.  Cette  bielie  c-omine  corps  solide  exerce  une 
double  influence  sur  la  loi  du  mouvement  du  syst^me  :  I*"  Son 
poids  fait  un  tratiiil,  tantAt  positif  qoaDd  son  centn  de  gnriiti 
s'abaisse,  et  tant6t  n^gatif  quand  il  s'^l^e;  mais  oil  peolcoiih 
penser  cette  cause  d'in^alite  de  la  vitesse  des  pieces  toomastet 
au  mo^en  d'un  contre-poids  R  fix6  sur  Tarbre  de  la  maniveile 
dans  le  plan  qui  contient  Taxe  et  le  rayon  BO^  et  calooM  de 
mani^re  que  le  centre  de  gravity  oommun  d^  la  bielie,  de  b 
manivelle  ct  de  ce  contre-poids,  se  trouve  cotostamment  dinsie 
plan  horizontal  projet^  en  AC.  2*  8a  puissanee  vive  Varie  rai- 
vanl  une  loi  compliqu^e  qui  r^uite  du  mouvement  circulure 
progressif  du  point  B  et  du  mouvem«)t  rectiligne  alternatif 
du  point  C ;  mais,  comme  cette  puissance  vive  esl  toujours 
trte*petite  compar^e  k  celle  du  volant,  nous  pouvons,  sans 
erredr  tibtable,  faire  abstraction  de  la  rotation  de  la  bielie,  et 
ne  tenir  compte  que  de  sa  translation  alternative,  en  considd- 
rant  sa  masse  comme  concentree  au  point  G  et  participant  aa 
mouvement  du  piston.  Nous  d^signons  par  P'  le  poids  de  Ten- 
semble  du  piston,  de  sa  tige  et  de  la  bielie.  Enfin,  nous  n^i* 
geons  le  poids  de  la  corde  qui  suspend  te  fiirdeatt  rdsistant. 

Dans  ces  circonstances,  la  condition  du  mouvement  pModl- 
quement  udiforme  doiine 
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La  puissance  vive  du  systime  n'est  plus  ici  proportionnelle 
aa  quarr^  de  la  vitesse  angulaire ;  le  maximum  et  le  minimum 
it  Vune  ne  ir^pondent  plus  k  ceux  de  Tautre,  de  sorte  que  la 
marche  suivie  dans  les  exemples  pr^c^dents  n*est  plus  appli- 
cable k  oelui-ci.  Nous  cUlons  employer  une  mithode  plus  g6n^- 

nle.  SoH  Tangle  AOB=x,  Msoit  w=—  la  vitesse  angu- 
laire corr&ipondante.  Cherchons  Tangle  x  correspondant  soit 
Aa  maximum,  soit  au  minimum  de  tv,  et  d'abord  cherchons  w 
k  on  instant  ((uelcbnque  eh  fonction  de  x  variable.  En  appe- 
lant 9^  la  puissance  vive  k  Tinstant  oh  x  est  nul,  on  a  Tequa- 
lion  du  travail,  dont  les  trois  premiers  iermes  soht  la  puissance 
vive  des  corps  tournants  du  syst^me,  celle  du  corps  ascendant, 
et  celie  du  piston,  de  la  tige  et  de  la  bielle : 

^**JI*M4-~w»r«-  +  *w«i«sin«Jc~«.==:0*{l— cos*)— Prx 

=(?i(4-cos*-^)    [I] 

dx 
d'oft  en  diffirentiant,  remplacant    —    par  Wj  et  supprimant 

le  fhcteur  commun  w, 
_(jiajlf+r*-H-i*8in»x-    -f-wa^sinxco8x— =0*fsinx — ) 

Le  maximum  et  le  minimum  de  w  exigent  done  la  relation 

P'w>*  .    '  2 

--— -  sm  2jc  =  sm  X ,  [2] 


i  i'on  ae  donne  la  vitesse  augulaire  moyenne  ^P'rs- 


2 


et  la  condition  «/'— .«;'= — ,  onenconclut  ti/:=|i — rr]^^ 
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et    w''  =  /- 


\  +— )  1^;    le  minimum  u/  et  ie  maximum  w' 

^tant  ainsi  connus,  en  les  substituant  successiTement  k  la  place 
de  w  dans  I'^uation  [2]  et  en  r^lvant  celle-ci  approximative- 
ment,  on  obtiendra  ies  valeurs  correspondantes  de  x,  Tune  x 

plus  petite,  i*autre  x^  plus  grande  que    -.    En  substituant 

z 

alors  x'  et  w\  puis  x"  et  vf  dans  i^^uation  [1],  et  en  retrao- 
chant  Tune  de  Tautre  des  deux  ^uations  obtenues,  on  dimi- 
nera  9^,  et  on  aura  pour  determiner  B^M  I'^quation 

=  i»Uosx'—cosx''—^^'''^'''A  . 

Rbvaequbs.  I.  Si  le  piston  se  mouvait  verticalement,  il  con- 
viendrait  que  son  poids  fCkt  contre-balanc^  par  celui  d'un  corps 
6x6  h  la  manivelle  sur  le  prolongement  de  BO. 

II.  La  tension  de  ia  corde  n'est  6gale  k  P  que  lorsqu&  la 
Vitesse  angulaire  est  k  son  maximum  ou  k  son  minimum. 

III.  L'action  de  la  manivelle  sur  la  bielle  au  point  B  est 
beaucoup  plus  variable  :  la  vitesse  angulaire  w  pouvant  dire 
consid^rie  comme  k  peu  pr^s  constante,  quand  le  nombre  » 
et,  par  consequent,  le  moment  d'inertie  sont  assez  grands,  ie 
maximum  de  racc^l^ration  du  point  B  suivant  la  direction  de 
la  bielle  a  lieu  k  Tinstant  du  passage  aux  points  morts;  etsa 
valeiir  est  hw*  (acceleration  centrip6te) ;  la  force  totale  agissaot 

bw^P^ 

alors  sur  la  bielle  et  le  piston  est  done    . 

9 
Considerons  en  particulier  le  passage  du  bouton  au  point  A^ 

Tacceieration  de  la  bielle  et  du  piston,  ainsi  que  la  force -» 

9 
sont  dans  le  sens  AG ;  et  cette  force  totale  est  la  r^sultante  de 

la  force  Q  exercee  par  la  vapeur  aur  le  piston,  et  de  la  force  T 
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eieicee  par  la  manivelle  sur  la  bielie.  fmaiMiatement  avant  le 
passage  an  point  mort,  la  force  Q  agit  dans  le  sens  GA.  La 
force  T  avec  laquelle  la  manivelle  presse  la  bielie  est  done  dans 
k  sens  AG  et  satisfait  k  I'^quation 

r-<j=i!i:f-,    d'od  T=!!^!—  +  Q. 
9  9 

ImmMiateinent  apris  le  passage  an  point  raort ,  la  force  Q 
ehsDge  brusquement  de  direction  et  la  force    T  devenant 

— >  Q    pent  6tre  changee  de  sens. 

9 

On  obtiendrait  des  foraiules  analogues  pour  le  passage  de  la 

maDivelle  prte  du  point  mort  A'. 

Ces  considerations  sont  importantes  lorsqu'il  s*agit  de  deter- 
miner, eu  egard  k  la  resistance  des  maieriaux  employes^  les 
formes  et  les  dimensions  qui!  convient  de  donner  k  la  manivelle, 
i  la  bielie  et  k  la  tige  du  piston  d'une  machine  k  vapeur. 

181 .  SmAn  nuPLK.    V«la«t  d'wie  auiehliie  h  T«pe«r 

■ywit  am  baimaeier  f  ].  —  Les  formules  des  num^ros  174  et 
mivants  ont  tXi  obtenues  moyennant  des  hypotheses  qui  ont 
beaocoup  simplifie  les  questions  et  ont  permis,  pour  les  re- 
floudre^  I'emploi  exclusif  du  caicul ;  mais,  comme  nous  Tavions 
dit,  ces  hypotheses  ne  se  realisent  jamais  exactement,  de  sorte 
que  les  articles  qu'on  vientde  lire  doivent  eire  consideres  moins 
eooime  fournissant  des  regies  certaines  aux  constructeurs,  que 
oonune  des  exercices  theoriqueS)  propres  k  foire  comprendre 
les  causes  des  inegalites  de  la  vitesse  des  machines  k  manivelle, 
et  Tinfluence  de  la  puissance  vive  moyenne  du  volant  pour 
tttenuer  ces  ine^ites. 

D  U  msrcbe  soiTie  dans  la  resololion  de  oelte  qnesUon  di^re  pen  de 
telle  qQ*a  mote  Comious  dans  on  Memoire  iiuere  au  JwnrwA  d$  rBcok 
yoiytieftiij2ii#y  teal. 
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Oi!  va  vofp  qn*i  I'alde  de  m^thodes  grapWques,  ia  question 
dd  la  determination  du  volant  d'une  tnachine  h  ihanivelle,  doot 
le  mouvement  est  p^riodiquement  unirorme^  peut  fitre  r^tue 
ail  degr^  d*approximation  desirable,  eii  ^ard  aux  incertitades 
qui  existent  toujours  dans  Tappr^ciation  des  forces  mouvaates 
ou  r^istantes  consid^r^es  comme  donnies. 

Supposons  qu*il  s'agisse  d'une  machine  k  vapeur  avec  balan- 
der  l\6  par  une  bielie  it  la  nianivelle  d'un  volant. 

Le  balancier  oacille  autour  de  I'axe  horiaontal  O'  (fig.  32).  II 
regoit  k  I'une  de  ses  extr^mit^s  Taction  de  la  tige  DE  d'uD 
piston  qui^  sous  la  pression  de  \i  vapeuK  nlonte  et  desceod 
altemativement  dans  un  cylindre  fixe.  La  liaison  de  la  tige  da 
piston  et  du  balancier  a  lieu,  soit  par  un  parall^lognuume  de 
Watt,  soit  par  une  glisaiire  et  une  bielie  dont  la  direction  GD 
s'^loigne  toujours  trte-peu  de  celle  de  la  tige  sur  laquelle  elle 
est  articulte  (nous  admettrons  ce  dernier  mode  de  liaison). 
A  Tautre  extr^miti  B'  du  balancier  s'articule  une  tongue  et 
forte  bielie  B'B  assemble  en  B  au  bouton  d'une  maniveile 
qui  tonme  aatdor  de  Faxe  fixe  O  du  volant.  An  mtaie  balan- 
cier sent  encore  snapendues  les  bielles  cotnparativement  l^gkes 
des  tiges  des  pompes  k  air  et  k  eau,  appareils  aeeeaaoires  de  h 
machine  k  vapeur.  L'arbre  common  du  volant  et  de  la  mani* 
velie  est  ii^  par  oourroie  ou  par  engrenage  fc  un  systteie  de 
pitees  toornantea  qui  aabissent  les  r^sistancea  de  diversei 
machines-outils. 

Tout  cet  ensemble  constitue  an  exemple  de  ce  qui,  engta^- 
raly  est  appeM  un  syst^me  k  liaison  complete,  dans  leqoel  la 
situation  et  la  vitesae  d'un  point  queiconque  d^terminentcellai 
de  tout  aotre  point  du  syattoie.  En  effet,  les  pointa  fixea  0'  et 
O  et  la  direction  invariable  de  Taxe  EG  de  la  tige  du  pisUtt 
^tant  donnas,  connaissant  le  sens  de  la  rotation  de  la  manivelie 
et  les  Icmgueurs  constantes  des  droites  £G»  GD,  DO',  OV. 
WB  et  OBy  ai  Ten  se  doone  l^ne  dea  poailioas  du  piston  S« 
on  obtiendra  par  une  construction  graphique  trftsMmple  h 
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iKbktion  dti  balaiicier,  bellb  i)e  rurticulation  sup^rieure  B'  de 
Ik  ihanitelie  et,  par  suite,  belles  de  son  articullition  inffirieure  B 
1st  dn  bras  OB  de  la  ilnanivelle. 

Quant  kAt  vitesses,  la  Cin^tnatique  nous  enseigne  comal^iit 
Ules  soiit  li^ed  btltre  lelles.  SI  noUs  appelons 

V  la  Vitesse  du  piston  et  de  la  tige  EG  ; 

W  la  Vitesse  angulaire  du  balancier  autour  dto  O' ; 

w  celledela  manivelle  OB  autour  de  t>; 

r  la  distance  de  Taxe  EG  de  la  tige  k  I'axe  de  rotation  O'; 

t'  la  distance  OV  de  cet  axe  au  centre  B'  d'articulation  su- 

p^rieur  de  la  bielle ; 
I  la  distance  OB  de  Taxe  de  rotation  O  k  Tarticulation  in- 

fiirieure  B; 
/=bL,  longueur  variable  d'une  parall^le  k  OV. 

U  bielle  DG  ^tant  toujours  k  trte-peu  prte  dans  le  prolon- 
(^loeDt  de  la  droite  EG,  on  pent  poser  ^te-approximativennent 
riqoalion 

v  =  «/rn  [1] 

La  relation  ^galement  simple  entre  les  vitesses  angulaires  u/ 
et  IV  s'obtient  (I,  54)  par  la  consideration  dii  centre  instan- 
tan^  de  rotation  de  la  bielle  fe'B,  situ^  k  la  rencontre  G  des 
droites  B'O'  et  BO.  Les  deux  vitesses  angulaires  instantan^es 
des  points  W  et  B  autour  de  C  ^tant  ^les,  on  a 

B'C  ~  BC  • 

i'ok  il  rteuUe  que,  poor  toute  position  donnee  de  la  bielle  BB', 
00  peuti  par  une  eonstroction  grapbique  >  trouver  le  rap- 

n  BigoareuMmeiiC  oo  a  ? a  en  Cin^iaaikiue  (1, 56)  qa*eu  measnt  par  C 
ueperpeodiculaire  I  la  droite  EG  qa^elle  roDOontre  en  H,  on  a  u;=3ii;'0'II. 
U  iokaDce  bH  est  rteUement  variable,  mais  dans  le  cas  tcluel  diifire 
Mt-paadbtleonManter. 
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port  variable  des  vitesses  angulaires  w  et  w\  Mais  les  km- 
gueurs  BG  et  B'€  pouvant  6tre  trfes-grandes ,  il  sen  plas 
commode  de  les  remplacer  par  deux  autres,  plus  petites,  qui 
leur  soient  proportionnelles.  G'est  pour  cela  que  par  le  point  0 
on  mine  OL  parall^le  k  O'B',  et  se  terminant  eu  L  sur  ii 
bielle ;  on  a  alors 

^  =  i    el  par  suite    w'Vzzzwl;  [^ 

ainsi,  pour  toute  position  de  la  bielle,  la  connaiasance  de  roue 
des  trois  vitesses  v,  w\  w,  entratne  celle  des  deux  aatres. 

Aprte  ces  considdrations  qui  dependent  de  la  cindmatique, 
viennent  celles  qui  se  rapportent  k  la  dynamique.  La  marche 
suivie  dans  Tarticle  prteMent  (180)  fait  suffisamment  priw 
que  la  determination  du  moment  d'inertie  du  volant  necessaire 
pour  nne  r^ularisation  d^finie  du  mouvement,  s'obtieodrapv 
Papplication  du  tbeor&me  de  I'effet  du  travail.  Pour  cela,  le 
mouvement  ^tant  suppose  parvenu  k  Tunirormite  p^riodiqne, 
exprimons  Faccroissement  de  la  puissance  vive  du  systftme  eotre 
deux  instants,  dont  Tun  est  fixe  (instant  initial  d  une  piriode), 
et  Tautre  variable;  nous  ecrirons  ensuite  que  cet  accroisse- 
ment  est  num^riquement  ^1  au  travail  exerc^  par  tonles  les 
forces  dans  le  mdme  intervalle. 

Prenons  pour  instant  initial  de  la  p^riodc  celui  oil  le  piston  E 
est  k  Textr^mite  inf<&rieure  de  sa  course,  rarticulatioD  de  ta 
bielle  sur  le  balancier  au  point  B'^  le  plus  ^lev^  de  Tare  B'.bV, 
qu*elle  parcourt  alternativement  dans  les  deux  sens,  et  Tarti- 
culation  de  la  bielle  avec  la  manivelle  au  point  B^  situ6  sor  la 
droile  OB^B'^  dont  la  longueur  est  ^le  k  la  somme  du  bras  t 
de  la  manivelle  et  de  la  longueur  L  de  la  bielle.  (On  sait  que 
les  points  B',  et  B^  sont  commun^ment  appelds  points  roorts 
superieurs  du  balancier  et  de  la  manivelle.)  A  cet  instant,  le 
balancier,  le  piston  de  vapeur,  les  pistons  des  pompes  accea- 
soiree  et  leurs  tiges  et  bielles  sont  sans  vitesse.  La  puisaance 
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me  da  systtaie  se  r^duit  a  celle  de  la  bielle  de  manivelle  B'^B 
el  k  celle  da  volant  et  des  pieces  tournantes  dont  les  vitesses 
afigttlaires  soot  proportionnelles  a  la  sienne ;  repr^sentons  cetle 
puissaooe  yive  ioitiale,  qui  disparattra  finalement  du  calcul, 
par  *,. 

A  \m  autre  instant,  celui  auquel  se  rapporte  la  figure,  la 
imissance  vive  du  syst^me  a  pour  partie  principale  celle  du 
volant  et  de  toutes  les  pieces  tournantes  dont  le  mouvement 
progressif  est  li^  k  celiii  de  I'arbre  O.  Suivant  la  notation 
pr^cMemment  employ^,  nous  exprimons  leur  puissance  vive 

2 

D^une  autre  part,  le  piston  k  vapeur  E  et  sa  tige  EG  ayant 

la  Vitesse  v  ou  tvV,  k  laquelle  participe  trfes-approximativement 

h  petite  bielle  GB,  la  puissance  vive  de  ces  trois  corps  est  la 

mime  que  si  toute  leur  masse  ^tait  condens^e  en  un  point  du 

Uancier  situ£  k  la  distance  r  de  Taxe  O',  II  en  est  de  m6me 

I  des  pistons^  tiges  et  bielles  des  pompes  k  air  et  k  eau,  dont  la 

I  puissance  vive  est  k  tr^s-peu  pr^s  la  mime  que  si  leurs  masses 

'  iuieot  transport^es  sur  le  balancier  aux  points  d'attache  de  ces 

Mies.  D  rteulte  de  \k  que  la  puissance  totale  du  balancier 

des  pistons  et  de  leurs  pieces  de  jonction  pent  6tre  exprim^e 

Pw 

iw'*lf'ft'»    ou    iti^Jf'P, 
2  2 

h  masse  fictive  M'  pouvant  dtre  calcul^e  de  maniire  que  M'b"* 
<oit  ^1  au  moment  d'lnertie  r^el  du  balancier  (autour  de  Taxe 
<0*  Augment^  des  moments  d'inertie,  autour  du  m^me  axe,  des 
iQttses  dues  anx  pistons,  etc.^  et  transport's  comme  nous  ve- 
D0D6  de  le  dire. 

fhaot  k  la  bielle  de  manivelle  B'B  dont  Taxe  instantan^  de 
rotation  est  en  G^  k  I'intersection  des  droites  B'O'  et  BO,  et 
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dont  la  Vitesse  angulaire  est    •— - ,    sa  putssanee  vive  actaeh 

est  done  4gale  k   -  [—1    multipli^  par  le  moment  d'inertie  | 

'  de  cette  bielle  autour  de  C.  Or,  si  nous  figurons  en  G'  forb 

^  droite  BV  le  ceqtre  de  gr^vit^,  et  si  nous  appeloQ^ : 

M"  la  masse  de  ce  cprps ,  | 

et  k  soQ  rayon  de  giratiQD  autpur  fla  I'a^e  C ,  I 

aoa  mopient  d'luertie  foitour  de  G  s^  tCQuye  repr^iiti  ff 

jr''(*«+CG'«) 
et  par  oooa^ent  sa  puissanae  ^^  est 

Les  deux  distances  variables  BG  et  GG'  pouvant  6tre  trts- 
grandes,  nous  les  remplagons  par  d*autres  qui  leur  sont  prap(v- 
tionnelles.  Pour  cela^  par  le  point  O  nous  menons  unepantlile 
OI  k  GG',  de  sorte  que  les  figures  OBIL  et  GBG'B'  soQtsem- 
blables ;  et  si  Ton  pose^  pour  abr^er  les  Ventures, 

La  longueur  Invariable  de  la  bielle.  BB'= Jr, 

Et  les  llgnes  variables OI=»  et  VL^k, 

comme  on  a  d^jii  pos^  OB=;*  el  ^h^U  on  a  les  propor- 
tions 

BG=-jp    et    CG'=y, 
et  rexpresston  de  ia  puissance  vive  de  la  bi^« 


yomn  p'lmi  macpoik  ▲  ialahcibii.  939 

L'Mcroteiemeiit  dela  puissanoe  vive  de  tout  lesyst^oie  depiiis 
riostant  initial  du  passage  de  la  manivelle  au  point  mort  B« 
jofqo'i  celqi  de  sop  paasage  ep  B  est  done 

II  faul  imr^  flue  qet  accroissefpent  est  ^I  (^u  travail  ^0% 
forcai  qui  agissepi  sur  tout  le  syst^me  dans  cf  p0i»e  intdrvali^f 
Ip^rtjr  du  oidme  instant  initial. 

lyoas  distipguons  C|9S  forpes  ep  irpis  categories. 

1*  Les  rteistances  principales  et  accessoires  agissant  spr  las 
diyerses  pi6ce§  qui,  oomman4^  ftix  )a  rope  pp  la  poplie  ipp- 
trice  montte  sur  I'arbre  du  volant,  tournent  contippe)|ea)ent 
dsDs  le  m6me  sens ;  ces  forces,  auxquelles  nous  joindrons  le 
frottement  que  cet  arbre  re^jt  de  ses  (ipppis,  peuvepf ,  quapt  ^ 
ieur  travail,  6tre  repr^ent^es  par  une  Torce  r^sistante  unique  F 
taDgente  k  la  eirconference  d^crite  par  rarticulation  B  de  la 
manivelle ;  nous  d^signons  la  valeur  absolue  du  travail  de  cette 
force,  dans  Pintervalle  de  temps  ci-dessus  d^fini,  par  6F. 

2°  Dans  la  deuxi^me  cat^gorie  sont  la  force  mouvante  due 
I  la  pression  de  la  vapeur  sur  Tune  des  faces  du  piston^  la  pres- 
sion  r&istante,  dite  contre-pression^  que  la  vapeur  en  commu- 
nication avec  le  condenseur  ou  avec  Tair  atmospb^rique  exerce 
sor  Tautre  face,  et  encore  les  resistances  diverses  provenaut  du 
service  des  pompes  et  des  frottements;  ces  forees  Univalent,  en 
de|initive»  quant  au  travail,  k  une  force  aiouvante  Q  qui  s'exer* 
cerait  seule  suivant  la  tige  EG  dans  le  sens  oil  se  meut  alter^ 
nativement  le  piston ;  nous  d^signons  le  travail  moteur  de  cette 
force^  pendapt  |e  passage  de  la  manivelle  da  B,  en  B,  par 

3*"  Dana  la  troisi^me  cat^orie  sont  les  forces  exerc^es  par 
It  pe$anteur  sur  le  balancier,  sur  les  pi^s  (pistops,  tiges  et 
In^lles)  qpi  p^ciUent  avec  iui,  et  enfin  sur  le^  pieces  qui,  fixtes 
wr  le  volaPt  ou  sur  sop  arbrp,  ont  Ieur  centre  de  gravity  lum 
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de  Taxe  de  eet  arbre.  On  sait  que  ie  travail  de  ces  forces,  entre 
deux  instants  quelconques,  se  mesure^  pour  chaque  partiedo 
aystdme,  par  le  poids  de  cette  partie  multipii^  par  la  bautear 
dont  son  centre  de  gravity  s'abaiase  ou  s'^ldve.  U  s'ensuitqoe, 
aprte  une  revolution  entifere  idle  la  manivelle  ou  une  doable 
oscillation  du  baiancier^  toutes  les  parties  du  syst&me  repreDtot 
les  mAmes  positions,  le  travail  de  la  pesanteur  pendant  cette 
p^riode  est  tout  k  fait  nul;  mais  il  pent  n'en  dtre  pas  de  m^me 
pour  les  diverses  subdivisions  d6  la  p^riode^  et  nous  d^signoDS 
la  somme  des  travaux  de  la  pesanteur  depuis  I'instant  initial 
par  26;y. 

D'aprte  ces  notations,  I'iquation  de  I'effetdu  travail  ft  paitir 
de  cet  instant  est 

Gomme  nous  cherchons  les  positions  de  la  manivelle  qui  oo^ 
respondent  au  minimum  et  au  maximum  de  Wy  d&ignoos  par 

a  Tangle  variable  B^OB, 
et  z  le  rapport  du  m6me  angle  k  360",  ou  de  Tare  B^B  i  ia 

circonf6rence  2ic6; 
etexprimonsen  fonction^soit  de  a,  soit  de  z,  les  trois  termes 
du  second  nombre. 

TnvaU  mmumr.  ^Q  est  une  int^grale.  Ecrivons  sa  diffe- 
rentielle  que  Ton  obtient  et  que  Ton  transforme  oonune  il  soit, 
eu  ^gard  aux  relations  pr^Mentes  [i]  et  [2]  : 

dSQ  =  Qvdt  =  Qw'rdt  =  --  Qlwdi  =  -—  Qlds, 
b  b 

expression  dans  laquelle  les  quantites  Q  et  I  sont  des  variables 
qui  dependent  de  z  d'une  maniire  d^terminte.  En  effet,  si 
Ton  se  donne  le  rapport  z  de  Tare  B^B  k  la  circonC^rence,  o& 
aura  le  point  B  de  la  flgure ;  on  en  conclura  graphiquement  it 
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position  B'O'D'  dubalancieret,  par  suite,  celle  du  piston  E.  Or, 
noas  admettons  que  pour  chaque  position  du  piston,  soit  qu'il 
monte,  soit  qu'il  descende,  ies  deux  valeurs  de  la  force  Q  sont 
coDDues.  Leur  determination  effective  appartient  k  T^tude 
speciale  de  la  machine  k  vapeur,*  dont  nous  ne  nous  occupons 
pas  ici.  La  m£me  construction  graphique  donnera  la  longueur 
/.  On  con^it  done  la  possibility  de  calculer^  par  Ies  m^thodes 
cooDues  d'integration  approximative,  Ies  valeurs  du  travail  de 
la  force  Q  depuis  Tinstant  initial  jusqu'aux  instants  du  passage 
de  la  manivelle  k  divers  points  de  la  circonf^rence  decrite  par 
Tarticulation  B.  On  obtient  ainsi  pour  diverses  valeurs  de  z 


^x« 


TniTati  de  im  pesantenr. —  Nous  avons  dit  que  le  travail  de 
la  pesanteur,  exprim^  par  li^p,  est  nul  quand  il  est  etendu  k 
nne  revolution  enti^re  de  la  manivelle ;  mais  pour  Ies  positions 
JDtermediaires,  il  passe  en  g^n^ral  par  diverses  valeurs  tantdt 
croissantes  et  tant6t  decroissantes^  et  nous  aliens  voir  que  ces 
valeurs  s^expriment  simpiement  en  fonction  de  Tangle  a. 
D'abord,  Ies  tiges  des  pistons  etant  verticales^  et  Ies  bielles  ar- 
ticuiees  sur  le  balancier  ne  faisant  jamais  que  de  petits  angles 
avec  la  verticale,  il  s'ensuit  que  Ies  poids  des  pistons^  de  leurs 
tiges,  de  leurs  bielles  et  de  la  bielle  de  manivelle,  font  k  peu 
pr^  le  m^me  travail  que  si  ces  poids  etaient  transport's  aux 
points  d'attache  respectifs  des  bielles  sur  le  balancier,  et  il  serait 
par  consequent  possible  de  remplacer,  quant  au  travail,  ces 
poids  et  ceiui  du  balancier  lui-meme  par  une  force  verticale 
unique  P  appliqu'e  au  point  d'articulation  B'  (son  moment 
autour  de  I'axe  O'  serait  dgal  h  la  somme  de  ceux  de  tons  Ies 
poids  partiels,  y  compris  celui  du  balancier  applique  en  son 
centre  de  gravite).  Mais  cette  force  P  verticale  ascendante  ou 
descendante,  une  fois  calculee^  pent  se  transporter,  sans  cban- 
geraent  ni  k  son  intensite^  ni  au  sens  de  son  action,  ni  k  son 

16 
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travail,  k  rartioulaiion  infirieure  B  de  la  Mid  B'B,  attaodB 
qtie^  suivant  ce  que  nous  venons  de  dire»  les  Vitesse  das  paioti 
B  et  B',  k  ohaque  instant,  onileurapit>jeeiionsvartiaalesl|Na 
pr^s  Agates*  D'une  autre  part,  la  manivelle  a  generaleuMiil  loo 
centre  de  gravity  hora  de  I'axe  de  rotation  O*  et  aitv6  daai  Is 
plan  projetd  suivant  la  droite  OB;  de  mtoie  i'enfeinble  da 
volant^  de  la  roue  ou  poulie  molrice  et  de  i'arbre  ooti  an  |[<iie« 
ral,  leur  centre  de  gravite  oomnnun  hors  du  m^rae  axe  etdans 
la  in^me  plan,  ce  qui  se  realise  en  pratique  par  un  ranflement 
partial  de  la  jante  du  volant^  et  conatitue  ce  qu'on  appelle  ub 
contre-poids. 

Cela  ^tant;  le  poids  de  la  manivelle  et  celui  du  contre-poids 
ont  k  chaque  instant  leur  rfeuitante  verticale  appliqu^  en  un 
point  du  plan  tournant  qui  passe  par  Taxe  O  et  par  Tarticuia- 
tioQ  B,  ct  cette  r^ultanle  est  situ^e  soit  du  c6t^  de  OBi  w^  ^ 
I'oppos^,  suivant  la  position  et  rimportance  du  contre-poids; 
roais  cette  r^ultante  pent  en  tout  cas  dtre  remplaceaf  sans 
alteration  de  son  moment  ni  de  son  travail,  par  ud#  force  verti* 
cale  F'  appliquie  en  B  et  ascendante  ou  deaceudante. 

En  procedant  ainsi,  on  a  pour  reprteenter,  quant  k  leur  tn- 
vail,  tons  les  poids  du  syst^me  indique,  les  deux  forces  varti- 
cales  P  et  P'  appliqu^es  au  m6me  point  mobile  B,  at  se 
r^duisant  par  consequent  i  une  seule  ^galement  verticale. 
Nous  d^signons  cette  force  unique  et  constante  par  C;  elle 
est  descendante  ou  ascendante,  et  Ton  pourra  toujours,  daoi 
chaque  cas  special  de  la  pratique,  donner  k  cetie  force  le  saas 
et  rintensite  qu'on  voudra. 

Pour  exprimer  le  travail  de  cette  force  C  k  introduire  dans 
Tequation  g^n^rale,  nous  admettrons  que  le  point  B^  est  le  plus 
elev^  de  la  circonf^rence  d^crite  par  rarticulation  de  la  mani- 
velle, de  sorte  que  a  ctant  Tangle  B^CB,  le  travail  de  la  force 
C  pendant  le  parcours  de  cet  angle  est  C6  (i  —  cos  a);  ainsi 

l6p  =  Ci  (i  — cosa); 


la  force  vertioale  C  fls(  positive  w  n^tiv«i  ^at  4gale  k  la 
somme  alg^brique  P+P'.  L'angle  a  preqd  eaeoemveoitnt 
toutes  les  vaiaurs  depuia  s^o  jusqu'k  quatre  anglas  dnula ;  at 
poor  cetta  derni^re  valaur,  la  aecond  roenbre  davieat  nal, 
oomme  ceb  doit  Mre. 

Tntvatl  r^sisuuit. —  Datis  la  pratique,  la  resistance  que  nous 
disignons  par  F  est  toujours  plus  ou  moins  variable,  mais  le 
plus  souvent  ses  variations  sont  peu  considerables.  Si,  parmj 
les  macbincs-outils  menees  par  Tarbre  du  volant^  il  y  a  des 
machines  k  choc  ou  plus  gen^ralement  k  resistance  variable, 
cellos  ci  sont  ordinaireraent  munies  de  volants  speciaux  qui, 
selon  la  theorie  precedemment  expliqu^e^  diminuent  les  effet9 
de  cette  variation.  C'est  pourquoi^  dans  la  question  actjiielle, 
nous  supposons  k  la  force  F  sa  valeur  rooyenne  et  constante. 
Son  travail  est  d^s  lors  proportionnel  k  Tangle  a  ou  au  rapport 
2;  et  sa  valeur  absolue  est  exprimee,  pour  le  parcours  de  Fangie 
a,  par  F-B^B  ou  F-Sticb-z  . 

F.^idf  est  le  travail  resistant  pour  une  revolution  de  la  n^^^ 
nivelle.  Or,  la  condition  de  Tuniformite  periodique  du  mouve- 
ment  veut  que  cette  valeur  soit  egale  1^  celle  du  travail  moteur 
pour  la  meme  duree.  Done  on  a 

et  par  consequent 

Le  stcond  membre  de  I'equation  [3]  de  Tellet  du  travail  pent 
done  s^ecrire  ainsi 
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Dans  ceite  expression^  du  travail,  la  force  variable  Q  est  sup- 
pos^e  connue  pour  chaque  valeur  du  rapport  z;  elle  depend 
principalement  de  P^tat  de  la  vapeur  qui  agit  sur  le  piston  et 
de  la  surface  de  celui-ci.  Le  poids  fictif  C  est  constant  et  de- 
pend, comme  nous  Tavons  vu,  non-seulement  du  d^faut  d'equi- 
libre  des  poids  du  balancier  et  des  pieces  qui  y  sont  articalees, 
mais  encore  du  contre-poids  li^  au  volant.  Or,  on  peut  disposer 
de  ce  contre-poids  pour  faire  en  sorte  que  le  poids  detiDitif  € 
soit  nul,  ce  qui  non-seulement  simplifiera  ies  calculs,  mais  encore 
sera  favorable  k  la  moindre  variability  du  mouvement,  si  le 
travail  moteur,  c'est-k-dire  celui  de  la  force  Q,  a  la  m^ 
valeur  pour  chaque  demi-reyolution  de  la  manivelle  et  pour  Ies 
deux  courses  alternatives  du  piston,  ce  qui  a  lieu  ordinairement, 
au  moins  k  pen  pr^.  Mais  si  Ton  pr^voit  que  cette  ^lit^  n'aura 
pas  lieu  et  qu'on  veuille  en  tcnir  compte^  on  pourra  la  coin- 
penser  en  determinant  le  contre-poids  de  mani^re  que  la  force 
C  fasse  un  travail  positif  pendant  la  course  donnant  un  travail 
infgrieur,  et  que,  par  consequent,  la  ni6me  force  C  fasse  on 
travail  n^gatif  pendant  la  course  donnant  un  travail  sup^rieur. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  travail  de  Q  soit  plus  grand 
pendant  la  course  ascendante  du  piston  que  pendant  la  coui^ 
descendante;  en  d'autres  termes,  supposons  que  le  travail  de  Q 
pendant  la  demi-r^volution  de  la  manivelle  k  partir  de  B,  soit 
plus  grand  que  la  moitie  du  travail  de  cette  ro^me  force  poor 
une  revolution  enti^re.  C'est  ce  que  nous  dcrivons  en  posant 


2xr  /*— 
1 


On  fera  alors  en  sorte  que  le  travail  de  C  soit  n^gatif  pendant 
la  premiere  demi-revolution,  ce  qui  se  r^alisera  en  plagant,  ao 
besoin,  le  centre  de  gravity  du  contre-poids  sur  un  rayon  fiiisant 
avec  OB  un  angle  de  180^.  Le  travail  de  la  force  verticale  C 
pour  une  demi-r^volution  etant  en  valeur  absolue  2C6,  on  dir 
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terminera  C  par  T^uation  ci-apr^s,  qui  exprime  que  le  travail 
de  Q  dans  la  premiere  demi-r^volution^  diininu6  du  travail  de 
la  pesanteur^  est  ^gal  k  la  moiti^  du  travail  de  Q  pendant  une 
revolution  enti^re : 

qui  revient  k 

c'est-a-dire  que  le  travail  de  Q  dans  la  deuxi^me  demi-r^volu- 
lion,  augments  du  travail  de  la  pesanteur^  est  aussi  4gal  k 
la  moiti^  du  travail  total  pendant  une  revolution. 

Revenons  k  T^quation  gen^rale  du  travail  [3]  dout  nous  ve- 
Dons  d'^tudier  separ^ment  les  deux  noiembres,  savoir  : 

et  voyons  Tusage  que  nous  en  pouvons  faire.  Les  dimensions 
et  le  poids  du  balancier,  de  ses  accessoires  et  de  la  bielle  de 
manivelle  sont  supposes  connus  et  determines  en  raison  des 
efforts  que  ces  pieces  auront  a  subir.  Si  Ton  consid^rait  comme 
donnas  le  moment  d'inertie  fictif  MR'  et  la  vitesse  angulaire 
initiale  w^  de  la  manivelle^  on  en  conclurait  aisement  la  puis- 
sance vive  correspondante  *^  et  alors  le  quarr6  w*  de  la  vitesse 
angulaire  variable  deviendrait  une  fonction  explicite  de  la  va- 
riable z  et  des  autres  variables  2,  i  et  h  qui  en  dependent. 
On  pourrait  donc^  en  attribuant  k  la  manivelle.diverses  positions^ 
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oftlooler  l08  vaieure  oorrespondatltes  de  w  et  verifier  si  ses  va- 
riations sont  renfermeies  enlre  des  limttes  suffisamment  rappro- 
eli^s.  HHis  cette  verification  a  posteriori  n'est  pas  la  queslioo 
k  r^soudre.  La  question  est :  connaissant  les  masses  Jf «  Sf^ 
Jlf,  ie  rayon  de  giration  k,  les  dimensions  i,  b\  r,  E,  le 
poids  G,  et  la  loi  qui  lie  la  force  Q  k  la  variable  %  et  aux  sz- 
riables  I,  i  et  h  qtfien  dependent,  connaissant  enfin  la  vitesse 
angulairc  H^,  moyenne  arithmetique  du  maximum  tv'  et  do 
minimum  uf  de  la  vitesse  angulaire  iv,  et  le  nombre  reguia- 
leur  »,  calculer  le  moment  d'inertie  MR'  de  mani^requeh 

diflKrence  vf — w'  w  depasse  pas  -    de  la  moyenne  9V^  ce 

qui  revient  k 

Pour  y  parvenir  approximativement,  en  AvitaBt  de  ionis 
tAtonnementS;  on  remarque  que  la  puissance  vive  variable  da 
balancier  et  celle  de  ia  bielle  de  manivelle  qui  foftnent  le 
deuxiime  et  le  troislkme  teriAe  de  I'^quation  [5]  sont  toujoars 
petites  relativement  &  la  puissance  vive  principale  qui  en  est  ie 
premior  terme,  et  qusi  par  oonse(|uent,  on  peqt,  sans  erreur 
notable,  non  pas  les  n^gliger,  liiais  les  modifier  en  y  rempU- 
cant  la  variable  w^  par  la  constante  H^  qui  en  diff^re  tou- 
jourspeu. 

L'^quation  [5]  devient  ainsi 


Le  second  membre  est  une  fonction  de  i  donl  on  pount 
calcuier  1*  Ie  maximum  1*  r^pondanl  k  un  certain  angle  «' 
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etitl  maxifnum  nV  de  h  tlledse  angubtre^  2*  le  minimum  f 
rtpondaol  I  ud  a6gl«  «'  «t  (lil  minimilm  w*  de  <v.  (Ce  mini- 
niQiil  f  aera  n^gatif,  parce  que  le  premier  membre  d'abord 
B^tirdotdmenee  par  diminiier  dvdc  la  vitease  aflgulaire.)  On 
anradonc  , 


et,  60  ayant  ^ard  ii  la  (Audition  [6],  on  obtiendra  pour  le  mo- 
ment d'inertie  cherchi, 

^^  > JPi •  W 

Sntrons  roaintenant  dans  quelques  d^iaili  sur  la  marcbe  jl 
suiyra  dans  les  calcula  que  nous  veaons  d^indiquer,  Mettons 
I'^uation  [7]  sous  la  f^rme 

Le  maximum  i^  ot  le  minimum  f  r^pond^nt  au  maximtim 
^  et  au  minimum  X^  de  X.  Pour  obtenir  ces  derniers,  on 
opireni  sut*  ^ipu^e  h  grande  ^chelte  repr^setitant  les  axes  lon- 
gitudinaux  des  pHnctpales  pieces  d6  la  machine;  A  partir  du 
point  mot*t  B^  on  divlaera  le  cer^le  B^B...  d6crit  par  rarticu-^ 
iation  B  en  tin  certain  nortlbre  de  parties  ^galeii,  nombre  plus 
00  moins  grand  selon  le  degr^  d'exactitude  qu'on  d^sirera 
aUeindre,  par  exeinplet  en  vingt  parties.  Pour  chaque  point  de 
division  B,  on  d^tertninera  graphiquement  la  position  corres- 
pondanle  de  rarliculation  B\  de  Tarticulation  D  et,  par  suite, 
la  situation  dtl  piston  £,  relativement  aux  extr^mites  de  sa 
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coarse.  On  aura  done  pour  chaque  point  B  la  valeur  de  ia  force 
▼ariable  Q.  Le  dessin  donnera  encore, pour  chacun  des  ro^mes 
points  de  difision,  la  longueur  OLr=/  parallMe  k  0'B\  It 
longueur  LB=:A,  la  longueur  OI=»  joignant  le  centre  0  an 
milieu  I  de  LB. 

On  dressera  un  tableau  en  44  colonnes. 

Dans  la  1'%  on.  mettra  les  21  valeurs  de  a  correspondant 
aux  points  de  division  de  la  circonfirence  d^rite  par  l*artico- 
lation  B;  ces  valeurs  sont  0*,  18%  36*.  54%  ...360". 

Dans  la  ^,  les  valeurs  correspondantes  de  z,  savoir  O;O,06; 
0,10;  0,15;  ...1,00. 

Dans  la  3*,  les  valeurs  successive^  de  Q,  calcul6es  en  kilo- 

grarames,  <?o>  <?i>  <?t>  — do- 
On  admettra,  ce  qui  est  suffisamment  approch^  de  Texacti- 
tude,  que  le  point  mort  inferieur  sera  diam^tralement  oppose 
a  B^,  et  la  force  Q  relative  k  ce  point  aura  deux  valeurs, 
Tune  Q\^  principalement  due  k  la  pression  de  la  vapeursorla 
face  du  piston  qui  finit  de  recevoir  un  travail  moteur,  I'autie 
QT^^  principalemeut  due  k  la  pression  de  la  vapeur  sur  Faotre 


Dans  la  4*  colonne,  on  mettra  les  valeurs  de  l^  savoir  *. 

Dans  la  5',  les  produits  Ql  des  nombres  terits  dans  les  co- 
lonnes 3  et  4.  Appelons  ces  produits  yo»  ^u  y»»  — y»  ^^^ 
premier,  le  onzi^me  et  le  dernier  sont  nuls. 

Dans  la  6*  colonne,  les  int^rales  de  Qldz  depuis  Torigine 
constante  «=:0  jusqu'k  «=0,10  pour  la  premiere  d&ignee 
par  S,,  jusqu'i  2=0,20  pour  la  suivante  5^,...  etenfin  jus- 
qa'k  2=1  pour  la  derni^re.  Ces  dix  int^rales  sont 
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On  determine  alors  la  valeur  de  Cb  par  T^quation  [4]  qui  peut 
s'ecrire  ainsi  : 

ebb'  _i  i 


Dans  la  7*  coloDoe,  on  6cni  les  dix  valeurs  de   2  /       Ql^  > 


o 


c'est-Mirede  z5,^,  qui  correspondent  &  z=:Oyl;  z=0,2;... 

2=1  . 

ebb' 

Dans  la  8«,  les  dix  quantity    -^---  (1  —  cos  a) ,    correspon- 

dant  aux  angles    36%  72%'  i08%  i44%  480*,  iU\  \06%  72«, 
36%  O* . 
Dans  la  9*,  les  dix  quantit^s  Z>  correspondant  aux  valeurs 

Dans  la  iO%  les  dix  quantity  ~1  ^'  dans  lesquelles  la  va- 
riable A  r^pond  aux  dix  points  de  division  B^,  B^,  B.,...  B,^ 
ou  B^. 

Dans  la  11%  les  dix  quantit^s  i^  r^pondant  aux  mftmes  points 

de  division. 

M"  /  k^  \ 

Dans  la  IS"",  les  valeurs  correspondantes  de  — r(~^^  +  1'^) 

obtenues  d'apr^s  les  deux  colonnes  pr^^dentes. 

Dans  la  13%  les  valeurs  de  ^^^  {^'^wi^^^'^^^)) 
obtenues  en  ajoutant  les  nombres  des  colonnes  9  et  12^  et  en 

, .  ,.      ,  .  H^b'M' 

multipliant  la  somme  par  la  constante    — . 

4icr 

Dans  la  14^^  les  valeurs  de  la  quantity  Z,  calcul^es  par  la 
reunion  des  nombres  des  colonnes  6, 1,  8  et  13. 

Cela  ^tant  fait,  I'inspection  de  la  14''  colonne  fera  connaitre, 
^  moins  de  1/10  pr6s  decirconf^rencejes  positions  de  la  mani- 
velle  auxquelles  r^pondent  le  maximum  et  le  minimum  de  la 
variable  Z  et,  par  consequent,  de  la  vitesse  w  du  volant.  Pour 
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ditarmiDer  av<$c  plus  dVxactitude  chftcude  de  oes  trnttknis  et 
la  diffigreoce  T' — T'  qui  sen  deduit,  on  interealera  dans  la 
14'  et  derniire  colonne  deux  valeurs  d#  M  qui  correspondront 
Tune  k  la  valeur  de  t  intefm^diaire  entre  ies  deux  couse- 
cutives  qui  auront  donne  pour  Z  ies  resultats  Ies  plus  petits, 
Tatttra  k  la  valeur  da  x  oompriso  aoire  celles  qui  auroDtdonae 
Ies  plus  gf^fides  valeurs  de  Z.  Pour  calculer  Ies  valeurs  de  cette 
fonetion  eorrespdndaht  aux  t  interroMiaires,  on  proceden 
comme  pr^cMemment^  sauf  ep  ce  qui  concerne  Ies  integrales 

/  Qldz  inscrites  k  la  6""  colonne.  Suppose,  par  exerople,  qo'il 
s'agissede  calculer /,,  et  d'abord  /  Ql€z=s,^  oncalou* 
lera    5,=  s.+  — .  —  (8y,4-5y,— yj ,    ou  plus  simpiemcnt. 

SI  Ton  VeUl ,    s,  =  s^  -f-  -jr-  (j;,4- jr.)  «t  Toft  acMvera  en  fai- 

sant,  dahs  ie  resle  de  Fekpression  de  X  dans  la  formula  [7], 

z  =  —    et  donnant  &  a,  {,  A  el  n  Ies  valeurs  correiponclanles 

obtenues  graphiquement. 

QuaAd  on  se  sura  ainai  &ti  tur  la  mlDimutn  ^  at  aur  le 
maximum  X^  de  Z,  on  raultipliera  leur  diffi^rence  par  le  fac- 

teur  constant    ^rr    et  loit  aura 


o 
qu'on  substitucra  dnns  la  formule  [8]. 

182.  BemaMiaM.  —  I.  Les  lols  que  suivetit  Ies  diverges 
quantit6s  inscrites  dans  le  tableau  indi(lu6  cl-desaus  penveot 
6tre  rendues  senilbles  au  moyen  de  courbes  fepresenlatives, 
qui,  par  leur  continuity,  setvlront  k  v6riflef  I'exaetilude  d« 
calculs.  Ayant  pris  Une  certaine  longueur  poor  uolt^  stir  ua 


VOLANT  d'uiIB  ■ACRmB  A  BALARCtBR.  25i 

aie  des  abscisses,  on  lA  dWisera  en  90  parties  i^gales,  et,  k  partir 
de  rorigine^  les  abscisses  des  points  de  division  repr^senterotit 
les  valeursdu  rapport  t.  On  portera  en  ordonn^es,  moyennant 
une  ^chelle  choisie  convenablement »  les  valeurs  correspon- 
dantes  de  Q,  ^gales  ou  &  pen  pr^s  ^galcs  enire  elles  pendant 
Tadmission  de  la  vapeur,  puis  deeroiasantes  pendant  la  detente; 
les  points  superieurs  de  ces  ordonnees  seront  joints  par  une 
eourbe.  Une  Secofide  courbe  sera  celle  des  valeurs  de  L  Une 
Iroisiime  sera  la  cOUrbe  des  valeurs  de  Ql;  tine  quatri^me 

6e)le  des  integrales     /  Qld%    dont  on  aura  calculi  lea  valeurs 

^t9  s^ ,  ...s^;  et  ainsi  de  suite  pour  toutes  les  quantitis  por- 
tiesdans  le  tableau. 

II.  Cest  surtout  dans  les  machines  k  detente  (od  la  vapeur 
agit  avec  una  intenaiti  variable)  que  le  balancier  •  une  in* 
fluence  reroarquable  sur  la  rigularisation  du  raouvement  du 
volant;  et  il  faut  «e  garder  de  croire  que  de  ce  que,  dans  ces 
machines,  la  puissance  vive  du  balancier  et  des  autres  pieces 
osclllatites  reste  toujours  une  trfes-petite  Inaction  (par  exemple 
i/lSO)  de  celle  du  volant,  on  pulsse  conclure  qu*on  ne  ferait 
qu'utie  erreur  proportionn^lle  flussi  petUe ,  en  nigligeant  la 
masse  de  ces  corps  oscillants.  L'erreur  serait^  au  Contraire, 
considerable  dans  i^s  cas  de  grands  detente^  parce  qiie  les  deuk 
positions  de  la  plus  petite  et  de  la  plus  gratide  vitesse  du  volant 
ripondent  alors  k  d^Ux  vltesses  tr^s-idigales  du  balancier,  et 
l^aceroissenlent  de  la  puissance  vive  des  pikes  oscillanteadevient 
uoe  fraction  notable  (cotrtme  i/9  ou  1/iO)  de  Taccroissement  de 
la  puissance  vive  du  volant.  Au  reste^  si  oki  la  H^llge,  Terreur 
commise  n'a  d*autre  Inconvenient  que  de  donner  au  moment 
d'Inertie  du  volant  un  nccroissement  qui  augmeflte  la  regularity 

du  mottvemenl  au  delii  du  degri  indiqui  par  le  nombre    - 

^dopte  dans  le  calcul. 

III.  La  quantity  Jill*  de  la  forraule  [T]  n*est  pas  seulement 
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le  moment  d'inertie  da  volant  cal6  sur  Tarbre  de  la  manivelle. 

Suivant  la  tbtorie  expose  au  num^ro  471,  c'est  la  somme  des 

moments  d'inertie  des  diverses  pieces  toumantes,  y  compris  le 

volant,  multiplies  chacun  par  le  quarr^  da  rapport  de  la  vitesse 

angulaire  de  chaque  pi^ce,  &  la  vitesse  du  volant;  en  d'autres 

1  v> 

termes,  la  quantity    -MR^W^    est  la  somme    Zp—   des 

puissances  vives  de  toutes  les  parties  du  systime  k  Tinslaot  oil 
le  volant  a  sa  vitesse  angulaire  moyenne  w.  l\  en  resulte  qae 
si,  parmi  les  pieces  tournantes  et  indispensables  du  systime,  il 
en  est  qui  doivent  n^cessairement  avoir  une  grande  puissance 
vive,  ces  pieces  font  fonction  de  volants,  et  alors,  pour  satis- 
faire  ^  la  r^ularisation  demand^  et  kla  formule  [8],  il  ne  reste 
plus  qu'^  completer  par  le  volant  proprement  dit  la  somme 

Zp  -— .    II  est  cependant  n^cessaire  de  faire  k  cette  tbeorie  une 

restriction  importante,  fondle  sur  la  consideration  indiquie  I 
Tarticle  172,  au  sujet  des  actions  mutuelles  qui  ue  doiveot 
pas  cbanger  de  sens.  Prenons  pour  exemple  une  machine  4 
vapeur  faisant  mouvoir  les  divers  m^nismes  d*un  moulin  I 
bie.  Sur  I'arbre  O  de  la  manivelle  et  du  volant  (fig.  33),  est 
calte  une  roue  d'angle  A  engrenant  avec  un  pignon  B  monte 
sur  un  arbre  vertical  M  N,  lequel  porte  deux  roues  borizontales, 
Tune  D  qui  m^ne  un  certain  nombre  de  pignons  de  menles, 
E,  E,...,  Tautre  H  situ^e  k  un  itage  sup^rieur  et  coramuni- 
quant  le  mouvement  k  des  arbres  horizontanx  1,  I,  qui  le 
transroettent  aux  machines  accessoires  de  Tusine.  Les  meales 
ayant  un  moment  dinertie  dont  la  valeur  num^rique  est  grande 
comparativement  k  la  somme  des  moments  des  forces  rfeis- 
tantes  excretes  par  le  bl^,  il  en  resulte  que  lorsqu'elles  perdeot 
de  la  vitesse  vers  Tinstant  du  passage  de  la  manivelle  k  un  point 
mort,  leur  ralentissement  rapport^  k  I'unili  du  temps  (c'est-a- 
dire  leur  acceleration  angulaire  negative]  a  une  foible  valeur 
numerique ;  or,  il  pouirait  arriver  qu^au  mtoie  instant,  par 
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insuffisance  du  moment  dMnertie  du  volant^  Parbre  vertical 
soumis  aux  resistances  des  m^canismes  accessoires  se  ralentit 
plus  que  les  meules ;  les  dents  de  la  roue  D  cesseraient  de 
pousser  celles  des  pignons  E,  ct  s'en  s^pareraient  pendant  un 
temps  tr^s-court  apr^s  lequel^  par  suite  du  travail  de  la  force 
mouvante  Q,  elles  reviendraient  au  contact^  avec  un  choc  nui- 
sible  k  la  conservation  du  mecanisme  et  k  T^conomie  du  travail. 
On  ^vitera  ce  grave  inconvenient  en  donnant  au  volant  prin- 
cipal et  aux  roues  fix^es  sur  I'arbre  vertical  M  N  une  puissance 
vive  que  Ton  calculera^  d'apr^s  la  tb^orie  du  num^ro  i71,  suf- 
fisante  pour  que  Taction  mutuelle  de  la  roue  D  continue  de 
presser  les  pignons  E^  m6me  &  Tinstant  du  passage  de  la  ma- 
nivelle  au  point  mort,  en  attribuant  k  la  resistance  subie  par  la 
roue  sup^rieure  H  sa  plus  grande  valeur,  tandis  que  celle  du 
bie  sous  les  meules  serait  k  son  minimum. 

IV.  Effet  des  forees  d'tnertle  anr  lea  bras  des  volants.  — 

Lorsqu'un  volant  tourne  uniform^ment,  cbacun  des  segments 

dont  la  jante  est  compos^e  exerce  sur  les  bras  el  sur  les  autres 

segments  auxquels  il  est  lie  des  efforts  dont  la  resultante  est 

la  force  centrifuge  due  a  la  masse  et  au  mouvement  circulaire 

de  ce  segment.  Si  Ton  fait  abstraction  de  la  pesanteur,  les  bi^ 

ne  sent  alors  soumis  qu'k  des  efforts  longitudinaux.  Mais,  lors- 

que  le  mouvement  de  rotation  est  varie,  il  n'en  est  plus  de 

m6me.  Les  bras  sont  dans  le  m^me  etat  de  deformation  que 

si  la  jante^  etant  en  repos,  etait  k  la  fois  sollicitee  en  ses  divers 

points  par  des  forces  mwV  normales  centrifuges  et  par  des 

dtv 
forces  tangentielles  —  mr  -— .    Ces  dernieres  tendent  k  iiechir 

At 

les  bras,  et  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  k  Taxe  de 
rotation  est  egale  au  moment  de  la  resultante  de  toutes  les 
forces  exterieures  qui  agissent  reellement  sur  le  syst^me  solide 
toumant  dont  le  volant  fait  partie. 
Les  consequences  pratiques  de  ces  considerations  appartien- 
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nent  k  la  partie  de  la  inecaniqtie  appiiqu^  qui  traite  da  la  ri* 
sistance  des  materiaux. 


DD   aoVTCVIHT   DB  LA  TOUMK. 

185.  Mteontec  reamrqsalile  ^we  pr^scutc  1»  toaple.— 

Tout  le  monde  snit  que  la  toupie»  par  une  rotation  rapide 
autour  de  son  axe  de  figure,  ncqulert  la  propri^t^  de  se  main- 
tenir  debout  sur  sa  pointe,  ce  qui  seralt  impossible  si  la  rota- 
tion n'existait  pas  ou^iaitinsuffisante.  Lorsque  la  vitesse  angu- 
iaire  d'abord  trfes-grande  vient  k  diminuer,  si  la  poinfe  est 
assujettie  comnie  h  un  point  fixe  dans  une  petite  cavit*,  on  volt 
Taxe  s'inclineri  nials  ne  se  rapprocber  que  Icntement  de  I'ho- 
rizon,  en  d^erivant  dans  Tespace  une  surface  eonique  donl  h 
gen^ratrice  s'Hce^l^re  et  s*ecarte  de  la  verticale  &  mesure  que 
la  rotation  de  la  toupie  autour  de  cette  m^me  gen^ratrice  di- 
minue  de  vitesse.  Ce  ph6nom^ne,  aussi  curieux  qu'il  est  vulgaire, 
a  pu  dontier  Tid^e  do  mettre  exp^rimentalement  en  ^videnoe 
les  propriet^s  du  mouvemcnt  d'un  corps  solide  de  revolution 
fix^  par  un  point  de  son  axe  de  figure.  Tel  esl  I'objet  et  favan- 
tago  d'un  appareii  d'inveniion  r^ccnte,  qui  permet  h  la  loupie 
de  pirouetter  Ir^s-libremcnt  autour  d'un  point  fixe,  ct  de  tour- 
ner  autour  de  son  axe  de  figure,  tr^s-rapidement,  avec  un  faible 
frottement^  el^  par  consequent,  beaucoup  plus  longlemps  que 
la  toupie  ordinaire. 

184.  DeserlpUoB  de  rappavell  expttrlmwlal.  —    Uoe  CO- 

lonne  verticale  A  (fig.  34)  est  tixee^deiuentsurune  base  lai^e 
et  lourde  B  qui  lui  assure  une  graode  stability. 

Au  sommet  de  la  colonne  esl  une  douilley  trou  cyltndriqueou 
s*introduit  et  tourne  iibrement  autour  de  son  axe  vertical  un 
arbre  pivot  C  (fig.  35),  termini  en  deasua  du  support  par  une 
fourche  DD ;  les  branches  de  cette  foMrche  sont  traversees  par 
deux  vis  horizontales  E,  E^  qui  se  proloogent  par  deux  petiu 
tourillonsy  sur  lesqueis  s'appuie  et  peui  tourner  avac  iris-pea 
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de  froltement  une  Imgue  F  percee  d'un  irou  oylincirique,  at 
surmont^  d*une  vis  de  pression  G. 

DaD8  cette  bague  glisse,  et  se  fixo  par  la  via  de  preaaion^  uoa 
tringle  cyiindrique  H  H  (fig.  34  et  36),  dont  Tune  daa  axtr6- 
mit^a  porte  tine  vis  aii  moyen  de  laquelle  la  tringle  a'aaaemble 
solidement  a  Texterieur  d'un  cadre  annulaire  llll|  en  pro- 
loDgement  d'un  de  ses  diam^trea  (fig*  36). 

A  rint^rieur  du  indme  cadre  et  dans  la  direction  du  mAme 
diametre  est  dispose  I'arbre  cyiindrique  K  d«  la  toupiOi  on  corps 
de  revolution  qui  est  la  pi^ce  prinoipale  de  I'appareil.  Get  arbre 
est  termiue  par  deux  pointea  asaujetties  ii  frottement  doux 
daos  les  trous  coniques  de  deux  petiles  crapaudines  fixiies  au 
cadre  et  dont  on  regie  la  distance  au  moyen  d'une  vis  k  coqtre- 
^rou  L,  de  inani^re  que  Tarbre  K  n'ait  que  tr5s*peu  de  jeu 
longitudinal.  L'arbre  K  est  muni  d'un  bourrelet  Af  et  d'une 
petite  goupiile  pen  saillante  a  laquelle  s'accrocbe  d'un  bout  1ft 
ficelle  qu'on  enroule  sur  I'arbre  et  qu'on  tire  ensHite  rivement 
par  I'autre  bout  pour  iinpritner  k  la  poulie  une  rotation  rapide. 

La  tringle  cyiindrique  H  B  porte  une  seconde  bague  k  tourche 
IV  (fig.  34),  pareille  a  celie  D  de  la  figure  35,  si  ce  n*eat  qu'au 
lieu  d'un  pivot,  elle  se  termine  inferieureincnl  par  un  crochet 
oil  Ton  suspend  a  volonte  un  contre-poids  P.  Gette  bfigue  N 
peut  avoir  telles  positions  qu'on  veat  iui  donner  aur  la  tringle 
oil  on  la  fixe  au  moyen  de  sa  vis  de  pression*  Is  contre^poida 
est  Tigli  de  mani^re  que  lorsqu'on  arr6te  la  bague  N  vers  le 
milieu  de  la  tringle^  tout  le  syst^me  mobile  est  en  liquilibre,  etj 
par  consequent,  la  tringle  reste  en  repoa,  dans  la  situation  ho- 
rizontale  ou  inclinee  oil  on  la  met. 

188.  Sxpibvieiicca.  —  I.  Le  contre-poids  ^tant  dans  la  posi- 
tion d'^ailibrc  qui  vient  d'etre  indiquee,  si  la  toupie  ne  toume 
pas,  on  remarque  que,  par  suite  de  la  petitesse  des  tourillona 
des  bagues,  un  Taible  effort  suffit  pour  mettre  le  syst^me  en 
mouvement,  et  Iui  {aire  prendre  toutes  les  sitqationa  qu'on  veut 
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autour  du  centre  fixe  de  la  bague  F;  un  accroissement  de 
raoins  de  i/iOO  du  contre-poids  le  Tail  trebucher;  una  petite  im- 
pulsion horizontale  fait  tourher  longtemps  I'appareil  abandonne 
k  lui-ni6ine.  Mais  il  n'en  est  plus  de  mdme  si  la  loupie  are^a 
un  mouvement  rapide  de  rotation.  La  tringle  et  le  cadre  restent 
immobiles  tant  qu'on  n'y  touche  pas ;  mais,  si  Ton  essaye  de 
les  mettre  en  mouvement  en  prenant  le  bout  de  la  tringle  entre 
les  doigts,  non-seulement  on  ^prouve  une  resistance  tres-^o- 
sible,  mais  aussitdt  qu'on  retire  la  main,  le  cadre^  la  tringle  et 
son  contre-poids  s'arrStent  presque  immediatement,  comma  si 
la  rotation  de  la  poulie  faisait  nattre  dans  le  pivot  et  les  touril- 
lons  un  frottement  considerable.  Si,  au  lieu  d'agir  immediate- 
ment  avec  la  main,  on  emploie  une  baguette  polie,  d^s  qu^on 
appuie  legarement  celle-ci  horizontalement  sur  la  tringle, 
comme  si  Ton  voulait  soit  I'abaisser^  soit  T^Iever,  on  la  voit 
glisser  sur  la  baguette  et  s*ecbapper  rapidement  en  toumant 
autour  de  sou  point  fixe,  k  droite  dans  un  cas,  k  gauche  dans 
Tautre  *,  si,  tenant  la  baguette  verticale,  on  I'appuie  mode'rement 
contra  la  tringle,  comme  pour  la  faire  toumer  horizontalement, 
elle  glisse  verticalement  et  determine  la  chute  rapide  de  Tappa- 
reil,  tantdt  du  c6te  du  contre-poids,  tantdt  du  c6te  de  la  toupie. 
II.  Si  Ton  ecarte  le  contre-poids  de  U  position  d'equilibre,  en 
le  rapprochant  ou  en  reioignant  du  point  fixe,  quand  on  prend 
ensuite  Textr^mite  de  la  tringle  entre  les  doigts,  on  eprouve  k 
la  maintenir  en  repos,  horizontale  ou  inclinee  k  Thorizon,  sur 
le  pivot  central,  une  resistance  d^autant  plus  grande  que  la  cod- 
tre-poids  a  6i&  plus  d^plac^.  Cette  resistance  est  dans  le  plan  ver- 
tical de  la  tringle, et  elle  est  la  m6me,  soit  que  la  toupie  soit  im- 
mobile, ou  qu'elle  ait  regu  une  rotation  rapide  autour  de  son  axe 
de  figure.  Ce  fait,  d'accord  avec  la  theorie  relative  a  un  corps 
qui  tourne  autour  d'un  axe  contenant  son  centre  de  gravite^ 
sans  autres  forces  exterieures  que  son  poids  et  les  reactions  des 
appuis  passant  par  i'axe  (vu  Tabsence  suppoeee  et  la  petitessc 
reelle  du  frottement),  ce  fait  se  verifie  experimentalemant  en 


■OmmODIT  DB  LA  TOCFIB.  2S7 

attacbant  k  la  tringle  un  fil  dont  on  maintient  fixe  Taulre  extr^ 
rxM ;  ce  fil  se  met  promptemeDt  en  repos  dans  un  plan  vertical 
]ns8aDt  par  Taxe  de  la  tringle,  laquelle  reste  d'ailleurs  soit 
horizonlale,  soit  inclin^e  au-dessus  ou  au-dessous  de  Thorizon, 
soifant  la  longueur  qu'on  laisse  prendre  au  fit  k  partir  de  son 
point  fixe.  Mais>  ce  repos  une  fois  ^tabli,  si  on  Iftche  ou  coupe  le 
fill  on  ne  peut,  la  premiere  fois  qu'on  fait  cette  experience, 
s'empteher  d'etre  surpris  de  voir  que  la  tringle  delivr^e  de  Ten- 
travequi  la  retenait,  au  lieu  de  se  mouvoir  dans  le  plan  vertical, 
se  met  presque  imm^diatement  it  toumer  en  d^crivant  une  sur- 
face conique  autour  de  la  verticale  du  support  fixe,  ou  en  d6- 
crivant  un  plan  horizontal,  suivant  la  position  initiate  arbitraire 
qu'on  lui  a  donn^e.  Le  sens  de  cette  rotation  de  la  tringle 
depend  de  la  situation  du  centre  de  gravity  de  tout  le  systime 
mobile  et  du  sens  de  la  rotation  de  la  toupie  autour  de  son  axe 
propre :  lorsque  la  toupie,  consid^r^e  au  delk  de  lacolonne  cen« 
trale,  par  rapport  au  spectateur,  comme  dans  la  figure  34, 
toume  de  gauche  k  droite  par-dessus,  si  le  centre  de  gravity  est 
da  c6t6  du  contre-poids,  la  tringle  tourne  dans  le  m^me  sens 
qa'une  aiguille  d'horloge ;  si  le  centre  de  gravity  est  du  cdt^  de 
la  toupie,  ce  qui  arrive,  par  exemple,  lorsqu'on  dte  le  centre- 
poids,  la  tringle  tourne  en  sens  contraire.  Enfin,  la  vitesse  an- 
gulaire  de  la  tringle  depend  de  celle  de  la  toupie  autour  de  son 
axe  propre,  et  de  la  situation  du  centre  de  gravity.  Pour  une 
rn^me  rotation  imprim^e  h  la  toupie,  la  vitesse  angulaire  de  la 
tringle  diminue  k  mesure  qu'on  rapproche  le  coutre-poids  de  la 
situation  d'^uilibre,  k  mesure,  par  cons^uent,  qu'on  rap- 
proche le  centre  de  gravity  du  point  fixe  central.  Pour  une 
m^me  situation  du  contre-poids  et  du  centre  de  gravity,  la  rota- 
tion de  la  tringle  s'acc^l^re  k  mesure  que,  par  Teflfet  des  petites 
rfeistances  de  Fair  et  du  frottement,  la  rotation  de  la  toupie 
dimiDue;  lorsque  cette  diminution  atteint  un  certain  degr^,  la 
tringle  s'mclinant  k  Thorizon,  le  contre-poids  ou  la  toupie  vient 
toucher  le  support,  et  la  tringle  s'arrdte. 

17 
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L'explication  de  ces  eurieux  ph^nomines  s'obtienl  pir  li 
th^orie  des  forces  apparentes  dans  le  mouvement  d'an  €orpi 
relativament  k  un  systime  de  oon^MiraisoD  mobile. 

186.  TMorle  dn  aioifTeaieiit  wslfonne  de  la  Uiapl^suH 
ffk^UemeBt.  —  ^elatlou  eatre  Ifs  deux  vltoMea  ^a^mlyiici, 

—  La  droite  QV  (fig.  37)  est  verticale ;  la  droite  Ox,  faisai)( 
avec  elle  Tangle  a,  tourne  autour  de  cette  verticale  avec  ane 
Vitesse  angulaire  tu.  (L'axe  vertical  ^tant  pris  positivemeot 
dans  le  sens  OV,  la  vitesse  w  suppos^e  positive  fait  qae  la 
droite  Ox,  dans  la  situation  de  la  figure,  va  passer  derri^re  I^ 
plan  de  cette  figure.)  La  mfiipe  droite  Ox  est  I'axe  de  figure 
d'un  corps  solide  de  revolution  qui^  articul^  k  genou  aa  point 
fixe  O,  tourne  autour  de  cet  axe  Ox  avec  une  vitesse  ao^- 
laire  v/,  relativement  au  syst^me  de  comparaison  form^  des 
axes  OV  et  Ox.  (La  direction  positive  de  Taxe  Ox  ^tant  de  0 
vers  X,  la  rotation  w'  suppos^e  positive  va  de  P  vers  P,  en 
passant  en  avant  de  la  figure.)  On  demande  k  quelle  condition 
cet  etat  de  mouvement  subsistera  dans  le  corps,  sous  rinfluence 
de  la  pesanteur  et  de  la  reaction  de  Tappui  O. 

Le  corps  solide  (58)  suit,  dans  son  mouveraent  relatif,  les 
ro6mes  lois  que  si  chaque  point  dont  la  masse  est  m  6tait  sol- 
licite  par  une  force  totale  Ft  designee  par  les  fonnules 

F,=  Kis  (F,  ^F.  •  — JF") ,    F'  =  ^Mwu, . 

La  force  F  est^  pour  !•  point  matMal  oonsid^rA,  la  iM* 
tanle  des  forces  r^elles^  poids,  ruction  de  Tappiii,  si  la  poiat 
eat  en  O »  at  forces  int^riaores. 

•*-F«  est  pour  le  mAnie  point  la  force  centrifuge  horiionlais, 
dont  la  valeur  absoiqe  est  mui*  multiplii  par  la  diatanoe  de  ea 
point  k  Taxe  QV. 

««  est  la  projection  orthogonale,  tur  ua  plan  horixontal,  ds 
la  vitesse  relative  ti/r  du  point  consid^rd,  dont  la  distancii 
Ox  est  r. 
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La  force  «^F',  dont  rintensif^  est  Smvru,,  a  la  direction 
qa'oD  oblieat  en  faisant  tourner  la  projection  ut  d'un  angle 
droit  dans  le  sena  contraire  k  celui  de  la  rotation  m. 

Gaieiilons  cat  foveas  *-J\  et  --*F\ 

!•  F#i«M  eentrltagM  — F«.  — Consid^rons  deux  points  de 
mime  masse  m  situ^s  en  M  et  M'  dans  Tespace,  et  se  proje- 
taot  en  P  sur  le  plan  vertical  VOx,  en  arri^re  et  en  avant  du- 
quel  ilssont  places  sym^triquement.  Ces  points  et  le  point  P  se 
nbattent  en  m^m'  et  p  sur  le  plan  VOx.  Les  forces  centrifu- 
ges dgalesde  ces  points  MetM'  se  d^composent  en  deux  forces 
^es  et  contraires^  suivant  les  prolongements  de  PM  el  de 
PM',  et  en  deux  forces  parallfeles  k  QP,  k  ^gales  distances  de 
fy  et  ayant  par  consequent  une  r^sultante  ^gale  a  la  somme 
de  ces  deux  forces  et  dirig^e  dans  |e  prolongement  de  Thori- 
zontale  QP.  Chacunede  ces  forces^  projection  de  mt^^-QM  sur 
QP,  a  pour  intensity  mtv'QP,  variable  avec  la  distance  QP. 
Done  Fensemble  des  forces  —  Fe  a  une  r^sultante  dont  Tinten- 
site  est  w'2(m-QP)  ^gale  au  produit  de  w^Zm  par  la  distance  du 
centre  de  gravite  du  corps  k  Taxe  OV.  Gela  est  conforme  au 
theor^nne  du  numiSro  69.  Mais  cette  r^sultante  ne  passe  pas  en 
general  par  le  centre  de  gravity  :  si,  par  exemple,  le  corps  se 
rMuisait  k  un  simple  anneau  lin^aire  dont  le  centre  {di  en  C^ 
anx  deux  coroposantes  centrifuges  mtv'.QP  dues  aux  points 
situis  en  If  et  M'  ripondraient  deux  composantes  mm^  Q^P^ 
dues  aux  points  If,  et  If',  projet^sen  P^,  rabatlusen  m^  et 
m\^  et  aymeiriques  des  deux  premiera  relativement  au  dia- 
m^re  horizontal  de  Tanneau.  La  resultante  du  groupe  de  ces 
qoatre  foroea  passerait  auHiesaous  ou  au-dessus  de  G,  auivant 
que  Tangle  «  aerail  plus  petit  ou  plus  grand  que  90  degree,  et 
il  en  serait  de  m^me  de  tons  les  groupes  de  quatre  points  dans 
iesquekoo  pourrait decomposer  Tanneau.  Pour  trouver  en  ge- 
oeral  k  aituation  da  la  resultante  de  toutes  les  forces  oentri- 
fugaa  -^F;  il  suffiia  d'avoir  son  moment  autour  d'un  axe  per- 
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pendiculaire  au  phn  VOs,  dans  leqael  se  trouve  cette  force 
horizoDtale.  Le  moment  de  la  force  due  au  point  M  autoorde 
Taxe  projetd  en  O  est  niw*.QP*OQ;  done  ie  moment  dels 
r^ultante  est  (QP  et  OQ  ^tant  variables  avec  ies  divers  poiots 
du  corps  tournant) 

SOIU  (— Fe)=:  w^S(mQP.OQ)  . 

Cela  pos^,  rapportons  le  corps  tournant  k  trois  axes  passant 
par  O  :  Fun  Ox,  I'autre  Oy  fuyant  derri^re  le  plan  de  ia 
figure  auquel  il  est  perpendiculaire,  le  troisi^me  Ob  perpendi- 
culaire  au  plan  des  deux  premiers.  Les  deux  axes  Oy  et  Oi 
sont  projet^  sur  le  plan  rabattu,  en  ey  et  cs.  Nous  stods 
pour  un  point  M  quelconque 

QP=:  OG  sin  a  —  PC  cos  a  =  X  sin  a  —  ic  cos  a 
et 

OQ  =  OC  cos  a  +  PC  sin  a  =  X  cos  a  4-  s  sin  a 

done 

fsin  a  cos  a  (Sm(x«  +  **)  —  2Sm»«)l 
Lh-  (sin*  a  —  cos*  a)  2  mxjc  J 

Or»  le  corps  ^tant  de  revolution  autour  de  I'axe  Ox,  il  s'eO' 
suit  qu'k  tout  point  dont  les  coordonn^es  sont  x  et  z  en  r^pood 
un  autre  ayant  les  coordonn^es  x  et  —  2,  de  m6mes  valeurs 
absolues,  on  a  done  Zmxs  =  0. 

La  somme  £m(x'+s*)  est  le  moment  d*inertie  dn  corps 
autour  de  Taxe  horizontal  Oy  projet^  en  O ;  repr^ntons-le 
par  \j  . 

Enfin  la  quantity  Zmz*,  analogue  k  un  moment  d'inertie,s'y 
ram^ne  facilement  dans  le  cas  d'un  corps  de  revolution  :  si  Ton 
consid^re  dans  ce  corps  un  anneau  eiementaire  dont  ie  rayon 
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SDit  r,  on  a  ponr  Tenseaible  de  cet  anneau 

Zmz^=lmy^  =  ^lmr^,  [4] 

c'est-i^-direque  lasomme  Imz*  restreinte  kl'anneau  est  la  moiti6 
du  moment  d'inertiede  cet  anneau  autourdeTaxe  Ox.  Done  la 
somme  analogue  ilmzit,  ^tendueau  corps  de  revolution  entier, 
est  le  moment  d'lnertie  Ix  de  ce  corps  autourdu  m^me  axe  Ox. 
Nous  avons  ainsi  d^finitirement  le  moment  de  la  r^sultanta 
des  forces  centrifuges 

SOTLo  (— i^«) = w>  sin  a  cos  a  {/y  —  /,). 

Lorsqne  Pangle  a  est  droit,  c'est-i(-dire  I'axe  Ox  horizontal, 
ce  moment  de  la  r^sultante  des  forces  centrifuges  est  nul,  ce 
qui  doit  dtre  ^videmment. 

S*  FoMM  eompofli^es  — F'zs— 2mwi«r.*— Au  point  Bf  appar- 
tient  la  vitesse  relative  u/r,  la  distance  €11  ^tant  r.  Gette 
Vitesse  doit  6tre  projet^esur  un  plan  horizontal  pour  donner  tcr . 
Nous  allons  icl  faire  usage  d'une  observation  g^n^rale  que  Ton 
comprendra  sans  qu'il  soit  n^cessaire  de  recourir  au  TraUi 
de  h  Dyrumique  d^un  point  matMel^  oil  elle  est  expliqu^e 

ai,82). 

Quelle  que  soit  la  vitesse  Vi  qui  a  pour  projection  ««  sur  un 
plan  men^  par  le  point  consider^  perpendiculairement  k  Faxe 
de  rotation  du  syst&me  de  comparaison,  laquelle  projection  ut 
doit  Atre  toum^e  d'un  angle  droit  en  sens  contraire  de  la  rota- 
tion w  et  multipli^e  par  2mtv,  il  est  souvent  utile  de  proc^der 
aissi :  remplacer  Vf  par  des  composantes  ti'r,  t;%,  suivant  des 
alignements  choisis  h  volont6  dans  un  plan  contenant  vt ;  pro- 
Jeter  ces  composantes  sur  le  plan  perpendiculaire  k  I'axe  de 
rotation ;  faire  toumer  chacunedes  projections  u't,  vFt  (cequi 
revient^  en  effetyii  faire  toumerleurresultante  ut),  etlesmul- 
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tiplierpar  le  m£me  araltiplioat^ur  fmw,  ce  qui  domie  dm 
forces  ^imwu\,  — 2fliivtc^r>  dquivaleotes  k  la  force  unique 

Dans  Dotre  exemple,  substituoDs  k  la  vitesse  relative  wV  ses 
composantes  parall^les  aux  axes  Ov  et  Oy,  savoir  :  ivVcos 
PMG=:iv'2(,  suivant  le  prolongement  de  M^lf ,  et  wVcos 
PClI=w'z,  suivant  MM'.  La  premiere  a  sa  projection  hori- 
tontale  ^gale  &  tvycosa  et  dirig^e  parall^lement  k  PQ  dansle 
sens  de  P  vers  Q ;  de  sorle  qu'en  faisant  tourner  cette  projec- 
tion d'un  angle  droit  dans  le  sens  n^atif  et  la  multipliant  par 
2j»w,  on  a  une  composante  de  — F'  egslek  imww'^cMi 
dans  le  sens  des  y  positifs. 

La  deuxi^me  composante  v/z  est  toute  projet6e  dans  lephn 
horizontal  et  dirig^e  dans  le  sens  des  y  n^ti&i  de  sortequ'en 
la  faisant  tourner  et  la  multipliant  par  Saiivt  on  a  laseeoodA 
composante  de  — F'  ^gale  ii  imww'%  dirigte  paraUilemttit  k 
PQ,  dans  le  sens  de  P  vers  Q . 

A  la  ))remi«r6  compowtite  SiJiiW^^eMS  IppiiqMB  i  tout 
point  M,  .r^pond  pont  M  tK)int  ll'  syttt^tHqud  ed  avant  da 
plan  iOft  une  force  ^Id  fet  dlfeetbttiMt  dp(MM6e  (te  (ttl'ilieHdi 
lacile  de  v^riiief*  k  Taide  de  la  flgbre),  d'oti  It  ^uit  qti(i  lotttes 
Ids  forces  analogues  k  celles^lk  tout  sand  iHflueii(^  itir  te  tfiou- 
vement  du  corps. 

A  la  deuxi^me  composante  ^mww'z  appliqu6e  ail  ))oiitl 
quelconque  M  et  dirigie  datis  te  i^ni  PQ,  Mpdiid  podrle 
point  M^  sym^trique  relativenient  du  plan  rOa,  ptojetiea 
Ok,  une  force  ^gale,  parce  que  le  ^  de  ce  point  a  la  mftoM 
valeur  absolue,  mais  dirig^  dans  le  sens  opposA  Q,P,,  di 
sorte  que  ces  deux  forces  formetit  tin  couple  de  sens  n^tif, 
c'est-Mire  dans  le  sens  de  la  rotatldn  qui  irait,  Autour  de  0^ 
de  Taxe  0±  vers  Pftxe  Ot.  Lear  distance  QQ,  ^st  SiksiiKt  lA, 
par  consequent,  le  moment  du  couple  d6  atix  deux  mass^  0 
est  <— 2*3munv'2*8in  a .  Le  moment  riisultant  de  tons  les  (soor 
pies  analogues  est  ddnc  —  tunu'sluaiSffitS  ladertiitresodiiM 
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•'iteadant  k  tout  le  corps.  On  a  d'tilleura  reconou  tout  k 
l'h6ore  la  relation  3Sa»a'=:/i. 
Da  Ik  Texpreaaion  da  moment  r&ultant  dea  foroea  — *F' : 

2511;^  (— F*)  =i — ww' ain  a  J» , 

qui,  dans  le  cas  od  Tangle  a  est  droit  (c'est-k-dire  que 
Taxe  Ox  est  horizontal),  se  reduit  k— unv'tz,  comme  on  le  trou- 
Terait  directement. 


tf««tt»K  dv  nAVTesMBt  relattf  dn  eorps  de  MTolndoii.  — 

Ce  corps,  consid^r^  dans  son  mouvement  relatif,  tourne  sim- 
plement  et  uniformement  autour  d'un  axe  immobile,  6tant 
appuy6  au  seul  point  O.  Done,  la  somme  des  moments  des 
forces  ext^rieures  rl^elles  ou  fictives,  F  —  F«  et  —  F',  autour  de 
rat«  OV^  doit  Aire  nUll^  en  t ertd  du  tb^or^tnti  du  n"*  15,  at- 
tendu  que  les  forces  totales  (f,  toutes  centripktes,  disparaissent 
oommfe  i&gdies  el  dppos^es  deux  k  deut,  ou  bien,  si  Ton  veut, 
en  Yertu  du  principe  de  d'Alembert,  atteudu  que  les  forces 
d'inertie,  datis  1^  tndtivement  relatif  dont  il  s'agit,  se  rMuisent 
atii  foirces  centrifuge^  (igales  et  oppos^es  dent  k  deux.  Done, 
A  vm  appeite : 

P  le  poida  du  corps  tournant> 

/  la  distance  de  son  centre  de  gravity  au  point  O,  positive  ou 
negative,  selon  que  ce  centre  de  gravitd  est  du  c6t^  de  la 
toupie  oa  du  c6t^  de  la  tringle,  on  a  I'^quation 

Asin  a4-  ^  (iy  —  ^x)  sin  a  cos  a  —  wii/  sin  (ttx=^0, 

satiafaite  par  sin  a  =  0  (cas  oil  Taxe  de  la  toupie  est  vertical) « 
el  par 

pt+v^  (f^;—  f ,)  eos  ft — mifit  t=i  0  i  p] 

MMotalvM  de  eetie  ^«m1ob.  --»  Si  le  Corps  est  donn^j  que 
Fon  connaisae  par  cona^uent  les  quantity  F|  h  h  son  mo- 
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ment  d'ioertie  autour  de  Taxe  de  rotation  relative,  et  Ij  sob 
moment  d'inertie  autour  d'une  droite  men^e  par  le  point  d'ap- 
pui  O  perpendiculairement  k  Om,  on  poarra  se  donner  arbi- 
trairement  l*angle  a  et  la  vitesse  angulaire  w  de  I'axe  de 
figure  du  corps  autour  de  la  verticale,  et  en  conclure  la  vitesse 
angulaire  relative  w'  n^ssaire  pour  maintenir  T^tat  du  moo- 
vement  compost  de  deux  rotations  uniformes. 

Si,  au  contraire,  on  se  donne  w'  et  Tangle  a,  on  trouve  en 
general  deux  valours  de  w,  savoir  : 


w.  =  : 


i^^^(«,'l.  +  |/w'./..-4(/,-/.)«««a) 


2  (/y— Jx)oosa 
et 

Pf 2PI 

qui  sont  r^elles  sous  la  condition   w'^Ih  ^i{h — Is)  PIcos a , 
toujours  facile  k  rteliser. 

w^  9  la  premiere  racine  et  la  plus  grande  en  valeur  absolue, 
devient  infinie  quand  Tangle  a  est  droit;  elle  n'est  pas  alors 
applicable  k  la  question;  c'est  ce  qu'on  voit  imm^diatemeat 
par  T^quation  [2]^  qui  se  rMuit  simplement  dans  ce  cas  k 

PI 
Pi— ww'lx  =  0    d'oil    w  =  -7— , 

valour  unique,  qui  est  celle  que  prend  w^  quand  on  y  Tait 
cos  a  =  0. 

Remarqve.  —  Dans  Texp4rience  qui  a  pour  but  de  verifier 
cette  tb^orie,  on  donne  une  grande  valeur  k  la  vitesse  w'  da 
corps  tournant  autour  de  son  axe  de  figure,  et  la  vitesse  w^  la 
plus  petite  des  deux  valours  th6oriques  de  iv,  et  beaucoup  plus 
petite  que  w',  s'^tablit  spontan^ment,  ou  au  moins  Taxe  Ox 
se  met  k  toumer  autour  de  la  yerticale  avec  une  vitesse  qui  oe 
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tarde  pas  k  acqu^rir,  i  trte-peu  prte,  la  valeur  w^j  correspon- 
dant  i  celle  de  W ;  et,  conform^ment  k  la  formule,  le  sens  de 
la  Vitesse  tir,  change  avec  le  signe  de  la  distance  /. 

187.  M*«Teviemt  de  r»xe  de  la  to«ple  dansiui  pimm  ▼er« 
tieei.  —  Pour  nous  rendre  compte  de  r^tablissement  spontan^ 
de  la  rotation  autour  de  la  verticale^  imaginons  que  le  corps 
ayaot  recu  une  grande  vitesse  angulaire  autour  de  son  axe  de 
figure,  cet  axe  soit  empAchd  de  tourner  autour  de  la  verticale. 
Dansce  cas^  le  corps  ob^issant  k  Paction  de  la  pesanteur,  son 
axe  de  figure  tournera  autour  de  Thorizontale  Oy  projet^e 
en  O.  Soit  v/'  la  vitesse  angulaire  de  cette  rotation  k  un  cer- 
tain instant ;  consid^rons  k  ce  mdme  instant  le  mouvement 
relatif  du  corps  par  rapport  au  syst^me  de  comparaison  form^ 
des  trois  axes  Oz«  07>  Ob,  et  anim^  de  la  rotation  vf.  Le 
corps  dont  la  rotation  relative  autour  de  Ox  est  w'  suit  Aks 
lors  dans  son  mouvement  relatif  les  mfimes  lots  que  si 
chaque  point  dont  la  masse  est  m  ^tait  sollicit^  par  une  force 
totaie  Ft  =  K6s  (JP,  —  F«,  —  F^.  Nous  employons  les  mdmes 
lettres  qu'au  num^ro  pr^c^dent,  parce  qu'elles  ont  des  signifi- 
cations analogues^  quoique  difKrentes.  Calculous  encore  ici  les 
forces  —  Fe  et  F'. 


1*  Fereee  -— F«  •ppoaAea  k  eelles  d'eBtralMenieat.  —  Le 

mouvement  d'entratnement  est  une  rotation  vari^e  autour  de 
Taxe  Oy  projet6  en  O. 

Pour  chaque  pdnt  du  solide,  la  force  — F«  se  compose 
d*Qne  force  centrifuge  et  d'une  force  tangentielle.  Toutes  les 
forces  centrifuges,  k  cause  de  la  sym^trie  du  corps  relativement 
i  tout  plan  passant  par  Faxe  Ox,  ont  leur  rteultante  dirigto 
soivaot  cet  axe  et  disparaissent^  par  consequent,  de  Tdquation 
da  mouvement  du  solide. 

Pour  chaque  point  M  de  ce  corps ,  projet^  en  P,  la  force 

d'entralnement  tangentielle  a  pour  valeur    m*OP--—  \    son 
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moment  autour  de  Oy  est  m-OP< —  .  J>ap  cons&iuent  la 
somme  des  momenti  dea  Ibroaa  ^  F%  aatoar  de  oe  intaw  ua 
eat  -i-/,. 


dt 


2^,HF.)=-f,^.  [3| 


2*  Wmr^m  fmmp—6m  — F'zs— iftiWiit*  —  Au  point  M 
appartient  la  viteaaa  relative  u/  r,  dont  la  projection  vrsur  ua 
plan  perpendiculaire  k  Take  O  de  la  rotation  vf  eat  w'y,  et 
dirig^  dans  le  prolongement  de  M,  M  auivant  uneparallUei 
CP»  II  faut  la  muHtplier  par  imuif  et  la  faire  toumerdansle 
plan  parallMe  k  xOb^  d'un  angle  droit  en  sens  contraire  de  la 
rotation  W)  ce  qui  donne  SmWWy,  projetee  en  PXS  dans 
le  sens  des  x  n^tifs.  Le  point  M'  symitrique  de  M  rela- 
tifeinent  au  plan  tertical  bOx,  en  avant  diiquel  il  est  sitaci 
donne  une  force  —  F  ^ale  et  parall^le  h  la  prte^dente,  mais 
dirig^e  dans  le  sens  des  x  positifsi  parce  que  Ty  du  point  M'  est 
n^atir.  Lesdeux  forces  dues  ainai  aux  points  M  et M'  constituent 
done  uu  couple  perpendiculaire  k  Oi  et  de  sens  positif,  dont 
le  moment  est  ^-^mvfw'y^.  Done  toutes  les  forces  — F' equi- 
valent i  iin  couple  de  sens  positif,  fltitbur  de  Oai,  dbdt  le 
moment  est  WWl:»iy%  6u  ti/'tvlx,  d'dt^rSs  Itt  r^latlM  [1] 
du  num^ro  precedent. 

Ce  couple  ^st  ^qtiilibr^  pat*  1^  poitit  flxe  0  ht  pAt  i'dtetade 
k  la  ^dtation  de  Taxe  6^  Autour  de  la  veHicale. 


it%llall««  atl  nottYeniMl  du  ••IM^  dmmm  ••  •••.— Ge  OOrpS 
dans  son  mouvement  relatif  tourne  simplement  et  uniforine- 
ment  autour  de  Taxe  fixe  Oy .  Done,  odmnie  dana  le  cas  pr^ 
oMent,  la  summd  des  moments  des  forces  rielles  et  des  forces 
fictives  ailtour  de  cet  axe  doit  £tre  nulle,  ce  qui,  les  rotatioos 
prteMetltes  ^tant  conserv^es,  donne  (fdhmule  [3]  ci-desisas) 


HI  MOTUBIT  0Ani  L*»PACB.  Ml 

,  ^iU*     ^     J.  ,     at*i*      PI  sin  a 
PZ  sin  «—/,"jj-  =  0,    d'oii    —  =  — p — ,       . 

tie$^M\te  que  le  corps  de  revolution,  en  vertu  de  robstacla 
iDpposd^  ob^it  2^  Taction  de  la  pesanteur  absolument  dela  mime 
mani^re  que  si  la  rotation  propre  qui  lui  a  ^t^  imprimie  auiour 
de  son  axe  de  figure  Ox  n'exis^ait  pas.  Cette  rotation  n'a 
d*autre  effet  que  de  produire  sur  robstacle^  tant  qu'il  existe, 
nne  pression  horizontale  dont  le  moment  autour  du  point  fixe  O 
est  ^al  ii  f»fv/ix . 

Mais  si  robstacle  n'existe  pas^  on  comprend  que  quand  la 
rotation  u/  est  trfes-grande^  I'autre  rotation  vf  a  bient6t  ac- 
quis une  valeur  telle  que  le  moment  v/'w'h  est  assez  grand 
pour  faire  naitre  trfes-rapidement  dans  le  corps  la  rotation 
horizontale  et  peu  considerable  w  qui  conyient  au  mouvement 
uniforme  etudid  au  num^ro  precedent. 

BXBXFLBS  OB   COBPS  fOUDBS  BS  MOUTBHBRT  BARS  l'eSPACB. 

188.  ■ooTemeiit  de  deox  boulets  sph^rlqaes  pesante, 
lite  estre  enx  par  one  triagle  eyllndrlqne  dont  I'axe  paaae 
par  lea  deax  aenCres.  —  Si  la  tringle  est  assez  mince  et  si  les 
boulets  sont  assez  petits  relativement  k  la  distance  des  centres 
pour  qu*on  les  considfere  comme  deux  points  mat^riels,  its  tour- 
nent  ensemble  et  uniform6ment  dans  un  plan  qui  se  meut 
parallfelement  it  lui-m6me ;  car,  k  Tinstant  initial  relativement 
au  centre  de  gravite,  ils  se  meuvent  dans  un  plan  perpendicu- 
laire  a  un  axe  principal  d'inertie.  Si  Ton  a  6gard  aux  dimen- 
sions des  boulets,  rellipsoide  central  du  syst^me  est  un  ellip- 
soide  de  revolution;  la  ligne  des  centres  d^crit,  en  general, 
relativement  au  syst^me  de  comparaison  transport^  avec  le 
centre  de  gravity,  une  surface  conique  de  revolution ;  ses  divers 
points  decrivent  des  cercles  situis  dans  des  plans  paralieies, 
les  autres  points  decrivent  des  epicycloides  spheriques. 
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189.  Corps  spkdrifne  fomA  de  «mc 
MBirifVM.  —  Si  nous  le  supposons  lanc^  dans  Fespaoe  avec 
une  rotation  initiate  sous  Taction  de  forces  parall^les  et  pro- 
portionnenes  aux  masses  ^l^inentaires,  dans  ce  corps  considM 
relativement  au  centre  de  gravity,  la  rotation  reste  consUote 
en  direction ;  elle  Test  ^aiement  en  intensity  tant  que  le  corps 
ne  change  pas  de  dimensions.  Mais  s*il  se  contracte  par  reflet 
des  forces  interieures,  c'est  le  moment  r^ultant  des  quantity 
de  mouvement  wl  qui  reste  de  grandeur  constante  :  la  vitesse 
angulaire  w  augmente. 


CHAPHRE  m. 

APPLICATIONS    DE   LA    8TATIQUB. 


fQnLDii  Dit  trsTiiis  pumcuLiLUii. 

100.  Teasiam  d'vne  eorde.  —  On  suppose  ici  les  cordes 
parfaitement  flexibles ;  on  fait  abstraction  de  leurs  dimensions 
transversales  et  de  leur  poids  suppose  tr^s-petit  en  comparaison 
des  autres  forces  qui  les  sollicitent.  Si  CD  (8g.  38]  est  une  por- 
tion d*une  telle  corde  dont  les  points  extremes  G,  D  soient 
seuis  soUicit^s  par  des  forces  F,  F'  extMeures^  il  faut  pour 
Tequilibre  que  ces  deux  forces  soient  egales  et  directement 
q>pos^s^  comme  sHl  s'agissait  d'un  corps  solide.  Hais  en  outre 
elles  doivent  tendre  k  ^carter  et  non  k  rapprocher  les  deux 
points  extremes,  et  la  corde  en  vertu  de  sa  parfaite  flexibility 
se  met  en  ligne  droite.  Le  fil  CD  se  trouvant  dans  cet  etat,  si 
on  le  partage  par  la  pens^e  au  point  E,  Taction  mutuelle  qui  a 
lieu  entre  les  molecules  de  CE^  d'une  part^  et  de  ED,  de 
I'autre^  est  attractive  et  ^ale  a  chacune  des  forces  F,  F\  car 
les  conditions  sont  les  m6mes  pour  chacune  des  subdivisions 
C£  et  ED  dufil  CD  que  pour  ce  fil  entier.  L'intensit^  de  cette 
action  mutuelle  s'appelle  la  tension  de  la  corde  ou  du  fil  au 
point  E. 

191.  Cmwde  MilMMe  pAP  trols  foPCM  exMrienes.  —  Une 

portion  de  corde  ABC  (fig.  39)  itant  soUicit^e  par  trois  forces 
extMeures,  dont  deux  F,  F"  agissent  aux  extr^mit^s  A^  G, 
et  une  autre  F'  en  un  point  interm^iaire  B,  il  faut  pour 
IV 
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V  Que  les  forces  F\  F"  agissent  suivant  les  prolongements 
des  cordons  rectiligoes  BA,  BG  doDt  elles  expriroent  ies  teo- 
sioDs;  S°  que  les  forces  F,  F\  F''  soient  dans  un  m^oie  plan 
et  aieut  les  relations  (II,  38) 

sin  (F\  F")  "^  sin  (*•,  P")  ^  sin  (F/F*) ' 

Si  Tangle  (F,  F'%  form6  par  les  deux  portions  de  lacofde, 
approche  beaucoup  des  deux  droits,  et  qu'aucun  des  deux  aa- 
tres  angles  ne  soit  trfes-petit,  les  tensions  F,  F"  sont  tris- 
grandes,coinpar0es&  F'.  Enpratiqqe^ellespepeuyeiitfeiMiMer 
une  limite  qu'on  appelle  U  r^sist^ce  de  la  cordo  h  ta  ruptuff. 

199.  Tolj^me  ftaalralAlM.  —  Soient  F,  F',  F',  F^  F* 

(fig.  40),  les  forces  ext^rieures  appliqu^es  aux  points  M,  If, 
M'\  W",  M*^,  d*une  corde  formant  un  contour  polygonal.  Les 
six  conditions  d'^quilibre  n&;essaires  et  suffisantes  pour  I'equi- 
libre  d*un  syst&me  solide  sont  IcI  insufflsantes,  mais  restent 
n^cessaires,  comme  elles  le  sont  pour  un  syst^me  quelconqoe. 
Trois  de  ces  conditions  signifient  que  la  r^sultante  de  translation 
est  nulle,  ce  qui  pent  ici  ais(¥ment  se  d^montrer  d  priori.  Eo 
g^n^ral,  la  tension  d'une  portion  rectiligne  GH  du  fil  est  la 
mdme  que  si  en  G  on  transportait  parall^lement  k  elles-m^mes' 
les  forces  F,  F',  F"  qui  agissent  depuis  I'extr^mit^  ML  jusqu'au 
point  M''  voisin  de  G,  ou  si  Ton  transportait  en  H  les  autres 
forces.  La  figure  d*un  polygene  funiculaire  et  les  directions 
des  forces  appliqn^es  k  ses  divers  sommets  d^terminent  n^ces- 
sairement  les  rapports  de  ces  forces  entre  elles,  et  avec  les  ten- 
sions int6rieures  ou  internn^diaires  T\  T'\  C'est  ce  que  rend 
Evident  la  figure  ou  les  forces 

F,     F\  T\  F^  r",  F'",     Fw, 

sont  representees  par  les  droites 

M'A,  AB,  M'BsrM'V,  B'C,  M'^G  =  If ''C,  CD,  M'^. 


•fSfiiiit  FimiQOLAmBS.  9I\ 

IBS.  r*i7c«B6  4^  VAvignoB.  -p-  8i  Ton  transporte  parallk- 
lament  k  •qx-mAmei  ies  triangles  M'AB,  M'VC,  M'^'CD, 
pour  %n  former  (fig.  41)  la  polygone  0»bMO  ferin^,  mais  qui 
peot  (fttre  gauehe,  on  voit  que  les  c6tte  extirieurs  de  ce  poly- 
gons, prig  dans  le sens  Oak...,  aont  parallMes  en  m^me  sens  et 
proporlionneb  aux  forces  ext^rieures  F,  F',  P^,  F^^S  f^,  et 
que  ses  diagonales  sont  parallMes  et  proportiopDelles  aux  ten* 
sions  int^rieures.  Cette  remarque  est  d'aillegrs  la  oons^uenee 
de  ee  que,  si  des  forces  F,  F',  F",  F"',  F'^  ont  leurr^sul- 
tsnte  de  translation  nulle,  et  que  d'un  point  O  quelconque  on 
fasse  partir  un  contour  polygonal  dont  les  oAt^s  soient  proper^ 
tionnels  et  parall^les  en  m6me  sens  k  ces  forces^  ce  polygone 
estfermA  et  ses  diagonales  partant  du  mtoe  point  O  repr^sen- 
tent  les  r^sultantes  de  F  et  F',  de  F,  F'  et  F',  etc. 

On  voit  encore  que  le  polygone  itiniculaire  MM!MFlUf"M*^ 
restant  le  m^me^  et  par  cons^uent^  les  droltes  0«,  Ob,  O0, 
M  ooDservant  leurs  directions  mais  pouvant  changer  de  lon- 
gueurs, les  forces  extremes  F  et  F^^  peuvent  changer  d'inten- 
lit^,  et  les  forces  interm^diaires  F',  F',  F"'  peuvent  changer 
d'une  infinite  de  mani^res  en  intensit^s  et  en  directions,  et  par 
mite  ftiire  verier  les  tensions. 

194.  PMbieMe.  — -  On  donne  le  point  M  et  les  intensit^s, 
et  situations  angulaires  des  forces  cxt6rieurcs  F,  F',  F",  F'", 
F",  except^  une;  on  donne  en  outre  les  longueurs  MM', 
MV,... :  en  oonclure  la  figure  du  polygone,  sa  position  dans 
Tespace,  et  par  consequent  les  tensions  r',  T". 

On  construira  la  figure  41,  puis  la  figure  40. 

105.  Cma  dM  foFces  paraiieies.  —  Lorsque  les  forces  F\ 
F%  F"*  interm^diaires,  appliqu^es  aux  sommets  du  polygene, 
sont  parell&Ies,  il  en  r^sulte,  commeon  le  voit  ais^ment :  i*  que 
le  polygone  MM'M'm'''M>^  est  dans  un  plan  contenant  les  di* 
sections  des  forces;  St^  que  les  projections  de  toutes  les  tensions 
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sur  un  axe  quelconque,  par  des  droites  projetantes  parall^es 
aux  forces  F',  F^...  sont  ^les  enlre  elles;  S""  que  la  somme 
alg^brique  des  projections  sur  un  axe  parall^Ie  aux  forces  F\ 
F",..,  des  deux  tensions  en  deux  points  quelconques,  prises 
chacune  dans  le  sens  qui  s'^loigne  da  fil  interm^diairey  est  ^e 
et  de  sens  oppose  k  la  somme  des  forces  F  paralliles  comprises 
entre  ces  deux  points;  4^  que  si  les  forces  parall^les  sonMes 
poids  de  corps  suspendus  aux  sommets  du  polygene,  deux  cd- 
t^s  quelconques  de  ce  polygene  se  coupent  sur  la  verticale 
passant  par  le  centre  de  gravity  de  Tensemble  des  coips  sus- 
pendus interro^diaires. 

196.  Centre  de  ^mitIC^  de  polds  eoBBiu.  —  0e  lil  un  pro- 
c6d^  graphique  pour  r^udre  celte  question  :  £tant  donDto 
les  verticales  quij  dans  un  m6me  plan,  paasent  par  les  centres 
de  gravity  de  poids  connus  P',  P^,  P"\  P^,  trouver  les  verti- 
cales des  centres  de  gravity  de  I'ensemble  de  deux,  de  trois... 
de  ces  corps  pris  cons^cutivement.  D'apr^s  le  num^ro  193,  sur 
une  verticale  CD  (fig.  42)  on  porte  k  la  suite  les  unes  des  autres 
des  longueurs  proportionnelles  aux  poids  donnes  P'j  P',  f^i 
F^^\  on  joint  les  deux  points  extremes  et  les  points  de  division 
k  un  point  O  pris  arbitrairement,  par  des  droites  qui  se  tron- 
vent  paranoics  aux  tensions  et  par  cons^uent  aux  o6t68  d'un 
polygene  AM'M'^M'''M>^B  que  Ton  construit  en  mettant  les 
sommets  M'^  M'^,  M"\  M "^  sur  les  verticales  donnto.  Le  point 
E'^^  intersection  des  c6t6s  AM'  et  M'^M'^',  est  sur  la  verticale  da 
centre  de  gravity  commun  de  F'  et  JP^;  les  points  £'''  et  E^ 
intersections  de  AM'  et  de  M'^'Mi""  et  W^B^  sont  sur  les  verti- 
cales des  centres  degravite  des  syst^mes  (F',  F^,  F"')  {F^ft'i 
F"',  F"). 

On  comprend  que  ce  proc^d^,  determinant  des  points  par 
les  intersections  de  droites  prolong^es^  est  peu  susceptible  de 
precision,  et  qu'un  calcul  m6me  approximatif  doit  6tre  soovent 
pref(6rable. 


'•PPorts     ,.^ ,    ^,^ 
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fQHILDEB  ACS  STSTIMBJ  FOLTftOVAVZ  BB  COBM  0OUMS 
▲  ABTICULATIOVS  SUPLBfl  8AH8  rBOTTBMBKT  ('). 

197.  Cmi  4e  dMix  e«rp«.  —  Ces  deux  corps  solides  lite 
entre  eux  par  Farticulation  M  (6g.  43),  et  pouvant  tourner  au- 
tour  des  points  fixes  A'  et  A'^^  sont  soUicitte  respectivemjent  (ea 
outre  de  leurs  pressions  mutuelles  en  M  et  des  ructions  des 
appais  en  A'  et  A'')  par  des  forces  dont  les  rteultantes  P"  et  1^ 
passent  aux  points  N'  et  N^  des  droites  A'M  et  A'^M.  On  de- 
mande  la  condition  d'^uilibre  du  syst^me  et  les  intensity  et 
directions  des  pressions  en  M^  A'  et  A'^,  qu*ii  importe  de  con* 
nattre  pour  s'assurer  si  les  deux  pieces  du  syst^me  et  les  deux 
appuis  peuvent  rteister  aux  efforts  qu'ils  subissent. 

Soient  les  distances  MB  =  & ,  A'B  =  a'j  A^B  s  a",  et  les 
AW_   ,     A"S"  _    „ 

Soient,  dans  le  plan  A'MA'',  deux  axes  rectangulaires  A'A"x 
et  Mil  et  imagiuons  un  troisiime  axe .  A's  projeti  en  A'. 
Soient  P',,  i'y,  P*,,  P^x,  JP^y,  P^« ,  les  composantes parall&Ies 
ii  ces  axes  des  forces  P'etP*^,  Soient  C,  (^y,  <y„  (f^,  O^y,  C^,, 
les  composantes  analogues  des  ructions  Q!  eilf  des  appuis 
M  et  A"  sur  les  pieces  A'M  et  A'^M.  Soient  (h,  ih^^f 
les  composantes  de  la  pression  Q  que  la  pi^ce  A'M  exerce  en 
M  sur  la  pi^ce  A'^M.  L'emploi  des  composantes  des  forces  in- 
connues  dispense  d'introduire  dans  le  calcul  les  angles  incon-- 
DOS  que  ces  forces  font  avec  les  axes. 

Pour  obtenir  entre  les  forces  P'  et  P^  une  relation  indi- 
pendante  des  forces  qui  s'exercent  en  A'^  A'^  et  M,  consid6- 
roDs  r^quiiibre  de  Tensemble  MMM',  et  prenonsles  moments 
des  forces  extirieures  autour  de  I'axe  A'A".  Nous  aurons 
ainsi : 

P'.n'A+P',n''*  =  0    ou    n'P',+ n"P",  =  0  .        [1] 

(*)  Lea  questions  comprises  sous  ce  litre  se  traiteot  d^apris  les  consld^* 
nUoas  expose  aa  nom^ro  lot. 

IS 
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Pour  trouver  les  composaDtes  de  Q,  posons  aeparement 
pour  les  pi^es  A'M  et  A'^M  les  Rations  d'^ilibre  oil 
D^entrent  pas  les  reactions  des  appuis^  savoir,  pour  A'M,  en 
remarquant  qtie  cette  pi6ce  re^it  en  M  du  corps  A''lf  use 
force  ^gale  et  bpplos^e  k  ii,  les  Equations  des  moments^ 
dl'aborii  autour  ae  A'y  ou  de  A^x  (rn^me  ^uatipn  parce  que 
AT  est  sur  A'M) 

puis  aotour  de  X'zy 

&  pour  P^qutlibre  de  iIa'',  en  pfenani  les  moments  autoar 
d'un  axe  passant  par  A''  et  parallfele  S  A!i$ 

L'^uation  [2]  donne  Q^;  [3]  et  [4]  donnent  iff  et  Qf. 

Les  reactions  Q'  et  Q"  des  appois  en  A'  et  A"  soMta* 
D^es  en  fonctions  de  P',  P"  et  Q,  par  T^uilibre  de  translatioQ 
de  A'll  etde  A"M  coDsider^essipar^ment;  onaaitim 

(jf'H-l»"H-e.=0,    C^'H-'^'rf-AsaO,    ^"H-i^'i-Hf?*^'- 

La  rteolution  des  neuf  derniires  Equations  diteniiineFiit  les 
grandeurs  des  neuf  composantes  inconnues,  et  par  suite  oelia 
de  leurs  r^sultantes.  Les  signes  dea  composantes  fefaieot 
connattre  le  sens  viel  de  chacune  de  cea  forces,  compare  lo 
sens  positif  suppose  dans  la  figure. 

Rbmaequbs.  —  i.  Si  Ton  icrivait  les  cinq  conditions  d'eqni- 
librederensemble  A'llA",  aut»esquer6quation{4],onobti»- 
drait  des  equations  indipendantes  de  Q  iitfpIidtetMirt  com' 
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prisesl  dftijs  le^  ^oatloris  t^i-de^us,  thdis  qui  seraient  insuffi- 
santes  poor  determiner  les  six  composanles  des  forces  Q'  etQ". 
On  troilverait  \k  somme  0'x+0"x  6galei  —  (t'x4-P")»  "^^'S 
ootl  chacune  de^  forces  Qx  ^t  Q"x^  qui  he  petivent  etre  d^ter- 
tfiitiiSes  s^pitf^tneiit  qu*cln  a^ant  igitd  k  Tassemblage  pai*  arti- 
colation  simple  eh  M . 

II.  Si  Tod  voulait  obtenir  directemeot  les  trois  obmposantea 
9'x>  QV  et  Q'x  de  la  reaction  de  Tappui  X\  on  consid^rerait 
d'abord  r^quUibfe  de  rensethbie  A'MA",  et  I'oh  ecrirait 
I'^uation  des  moments  autour  de  Taxe  projdtA  eh  A'^  sayoir, 
eo  appelant  a  la  distance  A'A''  : 

Qfja+  P'y  {a-^n'oTj  —  P'x  (i—nT^h 

pa^;  iiiihsiderant  I'^tjullibrb  A^  ia  pi^ce  A'U,  on  pbserait 
r^quation  des  moments  autour  de  I'axe  projete  en  in,  savoir  : 

^ya'-iJ'xA+P'yll-nV 

on  aurait  done  deux  equations  pour  les  deux  inconnues  Q  k  et 
Q^y.  Quant  k  Q'l ,  on  I'obtiendrait  imm^diatement,  en  vertu  de 
I'^qoilibre  de  la  mdme  pi&ce  A'^i,  en  ^crivant  T^quation  des 
moments  autour  de  Taxe  MB,  savoir  : 

198.  Exempie.  Ile«x  eorps  peMuito.  —  Le  triangle  A'MA'' 
(B;.  44)  est  vertical;  la  verticale  MBz=:h;  les  distances 
A'A"=a,  A'B=:a',  A"B=«";  JP'etP'  sont  les  poids  de 
deux  corps  A'M,  A^M;  N'  et  N"  les  intersections  des  verti- 
cales  des  centres  de  gravity  avec  les  droites  A'lit  et  A^'M; 
\W=n'.A'M,  A"N"=»".A"M. 

Soit  la  rCaetioh  de  Tipptit  A'  d^ofilpcfS^e  en  deux  fbrbes. 
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rune  Sf  verticale,  Fautre  Q  suivant  A'A'';  soit  la  riactionde 
Tappui  A^d^composfe  en  5"  verticale  et  Q  suivant  A''A' 
(rune  des  ^nations  de  projections  exige,  en  eflfet^queiesdeox 
composantes  suivant  la  droite  A'A"  soient  ^ales  el  opposes); 
soit  enfin  la  pression  de  A^M  sur  A'M  decompose  en  Siet- 
ticale  et  Q  parali^le  k  X'X"  (m6me  observation). 

L'^quilibre  de  I'ensemble  A'MA"'  donne  S'  et  S^  par  deux 
^nations  de  moments  (95)^ 

autour  de  ^ '    oS^ — n'a'e  —  (a — » V)  P" = 0 , 
tt     de^'    «S'-.(a— WaO^  — »V'P"=0, 

qui  comprennent  implicitement  Tiquation  de  projections 

tf  +  S"— P'— P^=0. 

L'iquilibre  de  la  pi^ce  distincte  All  donne  l*6qoati(m  de 
moments,  autour  de  A', 

et  r^uilibre  de  la  pi^ce  A'^M  soumise  en  If  aux  forces  5,  et 
Q^  ^ales  et  oppos^es  it  5  et  Q ,  T^quation  de  moments  au- 
tour de  A'^ 

DeUt 

S  peut  6tre  nulle,  ce  qui  arrive  lorsque  les  moments  de  P'  «Q* 
tour  de  A'  et  de  P''  autour  de  A"  sont  ^aux;  et  danscecis, 

n'a'P' 

on  a  simplement    Q = — r—  • 

198.   Cm  de  q«*i»e  eorps  mfwaUHqmm  4mr  ft  ien^-On 
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suppose  ^que  ce  syst&me  (fig.  45),  analogue  h  une  charpente  de 
eomble,  soit  sym^trique  par  rapport  h  la  verticale  CD,  non« 
seulement  quant  ^  la  figure  du  polygone  ABGB'A",  mais 
aussi  quant  aux  r^sultantes  P,  P,  P„  P,  des  forces  qui  sollici- 
tent  les  quatre  corps.  On  denoande  de  verifier  T^quilibre  da 
systfeme  et  de  determiner  les  actions  mutuelles  en  C. 

Ces  forces  mutuelles.  sont  6videmment  horizontales  {S  est 
nulle)  (198). 

Soit  done  Q  la  force  exerc^e  en  G  par  la  pi^ce  CB'  sur  la 
pifece  CB.  L'^quilibre  de  cette  derni^re  donne^  ind^pendam- 
ment  de  la  force  qu'elle  re^it  en  B  de  la  pi^e  AB,  F^quation 
de  moments  autour  de  B, 

iet  A  dtant  les  distances  des  forces  P  et  Q  au  point  B;  et  Te- 
qoilibre  de  I'ensemble  ABC  donne,  independamment  de  la 
reaction  de  Tappui  A,  une  Equation  analogue, 

Pa  +  P.a,  — <?ff=0. 

DeUi 

Pb  Pb      Pa  +  P,a, 

<?=T  «*  T  =  — i-^' 

^uationsdont  Tune  fait  connaitre  Q,  et  la  deuxi^me  est  la 
condition  d'^oilibre  du  systfeme  pesant. 

Si  les  forces  P  et  P,  ne  v6rifiaient  pas  cette  Equation,  on 
pourrait  ^tablir  Tequilibre  au  moyen  d'un  Hen  MM'  qui  rendrait 
invariable  Tangle  BGB'.  Supposons  que  ce  lien  soil  horizontal, 
qu'il  exerce  en  M  et  M'  sur  les  pieces  B  C  et  B'  C  deux  forces 
verticales  P'  ^gales,  et  deux  forces  horizontales  et  oppos^es  T 
reprfeentant  ce  qu'on  pent  appeler  la  tension  horizontale  du 
lien.  II  est  alors  possible  de  determiner  les  inconnues  T  et  Q. 
Soient  kei  I  les  coordonn^es^  horizontale  et  verticale,  du 
point  M  par  rapport  h  h,  et  soient  K  et  L  les  distances  ana- 
logues du  m^me  point  par  rapport  au  point  A. 


j:-'iqqjlibr|5  dfi  la  pifecfl  jCB  e|  celui  4e  rensea4>le  4pP 
doDpeDf  dei)^  6qi|at)ops  do  p^oiqents  : 

d'oii  Ton  peut  conclure  T  et  Q>  si  la  force  verticale  f^  est 
connue.  Cette  force  est  ^videnfiment  ^gale  h  la  moiti^  du  pojds 
du  iiea  horizontal^  qui  peut  dtre  donn^.d  priori.  Mais  si  Ton 
voulait  faire  d^pendre  ce  poids  de  la  tension  T,  on  aurait 
entre  P'  et  7  une  Equation,*  qui^  jointe  aux  deux  prdc^dentes, 
ach^verait  de  determiner  les  trois  inconnues  T,  QetP^, 
Si  T  se  trouvait  negative,  le  lien  devrait  4tre  rigide. 

800.  PolygOBe  arCleul^  d'nn  Bomlire  q«eleoaq«e  de  eAMt. 

—  Des  corps  solides^  dont  chacun  en  touche  deux  autres,  soot 
li^s  par  des  articulations  M',  M'^,...  M(n-~*);  les  deux  corps 
extremes  sont  articul^s  k  deux  points  fixes  A  et  B.  Les  n  corps 
sotit  sollicit^s  par  des  forces  ext^rieures  que,  pour  sioipiifler, 
nous  supposons  r6duites  aux  r6sulfpntes  P^^P"...  PW,  dont 
chacune  rencontre  la  droite  passant  par  les  deux  articulations 
du  corps  auquel  elie  appartient.  II  s'agit  de  verifier  si  Fequi- 
libre  existe,  et^  dans  le  cas  de  Paffiroiative.  de  trpuver  lespres- 
sions  mutuelles  en  M',  M", . . .  et  les  reactions  des  appuis. 

On  veriHera,  coninie  au  p^  197,  F^quilibre  de  deux  corps  con* 
tigus,  par  exemple  A  M'  et  M'  M'^,  el  Ton  d^terminera  la  pres- 
sion  i^  que  M'M"  exerce  en  M"  sur  le  corps  voisin  M'  M".  Oa 
v^rifiera  Tdquilibre  de  celui -ci  en  s'assurant^  soit  par  la  com- 
position^ soit  par  les  nioinenls,  que  la  resultante  de  Q^etde 
P^"  passe  en  M'''.  S'il  en  est  ainsi,  cette  rfeultante  sera  la  pres- 
sion  en  M'''  du  corps  If ''  M"'  sur  le  suivant.  Aiosi  de  suite. 

90 1 .  M^me  ^qnlllbre  rament^  &  celnl  d'nn  paly^one  ftul- 
eaiaire.  —  Chaque  corps  solide  ^lant  en  equilibre,  on  peut, 
sans  changjBjT  cct  elat,  subsliluer  aux  forces  P  qui  le  sol|icileDt, 
hors  des  deux  articulations  de  ce  corps,  deiix  ^uivalentes 


ppssan^  p^r  ces  deux  points*  Cette  rnodification  des  forces 
ef  terieqres ,  faite  pour  tous  las  corps  solides  du  systime,  h 
trao^forme  en  up  assem^Uge  de  corps  rigides  qui  oe  seraieol 
soopius  ^  aucuQo  forG0,  excepts  ep  leurs  poiols  d'articuIatioB. 
Dds  lors,  la  figure  de  chaque  corps  devient  indiflKrento  dans  la 
question  d'^uilibre  du  syst^me,  qu'on  peut  consid^rer  comme 
une  sorte  de  polygone  ftinicuiaire^  avec  cetie  diCPiftrence  'que  les 
c0l6s  articul^  aux  sommets  et  aux  appuis  sont  rigides  et  peu- 
vent  6Xfe,  soit  tendus,  soit  press^  longitudinalement.  Cette 
traosformation,  exfeutabled'une  infinitude  mani^res (S5),  peut 
Mre  employ^  pour  verifier  ou  obtenir  les  conditions  de  T^ui- 
libredn  systime. 

Mais  il  importe  de  remarquer  que  les  pressions  ou  tensions 
loDgitudinales  (c'est-k-dire  suivant  les  directi<H)s  des  e6i6s)  que 
Von  obtient  alors^  ne  sont  pas  les  forces  qui  s'exercent  rtelle* 
ment  aux  points  de  contact  ou  d'articulation  des  corps  compo- 
sant  ie  systftme.  Si  par  exemple  M'  W'  (fig.  46)  est  un  des  c6ii» 
du  polygone  articuli,  que  P  soit  la  r^sultante  des  forces  qui  le 
sollicitent  en  dehors  des  articulations  ^'  et  Mf ,  et  qu'aprte 
Tavoir  remplac^e  par  deux  iquivalentes  P,  et  f^  appliqutes  en 
ees  deux  points,  on  trouve  que,  par  suite  de  cette  modification 
des  forces,  T^qnilibre  du  syst^me  exige  qu^  les  rations  des 
pieces  voisines  en  M '  et  M"  soient  les  deux  forces  Q^  et  Q^  ni- 
cessairement  ^ales  et  oppos^es;  on  en  conclut  que  la  reaction 
r^elle  Qf  exerc^e  en  M'  doit  6tre  telle  que,  compos^e  avec  la 
force  Active  P„  elle  produi^e  la  r^.ultante  f^^,  et  que^de  m6me, 
la  reaction  r^elle  if  en  M"  est  telle  que,  compos^e  avec  P,, 
^1}^  donne  la  r^sulf apt^  Q,. 

Rdpiproquement  on  peut,  sans  changer  le^  conditions  d^^qui- 
libre  d'ufi  systfeme  funicujaire^  )e  remp)acer  par  un  polygone 
afticul^  de  pieces  solides  s^jr  chacune  desquelles  on  distribue 
^$s  forces  i§quiya|entes  k  (]es  forces  qu'on  retranche  de  celles 
qui  agissent  aux  articulations.  Cette  nioditicatioi|  change  seu-* 
If Wepf  )^  ac^ipng  iijptnejie?  ju?  j|]rtjcui^tions. 
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HOS.  ChMgMMBt  de  MM  dm  foMM.  —  Si  Ton  cbange  le 
sens  des  forces  appliques  k  un  systfeme  articale,  F^nilibre 
subsiste,  mais  les  pressions  sont  change  en  tensions  et  reci- 
proqaement.  Cela  est  en  effet  Evident  pour  chaque  partie  solids 
dii  syst^me. 

a05.  Cum  vwrtievUer  d'm  ^lyg^M  pAmteliqm.  —  Si 

les  articulations  d*un  syst&me  polygonal  sont  dans  un  plan  ver- 
tical^ si  les  corps  qui  le  ooniposent  sont  soumis  k  des  forces 
verticales  dont  la  r&ultante  pour  chaque  corps  passe  k  ^gaie 
distance  de  ses  deux  points  d*articulation,  et  si»  de  plus,  les 
risultantes  sont  proportionnelles  aux  projections  horizontales 
des  droites  joignant  les  articulations  cons^cutives,  la  condition 
d'^uilibre  du  syst^tne  s'exprime  d*une  mani^re  reaiarqnable 
et  fort  simple. 

Soient  A  (fig.  AT)  Tune  des  articulations;  Ax  et  Ay  deox 
axes,  I'un  horizontal,  Tautre  vertical  dans  le  plandu  polygone; 
X  et  y  les  coordonntes  AN  et  Nil  d*une  autre  articalation 
quelconque  M ;  p  le  poids  par  m^tre  de  projection  horizontale 
du  polygone ;  (^  et  Qx  les  composantes>  verticale  et  horiioD- 
tale,  de  la  ruction  ou  force  extirieure  exerc^  en  A  par  la 
partie  OA  sur  la  partie  AM  du  syst&me.  L'^uilibre  de  cette 
partie^  dont  les  cAtis  sont  en  nombre  et  de  longueurs  quelooo* 
queS|  exige  T^quation  des  moments,  autour  du  point  M  : 

Cette  ^nation  ayant  lieu  quel  que  soit  le  point  d'articulation 
M;  les  quantit^s  Qx,  Qj  et  p  restant  constantes,  tous  les 
points  d'articulation  A,  M',  M*^...  sont  sur  une  mime  para- 
bole  du  second  degr^  dont  Taxe  principal  est  vertical.  Les 
droites  joignant  entre  eux  les  points  d'articulation  sont  des 
cordes  de  cette  parabole. 

Si  Ton  se  donne  trois  points  de  la  courbe  en  prenaut  run 
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(Teux  pour  origine,  on  obtiendra  les  coefficients  de  son  Equation 

p 
mise  sous  la  forme  yz=za:f+hx^  et  les  relations    a  =  -'^-  , 

hzz^  feroni  connaltre  les  rapports  ii  la  constante  p  des 
Gomposantes  <^  et  (^  de  la  reaction  au  point  d'articulation 
pris  pour  origine.  On  voit  de  plus  que  ^  ou    ^    itant  la  va- 

leaf  de    —    correspondante  &  x=0,  il  en  r&ulte  qu'en 

g^n^ral  la  force  Qy  Pune  des  forces  mutuelles  en  un  paint  d'arti- 
eubtion  quelconquey  est  dirigie  sutvant  la  tangente  d  la  parahole 
en  ce  point. 

En  quelque  point  d'articulation  qu'on  transporte  Torigine  des 
coordonn^es,  borizontales  et  verticales,  T^quation  conserve  sa 

fonne;  le  coefficient  a  ou    r^    de  x>  reste  le  m£me;  la 

pouss^e  horizontale  Qt.  reste  done  constante,  ce  qui  doit  £tre, 
d'apr&s  la  condition  g^n^rale  d'^ilibre  2Fz=:0^  puisque 
les  forces  ext^rieures  qui  agissent  entre  deux  articulations 
quelconques  sont  verticales.  La  force  Q,,  proportionnelle  k 

T-,    esl  done  variable^  ce  qui  doit  dtre  aussi,  puisque  la 

somme  alg^brique  des  forces  verticales  exercees  en  deux  arti- 
culations A^  M ,  par  les  parties  voisines  AO^  MB  du  systime 
est  egale^  avec  le  signe  contraire,  au  poids  p  par  m^tre  multi- 
plie  par  la  distance  horizontale  des  deux  points  consid^res. 

Au  lieu  de  determiner  la  parabole  par  trois  points,  il  suffit 
de  connaltre  son  sommet  O  et  les  coordonnees  2=0€  hori- 
zontale, A=CB  verticale  d'un  Autre  point  B;  Tequation  de  la 
courbe  devientalorS|  si  Ton  prend  O  pour  origine, 


3f  —  H*    ' 
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f4i  force  ▼er^cajp  repr&^qWe  fpfjt  ^  Tljpure  p9r  OrestDql^ 
an  $ommet,  et  en  repr^sentant  par  Tx  la  pouss^e  horizontaie 
con$t^nte,  et  par  Tj  la  composante  verticale  de  Taction  mu- 
tueile  au  point  dont  les  coordonn^es  sont  x  et  y,  on  peut  poser 
immMiatement  les  deux  Equations  d'^uiiibrey  I'nne  de  ^ns- 
Iftjjpp,  l>Htre  des  niQfpept3  wJpurdi?  q, 

Tj=px    et    T^  =  ^px^, 


&oii  la  eonstante 


et  par  suitQ^  pour  le  point  quelcofigue  doijt  les  coc^rdonnies 
sont  z  et  y, 

En  f^isaot  x^let  appeiwt  l*  la  pression  ear  I'appui  ta|>- 
pM  eo  »,  on  ft 


r.=/'/J/^ 


4)^  +  1' 


decomposable  en  ^  horizontaie  et  pi  verticale. 

204.  AppUeatlon  anx  ponta  siis|ieiidii8.  —  D'^pres  les  pa- 

in^ros  20 1  et  202,  la  condition  (}ui  assujetti^  l^s  sommets  ^  ^tre 
siir  line  parabole  a  lieu  dans  deux  cas  :  soit  pour  un  polygene 
funiculaire  san?  pesanteur,  portant  en  ses  diver^  sorpmets  des 
charges  verticales  representees  proportionnellement  chacune 
par  la  distance  horizontaie  des  milieux  des  deux  c6les«dja- 
cents,  ceux-ci  ayant  d'ailleurs  ()es  longueurs  quelconques;  soit 
pour  un  ayst^me  polygonal  pesant  dont  les  sommets  porteraieot 


ces  cbarjSfes  v^rtiqales  et  doqt  le^  cdt^s  so)jdes  auraient  en 
oatre  des  poids  proportionnels  k  leurs  projections  borizontaies. 
Ce  dernier  cas  est  a  peu  pr^s  celui  des  ponts  suspendus.  La 
tlj^ng  et  l^s  foFRJuIss  ^n  BH^P^rp  pr^p64ent  »'y  sppliquent 
ayep  uije  exactitude  suffisaote. 

snTlvRs  AaTicvUs  a  luiiom  compute  (HO). 

SOtf.  Exemppe  <l'^q«ll||m  la^tff^reiit.  PoBt-l«irls  ft  fl*. 
€^,  —  A  (fig.  48)  ^st  I'a^e  de  rotation  du  tablier ;  B  repr^« 
$(BDte  les  defix  pojnts  d'attaohe  inf^rieurs  de  deux  cbatoes  pro- 
jet^$  ea  3|C ;  D  est  i'a^e  de  rotation  de  la  charpente  mobile 
sqpi^rieure  poropp^^e  de  deux  fl^cbes  po  et  d'une  culasse  DE ; 
C  est  i^  prqjectiop  des  poin^  d'attache  des  chatnes  OC  aux 
bouts  des  fliches.  Rjen  n'est  pbang^  au  travail  de  la  pesanteur 
daj9s  tout  o^ouveipent  du  sy^l^me)  ^i  l-on  reinplace  les  poids 
des  clialnes  par  leurs  rooiti6$  appliqu^es  aux  points  B  et  C. 
Soil  p  ]fi  somme  des  poids  du  tablier  et  de  la  moitiii  du  poids 
des  chatnes,  et  soit  G  le  centre  de  gravity  fictif  du  tablier  et 
des  demi-cha!nes  copcentr^es  en  p.  Soit  de  m^me  P'  la  somme 
du  poids  de  la  cbarpenfe  sup^rieure  et  des  demi-cbatnes  con- 
centr^es  eo  C,  et  soit  G'  le  centre  de  gravite  fictif  correspon- 
dant.  On  safisfait  ais^ment  k  la  condition  de  T^quilibre  indiff^- 
reQt,  en  faisant  en  sor^e  que  le  quadrilatfere  ABCD  soit  un 
parallelogramme  :  d^s  lors  AB  et  DC  reslent  constamment 
parali6|es^  donpfe  travail  du  poids  p  en  G,  dans  un  d^pla- 
cement  quelcopque,  es^  |e  mSme  que  serait  celui  d'un  poids 
^al  ^^  qui  ^er^it  appliqu^  au  point  Q,  situ^  par  rapport  k 
D€  comme  G  Test  par  rapport  k  AB.  |Ce)a  pos^^  pour  que 
r^qnilibre  subsiste  dans  une  position  quelconque^  abstraction 
iaite  des  frottements,  il  faut  et  il  suftit  que  la  droife  G,G'  passe 
par  p,  c'est-i-dire  que  GA  soit  parallfele  a  pGl  et  qu'on  ait 
ci^  outre  f»'.pG'=P.AG.  Cetfe  double  condition  6tant  rem- 
pljp  flu  inoyei)  c)'i|n  coptre-ppids  adapts  ^  la  cu|ass$,  I9  fio]rc6 
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n^cessftire  pour  roanoeuvrer  le  pont  n'est  que  celle  qu'il  faut 
pour  vaincre  les  frottements. 


206.  CxMiple  d'^vlUbre  stable.  BalaMe  4lle  li  teaeale. 

—  Un  tablier  AA  (fig.  49)  sur  lequel  se  pose  le  corps  k  peser 
est  articule  k  charni^re ,  suivant  Phorizontale  projetee  eo  B, 
avec  UD  levier  ED  dont  I'axe  de  rotation  fixe  est  en  D.  Uo 
autre  levier  HF  dont  I'axe  de  rotation  fixe  est  en  I  est  uni  an 
tablier  AA  par  une  tige  GK,  et  au  levier  ED  par  une  tige 
FE.  A  Textr^mit^  H  est  suspendu  un  petit  plateau.  Les  poids 
et  les  proportions  de  Tappareil  sont  r^l^s  de  maniire  que  le 
tablier  et  le  plateau  4tant  vides,  le  systeme  prend  une  position 
d'dquilibre  stable,  dans  laquelle  les  lignes  GR  et  FE,  artica- 
I6es  k  leurs  extr^mit^s,  sont  verticales,  et  le  plan  AA  du  tablier 
est  horizontal.  U  faut  que  cette  position  d'^quilibre  d  vide  soit 
aussi  celle  de  I'^uilibre  qui  a  lieu  quand  le  tablier  et  le  plateau 
sont  charges  de  poids  P  et  Q.  A  cet  effet,  les  articulatioos  G, 
F  et  B  sont  dispose  de  mani^re  que,  dans  un  mouvement 
virtuel  de  Tappareil  k  partir  de  la  position  dont  il  s'agit,  tous 
les  points,  tels  que  R,  A,  B,  li^s  invariablement  au  tablier, 
s'^lfevent  ou  s'abaissent  de  quantity  4gales ;  de  sorte  que,  tan- 
dis  que  les  points  B  et  E  tournent  autour  de  D  et  les  points 
G  et  F  autour  de  I,  le  plan  sup^rieur  AA  du  tablier  reste 
horizontal.  Hoyennant  cette  condition^  le  travail  virtuel  do 
poids  P  du  corps  pos^  quelque  part  que  ce  soit  sur  le  tablier, 
est  le  rodme  que  si  ce  poids  ^tait  appliqu6  en  R.  L'appareil 
fonctionne  done  comme  une  romaine  HIG^  et  les  poids  P  et  Q 
sont  r^ciproques  aux  distances  des  verticales  des  points  de 
suspension  G  et  H  k  Taxe  fixe  I. 

II  ne  reste  qu'k  voir  comment  on  satisfait  k  la  condition  du 
mouvement  de  translation  du  tablier.  Les  tiges  EF,  GR,  etaot 
verticales,  nous  ne  changerons  rien  aux  conditions  de  I'equi- 
libre  en  supposant  les  points  I,  G  et  F  sur  une  horizontale  et 
les  points  D,  B  et  E  sur  une  autre.  (Cette  condition;  qui  n'est 
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pas  thtoriquement  n^cessaire,  est  utilement  r^alis^e  dans  la 
pratique,  et  a  I'avantage  d'att^nuer  Teffet  des  frottements  des 
articolalioDS  h  couteaux.)  D^s  lors  les  d^placements  virtueis  des 
points  B,  £y  F,  G  et  K  sont  verticaux.  Cciui  de  B  ^tant  d^si- 

DE 

gn^  par  C,  celui  de  E,  et  par  consequent  de  F,  est    K'-=:^  ; 

DB 

celui  de  G,  et  par  cons^uent  de  K,  est  ^al  k  celui  de  F  mul- 
tiplie  par    — ■,    c'est-ii-dire  ii   ^^rsii^*    En  ^alant  cette 

IF  DB  IF 

demifere  quantity  k  (,  on  trouve  la  relation  chercb^e : 

DB        IG 
DE  ~  IF  ' 

On  peut  verifier  que,  moyennant  cette  proportion,  le  poids 
P  itant  d^ompos^  en  deux  forces  verticales,  I'une  suivant 
GK,  Tautre  passant  en  B,  cette  derniere,  par  Tintermediaire 
du  levier  DE,  produit  sur  la  tige  FE  une  tension  dont  lo  mo- 
ment autour  de  I  est  le  m^me  que  si  cette  seconde  compo- 
sante  de  P  ^tait  r^unie  en  G  k  la  premiere. 

807.  A«tve  exemple.  BaUuMie  de  Roberral.  —  Quatre 
corps  solides  AB,  BC^  CD,  DA  (fig.  50),  sont  articul^s  k  char- 
nitres,  en  quatre  axes  horizoutaux  parall^les,  A,  B,  C,  D, 
dont  les  intersections,  par  un  plan  vertical  qui  leur  est  perpen- 
diculaire^  forment  un  parallilogramme.  Les  deux  c6t^s  oppo- 
se ABy  Cl>,  ont  leurs  points  E  et  F  immobiles  sur  des  axes 
fixes,  paranoics  aux  quatre  autres.  Les  distances  AE  et  DF 
sont  ^les;  il  en  est  par  consequent  de  mdme  des  distances  EB 
et  FG.  Ainsiy  le  parall^lograinme  ABGD  peut  se  mouvoir  en 
changeant  ses  angles,  et  les  cAt^s  AD  et  BC  restent  toujours 
^aux  et  paralliles  k  la  droite  fixe  EF.  Aux  deux  corps  lat^raux 
AD  el  BC  sont  invariablement  fix^s  deux  plateaux  G  et  H, 
sor  lesquels  se  placent  deux  corps  dont  les  poids  P  et  Q  sont 
teb,  que  I'^uilibre,  qui  avait  lieu  auparavant,  subsiste  aprte 
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leur  addition.  II  s'agit  de  trouver  quel  doit  ^tre  Je  rapport  9e 
P  kQ  pour  satisfaire  k  cette  condition.  t^uis(Jue  Fequilibre  avait 
lieu  avant  Taction  despoids  1^  et  Q,  ces  forces  soqI  seuiesi 
consid^rer.  Dans  un  d^placement  quefconqiie  de  rappareif; 
les  ifavaux  de  ces  poids  soot  les  mSmes  que  s'iis  ^taient  ap- 
pUqd^s  respectivement  aux  points  A  et  B,  lesquels  s'el^veot 
ou  s'abaissent  autaiit  que  les  plateaui  eh  transliCtion  tifa  et  iU. 
On  en  conclut  ia  relatidn  hberchee 

Dans  la  pratique  ordinaire,  les  points  E  et  F  sont  au  miliea 
desdroites  AB  et  DC;  la  (Iroite  E^*  est  verticale,  et  AB  est 
horizontale. 

Dans  les  balances  de  ce  genre,  aujourd'hui  trte-repandaes 
dans  le  commerce,  les  articulations  A,  B,  £  sont  a  couteaus] 
ia  pi^ce  DFG  est  une  tringle  plate,  comparativement  l^rej 
suspendue  aux  deux  montants  AD,  BG,  qu'elle  ne  touche  que 
par  des  aretes  vives  (fig.  51),  et  assujettie  en  son  milieu  a  tea- 
cher de  la  m^me  mani^re  deux  petits  piliers  fixes  Terticauz. 
Ces  moyens  d'assemblage  mobile,  sans  frottement  notable,  ont 
rendu  possible  et  tittle  Temploi  pratique  de  \A  bttlimfee  de  fto- 
bei^al>  connue  en  tb^orte  depuls  lotigteat^fe. 

RXIMPLEt  d'<QUIUBM  BIL4TIP. 

908.  PkAMlt  eoMlqtte  M  Mfitflltiettr  ft  tUHM  hedmHH^ 

4«  iivnit  (fig.  5i).  —  Qbatre  iiges  ou  tringl^S  rigides  %il^ 
deux  ii  deux  sont  dispo^ees  daHs  tin  (ilad  M  aftifctiiee^  k  dttt- 
tilfcres,  savoir  : 

En  O,  point  fixe,  sur  tin  arbre  toumant  vertical  Bb; 

En  A,  A,  points  mobiles,  oil  elles  fbfm^nt  aetit  Mglfes 
dfflUt  vatlftbles ; 

Eti  C,  nat  tin  tndtuchon  qtii  ^tbtlre  Tiirbf ^  00,  Id  long  Att- 
4tiel  il  {^eut  gtisset  isA  ttisant  t^ier  la  egiitts  du  qtiadHlatfth 
ijymitriqtie  OAOA. 
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L^  pdliits  fl,  siif  M  proldn^^niehts  des  Aroxies  oA,  £ont 
Iti  centfeis  de  deiix  boules  rii^tallictues.  Tout  ie  syst^tiie  a,  k 
cUttJlM  instaiit;  iitlk  m6tii^  ^ites^e  an|;ulair6  autour  de  I'axe  de 
rurbre  OD:  Lu  t)d^!tldil  da  maticllbti  H  vatiant  atec  cette  vi- 
itsS^l  HH^  sdHd6  ii8t  at^fiit^eil  dedivers^s  rnani^rfes  : 

Soit  pour  indiquerit  Faide  d'dfae  digullltl  (dM  les  o^cilisttiod^ 
sMt  Meil^itllem  liSbJ  a  c^ile^  dil  infthchoii)  1^  vites^^  iiriguJdire 
atituelM  de  YAtbH  Hb;  hi  ^t  ebns6(iueht  dd  toilt  ^ulre  kihhk 
toumant  d'une  machine  avec  laquelle  le  pendule  conique  ei^t 
en  communication  de  mouvement; 

Sole  poQf  am  nktmaabt  m  mtikiion  ^iiaMyi^h  ktier- 
natif  qut  flait  qufe  te  MbteQf  fnrihdpal  ihbMb  sdn  actiod  poAt 
itobUr  la  tHe«ae  notmki 

Soit  ponr  (hire  ffldHtdr  trtj  I^iet  8e  tif^iidbtiv^e  ^tii  6unk 
frills  ou  mcrins  un^  sfdtipatJe  A'6h  d6^end  1^  fnbii^ement  dd  14 
machine  principale. 

L'application  raisonn^e  de  cet  appareil  exige  la  solution 
de  la  question  suivante  : 

Le  syst^me  etant  sup|k)se  tburner  uniform^ment  sans  defor- 
mation, quelle  relation  la  vitesse  angulaire  a-t-elie  avec  la 
ngur^  et  avec  les  forces  ext^rieures?  — Soient : 

a==:6A,  irizoii,  c=:AG,  longueurs  constantes, 

P  poids  de  chaque  boule, 

p  poids  de  la  tige  OB^ 

q  poids  de  la  tige  AC^ 

Q  poids  du  manchon  augments  oii  diminu^  de  la  pression 

verticale  d'un  autre  corps  en  contact  avec  le  manchon, 
w  la  Vitesse  angulaire  actuellement  constante  des  boules 

autour  de  la  verticale  CO, 
*  l*angle  CCiA  correspondant  k  cette  vitesse, 
h  la  hauteur  OG  variant  avec  TangJe  a. 

Le  syst^me  tournant  uniformfiment  autour  de  €0  est  en 
repos  relatif  dans  un  syst^me  d^  comparaison  ayant  la  m6me 
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rotation;  done  on  pent  (120)  lui  appliquer  les  conditions  d'^qm- 
libre  absolu,  pourvu  qu*on  joigne  aux  forces  r^elles  les  foroes 
fictives  rdduites  dans  ce  cas,  k  cause  de  la  nullity  des  Titesses 
relatives,  aux  forces  centrifuges  qui  correspondent  pour  les 
divers  ^l^ments  mat^riels  k  la  vitesse  angulaire  conunune  et 
k  leurs  diverses  distances  k  Taxe. 

Pour  chaque  boule  qu'on  peut  (70)  oonsid^rer  oomme  ooo- 
centrie  en  B,  la  force  centrifuge  rteultante  horiiontaie  est 

—  w^  sm  a . 
9 
Pourlatige  OB  (qu'on  imagine  prolong^  jasqu'an  centre  B 

de  la  boule  en  supposant  le  double  emploi  compensi  par  on 
renflement  de  la  tige  prte  de  Tassemblage),  les  foroes  centri- 
fuges correspondantes  aux  diverses  longueurs  dx  sent  expri- 
m^es  par  (jlw'  sin  a  •  x4x  (la  masse  de  Tunit^  de  longoev 
^tant  (jl),  d'oii  il  suit  que  leur  rdsultante  est 

-atti^fr'sin  a=-w*Ci  sin  a, 
2  2      g  ' 


et  qu'elle  passe  entre  O  et  B  it  une  distance  de  O  egale  i 

2 

-  h ;  que  par  cons&pient  on  peut  la  remplacer  par  deux  foroes, 

3 

Tune  agissant  en  O^  I'autre  passant  en  B  et  ^ale  k 
3       9 


•-  ur  -  *  sm  a , 


c*est-ii-dire  k  la  force  centrifuge  qui  correspond  au  tiers  dels 
masse  de  la  tige  concentric  en  B.  De  m^me  les  forces  centri- 
fuges relatives  k  la  tige  A.G  sont  ^quivalentes  it  une  force  pis- 
sant  en  G  et  4  une  autre  6gale  k 


-  IV*  2  A  sin  a  , 
3      9 


pbudou  coniQUB.  S89 

appliqu^e  horizontaieineDt  au  point  A;  et  celle-ci  peut,  saos 
changer  les  conditions  d'^quilibre,  dtre  remplac^  par  une 
GOfflposante  en  O  et  une  autre  en  B  ^ale  & 

1        a  ^ 

-  iv^i  -=-  sin  (A. 

3        g   h 

Faisons  une  transformation  analogue  pour  les  poids.  Gelui 
de  la  tige  OB  peut  6tre  remplaci  par  deux  composantes  ver- 

i 
ticales-;!  appliqu^es  Tune  en  O,  Tautreen  B,  etle  poids  de 

chaque  tige  AG  peut  dtre  remplac^  par  -  ^r  en  G  et  -  ^  en 

i     a 
A^  puis  ce  dernier  par    -  7  -    en  B  et  une  composante  en  O. 

En  definitive  et  attendu  que  les  composantes  centrifuges  qui 

agissent  sur  le  manchon  sont  ^ales  et  oppos^es,  et  que  nous 

ii^igeons  le  tr^s-faible  frottement  du  manchon  sur  Tarbre 

vertical  et  celui  des  diverses  articulations,  le  syst^me  articul^ 

peut  6tre  cdnsid^r^  comme  en  ^quilibre  sous  Paction,  savoir  : 

1  la 

i*  Des  deux  forces  verticales  P,=P  +  -p+-^-  agis- 

sant  aux  centres  B  des  boules  \ 
^  De  la  force  verticale  <^^  =  <;  +  9  appliqu^e  au  manchon -, 
^  Des  deux  forces  centrifuges 


ixl^h  sin  a 


appliquies  aux  deux  centres  B  et  des  forces  qui  s'exercent  au 
point  fixe  O. 

Gela  posd,  la  relation  qui  existe  entre  ces  forces,  dans  le  cas 
de  Pdquilibre  du  syst^me  articul^  k  liaison  complete  dont  il 
s'agit,  se  trouve  tr^s-simplement  par  le  thtor^me  g^n^ral  du 
travail  virtuel  (105).  Supposons  que  le.systime  subisse  un 
d^placement  virtuel,  Tangle  a  recevant  un  accroissement  da 
et  la  hauteur  h  un  accroissement  alg^brique  6k,  les  deux 

10 
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forces  x>  les  dent  forces  P^  et  la  force  Q^  fertot  Ad  Mf adi 
dont  \A  fiottime  alg^brique  niille  fbarnit  T^qaatioii 

Pour  faire  disparaltre  les  infiiliriieDt  ^tits  4ix  et  dA,  on  a 
ik  =  A  oos  a  +  L/c> — a^aia'a, 

to  ti- k  rid  fit  fl  +  — =^^L^=±=r)4flt  ? 
I        J/.c*— a«siii«a/ 

de  sorie  que  I'^uatioa  d*^uilibre  detient^  aprto  lublAiflDn 
tl  rMucUoBy 


wH^  Cos  a 


i^'^l'^tU 


(a  cos  a       \ 

Talle  eat  la  relation  ctaerebto»  au  m^yen  A&  hujp^M  m  pmh^ 
connaissant  les  dimensions  a^  *y  «>  les  tOt6e§  P,  p^  q,  if, 
ou  seulement  les  rapports  de  trois  d'entre  elles  k  la  quatri^met 
et  Tangle  a  suppose  eonstaul  (lendant  un  certain  temps,  cal- 
culer  la  vitesse  angulaire  tv  correspolidante,  et  par  suite  ie 

nombre  de  revolutions  par  seconde  -- . 

En  r^BOlvant  ViqiiatioD  par  rapport  k  iv,  on  t#it  Qfia,  k  rite- 
sure  qud  Tangle  «  aogmente  it  partir  d«  t&tHi  sana  iHtatiM 
des  forces,  la  titeaM  iib  aogmente  aassi  k  partir  d'llne  y«M 
qui  est  par  cons^uent  son  mininiiiDi.-  II  y  a  i(me,  ptMir  det  ti* 
leura  donn^es  des  longueurs  et  des  forces,  one  oeitaiM  tifM 
nsgnlttre,  facile  k  caleoier  (paisqu'elie  rdpond  ll  a^mV)^  qai 


Tappareil  doit  dSpasser  pour  que  la  tigc  des  bouled  commence 
iis'ecarter  de  la  verticale. 

La  tit^sse  tu  petit  augmentet'  ou  dimiiluer  pendant  que 
Faogle  a  restera  invariable^  pourvu  que  la  force  Q  augmente 
oti  diminue  de  nianited  que  F6quatioh  Ireste  d^tisMte.  C'est  ce 
qui  arriverait  si  un  obstacle  fixe  s'opposait  k  Tascension  ou  k  la 
descente  du  mancbon;  et  dans  ce  caa  la  difKrence  de  la  taleur 
de  9  et  de  celle  qu'avait  cette  force  quand  Tobstacle  ne  fonc-> 
tionnait  pas  indiquerait  la  pression  exerc^e  sur  Tobstade. 

Si  Tobstacle  n'est  susceptible  que  d'une  resistance  limitie^ 
la  Tariation  de  la  vitesse  angulaire  sans  alteration  de  Tangle  a 
sera  egalement  limit^e  et  sera  caleul^e  sans  difficolte* 

iiod.  SiaiplllleatioB  de  la  fdramle  pr^e^dente/ — -  L^^qua- 
tion  d'equilibreretatif  pr^cedemment  obtenue  se  simplifie  beau- 
conp  lorsqn'on  suppose  que  les  poids  p  et  q  des  tiges  et  la 
force  (^  agissant  sur  le  mancbon  sont  des  quantit^s  assex 
petites  pour  etre  negligees  auprfes  du  poids  2P  des  boules. 
L'^qoation  se  r^duitalors  h 

tu^b  cos  a 

oooforrndttleiit  au  titimero  102  de  la  Dynaniique  <tun  point 
matMel,  et  U  en  f^sulte  que  la  relation  entre  ('angle  d'^carte- 
laent  des  boules  et  la  vitesse  atiglltaire  est^  dans  Tbypoth^se 
dont  il  s'agit,  ind^pendante  du  poids  des  boules. 

Une  simplification  moinsgrande^  mais  plus  pratique^  s'obtient 
lorsque  le  quadrilat^re  OACA  est  un  losange.  On  a  dans  ce  cas 
c=:a  et  par  suite  A  =  2a  cos  a;  et  si  Ton  remplace  w  par 
reicfKr^isioti  ZT:h,  en  appelant  n  le  nombre  de  revolutions  par 
seconde»  Vequation  d'^quilibre  devient 


oil  Ton  voit  qu'en  faisant  varier  Q,  on  pent  frire  varier  it 
Vitesse  sans  changer  la  hauteur  k,  ou  reciproquement. 
SiTonsuppose  b=ia  et  p=^9qf  la fonnule devient 


810.  Umic«s  te  pM««le  MBloe.  —  i*  Comme  indicateur 
de  titesie.  Si  Ton  su(^^06e  que  la  force  Q  se  reduise  an  poids 
propre  du  manchon  et  soit  par  eons^ent  constante,  le  prodoit 
n%  dans  toutes  les  positions  d*^uilibre  relatif  dn  systkne 
toumant^  est  aussi  constant,  de  sorte  que  h  varie  en  nisoo 
inverse  du  quarr6  »*.  D*ailleurs  la  plus  petite  valeur  que  poisse 
avoir  la  vitesse^  dans  cet  ^tat  d'^uilibre,  r^pond  ft  la  plus 
grande  valeur  que  puisse  prendre  la  diagonale  h,  valeur  tou- 
jours  plus  petite  que  2ii. 

La  loi  qui,  dans  T^tat  d'^ilibre  relatif  consid^r^,  lie  la  vitesse 
k  la  diagonale  h  ^(ant  exprimde  par  T^quation 

11*4=  c, 

(la  constante  C  dependant  des  poids  P,  p,  ^ ,  0  et  des  kHh 
gueurs  a  et  6),  on  en  condut  une  relation  g£n6rale  et  simple 
entre  la  variation  An  suppos^e  petite  de  la  vitesse  et  la  varia- 
tion AA  de  la  diagonale  k  :  en  traitant  ces  variations  coaune 
infiniment  petites,  c'est-a-dire  en  n^ligeant  (An)*  aupr^  de 
2itAii  et  2i»AnAA  auprte  de  n^AA,  on  obtient  trte-epprozioia- 
tivement 

2nAAn+n«AA=0    d'od    ^  =  11?^; 

k  n 

Ainsiy  par  exemple,  si  la  vitesse  augmente  de  1/40,  la  diago- 
nale diminue  k  pen  prte  de  1/20. 

Une  aiguille  k  fourche  embrassant  une  gorge  creus^  dans  le 
manchon  rend  lea  variations  de  k  plus  faciles  k  observer. 

2*  Comme  rigulateur  de  vanne,  II  n'est  pas  n^cessaire  de 
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eonoaltre  la  th^orie  de  Temploi  de  Teau  comme  moteur  pour 
savoir  que  I'effet  d'one  chute  d'eau  sur  uue  roue  hydraulique 
depend  de  la  hauteur  de  la  chute  et  de  la  quantity  d'eau  d^- 
pens^e.  L'eau  est  fournie  k  la  roue  par  un  orifice  dont  la  gran- 
deur varie,  selon  la  situation  plus  ou  moins  ^lev^e  d'une  vanne. 
La  roue  me  fois  construite  et  les  m^nismes  interieurs  de 
I'usine  une  fois  ^tablis  et  fonctionnant^  il  y  a  pour  la  roue  une 
Vitesse  la  plus  convenable  pour  le  meilleur  emploi  du  moteur 
et  pour  le  meilleur  produit  des  machines-oulils.  Si,  par  une  cause 
quelconque  mais  durable,  la  roue  vient  h  se  ralentir  d'une 
mani^re  permanente,  il  convient  de  lui  rendre  sa  vitesse  nor- 
male,  soit  en  diminuant  les  resistances  int^rieures,  soit  en 
angmentant  le  volume  d*eau  d^pens^  par  le  changement  de 
situation  de  la  vanne^  ce  qui  se  fait  facilement  k  Taide  d'un 
systime  d'engrenages  et  d'une  manivelle.  Hais,  lorsque  cette 
q)^tion  doit  £tre  fr^quente,  au  lieu  d'en  cbai^er  un  surveil- 
lant  de  I'usine^  on  pent  la  faire  executor  automatiquement  par 
la  roue  elle-m6me,  en  se  servant  d'un  pendule  conique  dit 
reffulateur  de  mnne.  On  pent  h  cet  effel  employer  la  disposition 
que  nous  aliens  indiquer  succinctement,  en  faisant  usage  du 
m^canisme  d'embrayage  altematif  mentionn^  dansnotre  Traiti 
de  Ciniimatique^  n""  208.  La  roue  fait  toumer  continuellement 
une  roue  dent^e  conique  E  (fig.  53)  engrenant  avec  deux 
roues  folles  F>  F'  lesquelles  tournent  en  sens  contraire  Tune 
de  I'autre  sur  Tarbre  GG  de  la  manivelle  dont  nous  venons  de 
parler  tout  k  Theure.  Entre  ces  deux  roues  se  trouve  un  man- 
chon  d'embrayage  double  D,  assemble  k  frotfement  douxet  k 
rainure  et  languette  sur  le  mdme  arbre,  de  manifere  que  lorsque 
ce  manchon,  4tant  pouss6  longitudinalement  du  c6te  de  la 
roue  F,  s'embraye  avec  son  moyeu,  Farbre  GG  tourne  dans 
le  sens  de  cette  roue  et  entralne  par  consequent  la  vanne 
d'un  certain  cdte ;  lorsque  au  contraire  le  manchon  est  pouss^ 
loDgitudinalementcontrelaroue  F',  Tarbre  GG  tourne  dans  le 
in^roe  sens  que  ce)|e-p|  et  entraine  la  vanne  de  I'autre  cdte. 
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AiQsi,  86loD  que  le  mancboa  D  s'embraje  taiititavec  ron^Aci 
roues  F  ^t  F',  tanldt  avec  Tautre,  la  vannetaotAt  moQtaal 
tantdt  descend ;  et  lorsqu'il  occiipe  la  positioo  iotenn^di^, 
I'arbre  GG  et  la  vann^  resteat  immobiles.  Or  le  mouvemei^t 
altjsroatir  du  mancboo  D  est,  au  xoo^m  4'ua  leviec  k  doaUl 
fourcbe  PBC,  deteroiio^  par  le  mquvement  analogue  du  m^- 
ebon  C  d'un  pendule  conique  dont  Farbre  tournant  pp  ^  fffl 
communication  con^tante  avec  la  roue,  en  sorte  que  des  que 
celle-ci  se  ralentit^  lea  boules  du  pendule  se  Talentisseot  dans 
le  m6me  rapport  et  se  rapprocbent;  son  poancbon  C  s'a))aiss«j 
le  mancbon  p  par  cons^uent  se  porte  vers  la  roif^  F  et  9'epH 
braye^  si  la  diminution  de  vitesse  est  suffisante;  d^  lonb 
vanne  se  met  en  mpuvement  de  mapferf)  k  fuigme^ter  la  4i- 
pense  d'eau  et  par  suite  la  vitesse;  aussitdt  que  celteH;iN 
trouve  ramen^e  k  peu  pth^  i^  sa  valeur  Aormali,  1^  manp|yia  C 
du  pendule  se  relive;  et,  le  mancbon  P  sfi  46t^ant  die  la 
roue  F,  Tarbre  9G  et  h  vanne  repcennent  Timmpbilit^  daos 
l§ur  nouvelle  situation. 

On  voit  que  c'est  la  roqe  elle-mfeme  py  plut6t  |'pau  motrice 
qoi  faltle  travail  m^canique  nicessaire  Roqr  lever  oo  desc^ndre 
la  vanne  \  le  pendule  conique  ne  fait  que  le  travail  rela^veinent 
I9)inia9e  que  nicessilent  Ip  gUssement  ^t  Tembrayagp  dii  maa- 
phon  0  et  (}p  Tune  des  roues  F  0t  f.  Mais  la  resistance  qu'e- 
proqve  celtc  pifece  D  h  son  d^placement  ^  pourtant  spn  impo^ 
tancc.  SMpposons,  poqr  fixer  nos  id6es  k  cet  igard,  que  la  roue 
et  par  consequent  le  pepdule  conique  augraenlent  de  vilesse : 
Si  la  force  Q  restait  la  mAroe  qu'auparavant  et  se  rtduisait^ 
poids  du  mancbon  C,  le  produit  n'A  conserverait  la  mfimc 
valeur  C  que  dans  YiM  normal  de  la  vitesse ;  dfes  lors,  connais- 
sant  Tespace  qu'aurait  k  parcourir  le  mancbqn  d'embrajage  D 
pour  engrener  avec  la  roue  F' ,  et  connaissant  par  consequent 
la  diminution  correspondante  dp  la  diagonale  h,  on  calculerail 

immediatement  la  valeur  de  n«= j  ndcessaire  pour  pioAnre 


r<nbi4ifag6.  Ibu8  il  a'eo  est  pas  ainsi;  la  frottemeat  du  man- 
fikoo  ]>  9ur  80Q  arbre  #t  sur  les  $aillies  du  moyeu  de  la  roue, 
entre  lesquelles  il  doit  s'engager,  fait  naitre  une  resistance  k 
Tascension  da  manchon  G ;  ainsi  la  force  Q  it  introduire  dans 
la  formqle  aiigmentede  toute  cette  r^siataoce  at  par  eons^uent 
le  produit  n^i  et  par  suite  le  quarr^  n^  augmentent  aussi.  Or, 
on  concoj^  que  moins  Taugnientation  momeatante  de  la  force 
Q  sera  giiande  relativement  au  poids  propre  du  manchon  C^ 
moins  gr^de  aussi  sera  Taugmentation  que  devra  prendre  la 
vilesse  du  pendule  pour  mettre  en  action  )^  manchon  d'em- 
bcayage. 

Rendons  eeci  plus  cUir  par  un  exemple. 

Adoptant  pour  plus  de  simplicity  la  formuie  [E']  qui  r^lte 
desdonniea  .5=:a  et  p^=z2q\  faisons  deplus  pzn^^i  P;  nous 
awnB  aimi  la  relation 

8,35  Pn^h  =  2,175 1>  +  e .  [E^ 

fiopposena  que  la  longueur  a  d'un  des  c6t6s  du  losange  soit 
0>,25  et  que  Tangle  a  oorrespondant  li  la  vitesse  normale  du 

pendulesoit de  iS"" ;  pous  en eonduons    4  =:  rl/^^  =:0*>3535 ; 

et  sopposons  d'abord  que  le  poids  propre  du  manchon  Q  soit 
petite  par  exemple  p^pSS  P. 
On  trouvera  la  vitesse  normale  du  pendule  conique  par 

8,350,3535n«=:2,2    d'od    n=:0,86. 

Is  pendttto  ^rait  done  di«$  Titat  nofmal  0,86  de  tour  par 
s^fwde  (51,6  tours  par  miaute). 

Pour  aavoir  quelle  aerg  la  vitefise  nteessaire  pour  produira 
Tambrayage  qui  met  la  yaupe  en  mouvement,  il  faut  connattre 
4'abord  la  d^placement  que  subira  le  manchon  D,  et  la  dimi* 
aatioQ  csprfespQudante  de  la  diagooale  h.  Soit,  par  exemple, 
C9l)«?ei  rMuil^  ^  0«*,3i,  au  lieu  de  0",3MK. 
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li  fiiut  encore  connattie  la  resistance  k  rembrayage  ^mTalente 
k  une  force  descendante  exercee  sur  le  manchon  C  et  que  qoqs 

^valuons  arbitrairement  k    -  JP . 

2 

II  nereste  done  plus  qu*&faire  dans  r^ation  {Ef],  ^=0|32 

et  0=0^525,  cequidonne  n=  1,005,  c'est-ii'dire  que  lorsque 

la  vanne  commencerait  h  se  mouvoir^  la  roue  ferait  60,3  tours 

g  7 

par  minute ;  sa  vitesse  serait  done  augments  de  ^—^ ,  pr^ 

de  7   de  sa  yaleur  normale. 
6 

Gette  difference  ^tant  trop  grande,  on  la  r^duirait  sossible- 

ment  en  augmentant  le  poids  propre  du  manchon  C  et  par  suite 

la  Vitesse  normale  du  pendule.  Soit  par  exemple  TOP  ce  poids 

propre,  au  lieu  de  0,025P.  En  appelant  n  le  nombre  de  toais 

normal  par  seconde,  et  n!  ce  que  devient  ce  nombre  k  tin- 

stant  de  Tembrayage  avec  la  roue  F',  on  a  les  deux  Equations, 

dMuites  de  la  relation  [E*]  od  Ton  fait  d'abord  4  =  0^,35% 

et  0=70P,  puis  A=0»,32  et  <?  =  70,5  P : 

8,36  X  0,3538»*  =  72,175 
et 

8,35  X  0,32f»'«    =  72,675 

d'oii  Ton  tire  n  =  4,94  et  n'  =  5,2l.  La  vitesse  du  pendole 
serait  done  dans  T^tat  normal  de  296  tours  par  minute,  et  elie 
pourrait  augmenter  jusqu'a  313  tours. 

On  calculerait  de  mtoe  la  vitesse  n"  qui  aurut  lieu  k  TId- 
stantde  Tembrayage  du  manchon  D  aVec  la  roue  F  par  suite 
du  ralentissement  de  la  roue  et  de  Tallongement  de  la  diago- 
nale  du  losange.  A  cet  instant  cette  diagonale  serait  de  0",3535 
+  0,0335  =  0»,387;  et  la  force  Q,  egale  au  poids  propre  da 
manchon  €  diminu^  de  la  resistance  ascendante  0,5  P  &  it 
descente  de  cette  pi^,  serait  de  70P— 0,5P;  T^uation 
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[K^  deviendrait  done 

8,35  X  0,387  »"«=  2,178  +  69,5, 

d'oii  Ton  tire  vf^k.li,  correspondant  &  282,6  tours  par  mi- 
nute. Les  vitesses  extremes  et  la  vitesse  normale  de  la  roue 
seraient  done  proportionnelles  aux  nombres  4,71  *,  4^94;  5,21 
ou  aux  nombres  0,944;  1 ;  1,054. 

L'amplitude  des  variations  de  la  vitesse  serait  encore  dimi- 
Du^^  si  r^tendue  de  la  course  alternative  des  manchons  etait 
moindre  que  celle  que  nous  avons  admise  pour  donn^e  hypo- 
th^tique  dans  ces  calculs. 

3*  Emploi  du  pendule  conique  comme  rigulateur  den  machines 
Q  mpeur.  Dans  la  disposition  adoptee  depuis  longtemps^  h 
rimitation  de  Watt,  le  manchon  C  du  pendule  est  mis  en  liai- 
son complete  avec  la  soupape  ou  valve  qui  r^gle  Tarriv^e  plus 
oa  moins  abondante  de  la  vapeur,  de  la  chaudi^re  k  la  machine 
qu'elle  met  en  mouvement.  L'arbre  tournant  OG  du  pendule 
est  en  communication  par  une  corde  sans  fin  avec  le  volant  de 
la  machine.  II  y  a  pour  celui-ci  et  par  consequent  pour  le  pen- 
dule une  vitesse  dont  il  importe  que  les  variations  soient  peu 
considerables.  Lorsque  leur  mouvement  devient  plus  rapide, 
soit  par  un  accroissement  de  la  pression  de  la  vapeur,  soit  par 
une  diminution  du  travail  des  outils  de  Tusine^  les  boules  du 
pendule  s'^cartent^son  manchon  s'^live  etla  soupape  se  deplace 
de  mani^re  a  diminuer  la  d^pense  de  vapeur ;  Tinverse  a  lieu 
lorsque,  le  volant  se  ralentissant^  les  boules  se  rapprochent  et  le 
passage  de  la  vapeur  augmente. 

La  throne  de  ce  m^canisme  est  celle  qui  pr^cMe  et  se  re- 
sume par  la  formule  [E] ,  dans  laquelle  la  force  Q  se  r^duit 
au  poids  du  manchon  G  lorsque  Tappareil  est  k  I'^tat  normal 
saos  tendance  au  changement  dans  aucun  sens;  elle s'accrott  de 
la  resistance  h  Tascension  lorsque,  la  vitesse  angulaire  devenant 
plus  grande,  les  boules  s'^cartent  ou  tendent  k  s'^carter  davan- 
tage;  au  contraire,  cette  force  Q  n'est  plus  egale  qu'au  poids 
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propre  du  mancbon  diminu^  de  la  r^istance  qu'ex€«cel|t  foot: 
che  k  la  descenle,  lorsque,  par  suite  de  la  diminution  de  vitesse» 
les  boules  se  rapprochent  ou  tendent  k  se  rapprocher.  Les  ts- 
leurs  4e  la  resistance  exerc^§  ^w  le  mancboi^  par  la  foafdic 
4an8  ses  fliverses  positions  et  daas  les  deux  sens  4^  son  mouv^ 
Dfept  peuvent  Atre  determines  ^xperimentalei^ent,  et  k  Taide 
de  ces  donn^es,  il  sera  facile  de  caiculer  au  moyen  ^  la  fornak 
[£]  les  valeurs  de  la  vitesse  qui  correspondrpnt  k  une  serie  de 
valeursde  h  oudeTaqgle  a,  soil  dans  Tetat^tablei  sans  action 
mutuelle  du  mancbon  et  de  la  Tourcbe,  soit  dans  T^tat  de  am- 
vement  du  mancbon  sur  le  point  de  naltre  en  montant  oo  eo 
descendant. 

Ineonvinifnt  du  regulateur  de  Watt.  La  transformation  d^ 
mofivement  aitematif  du  piston  d'qne  macbine  k  vapeur  en  uq 
mouvement  circulaire  progressif,  par  une  bielle  et  une  maai- 
vell^y  ne  donne  jamais  lieu  k  qne  vites$e  angulaire  iinifomiQ, 
et  nous  avons  vu  (173  et  suiv.)  que  le  volant  n'a  pour  objetqae 
de  resserrer  les  limites  sup^rieure  et  fpf^rieure  d^  |a  vites^ft 
pendant  qbaqpe  revolution.  £videmment  un  p^ndul^  conique 
ne  pourrait  pjis  produirp  cet  eifet,  nQtamqient  dftps  le$  machi- 
nes k  detente,  oq  pendant  un  certain  intervalle  de  X&^^f  k^- 
que  course  jdu  piston,  la  vapeur  contenue  daq^  le  cjlindre  est 
si^ps  comtnunicatipq  avec  la  cbaudi^r^.  I)Iais  si,  par  des  wn^ 
quelcooques,  le  travail  moleur  total,  pendant  cbiqife  tour  da 
volant,  vient  k  n*etre  plus  egal  au  travail  resistant,  le  oqm))re  de 
tpurs  par  nqinule  augmente  ou  diminue^,  et  c'e^f  i^lofs  que,  si 
Ton  ne  modifie  pas  les  resistances  des  pqti)s9  n|  }a  temperatuF^ 
de  U  y^peor,  jl  faut  puvrir  plus  o\i  n}p|q§  la  spupf^pq  regq)atfice, 
afin  d'augo^enter  ou  dimiouer  le  travail  moteuc  iicbaque  tout ; 
c'est  le  service  qu'on  demande  au  pendule  conique.  Haj^  U  ^ 
le  rpnd  pas  compietement.  Supppsons  en  effe(  que  la  vitesse 
d'abord  k  Petat  normal  devienne  trop  grande.  Les  boules  se(:a^ 
tent  et  la  soupape  diminue  Tarriyee  fl^  la  yapeur ;  par  suite,  la 
vjtesse  ^iqiinqe.  Mai«  revienf^Uj^,  Ppipw^  il  1^  i^^h  ^  9 


it)enr  vormalet  Noq  «$»ir^nc)ppt,  «i  la  soupape  n'oppose  h  son 
davelopperoent  qu'une  (ris-foible  r&istaoce  ei  si  par  consequent 
la  force  Q  dana  la  formula  reate  k  tr^s-peu,pr^a  constante;  le 
prqduit  nVi  ne  varie  done  que  trfea-peu,  et  pai:  consequent  si 
]^  et  la  Vitesse  reprenaifint  leur  valeur  porniale,  \l  en  serait  de 
Eoegie  (le  la  diagpnale  A  et  de  I4  situation  de  la  soupape,  situa- 
tion qu'il  s'agissait  prepis^ment  de  changer.  Ce  qui  arrivera 
r^ellefnenti  c'est  que  le  pendule  copservera  une  vitesse  moyenne 
(par  tour  du  volapt)  plu9  grande  que  la  vitesse  qormale  et  n^an- 
ynoins  le  pas^ge  de  la  yapeur  ii  la  soupape  $era  4in)inue ;  le  tra- 
'  T^  D)oteur  et  le  travail  r^sist^pt  redeviendrpnt  ^gaux  comme 
daos  retat  norxn^,  parce  que  le  preipier  sera  diminue  par  suite 
d'une  diminution  de  la  d^pense  dp  yapeur,  tandis  qqe  le  ^cond 
sera  aogmente  par  suite  de  Taugmentation  de  la  vitesse. 

911.  PerfeetloBneiiieBe  dn  v^gnUtenr  d«  V^att.  —  On  a 

cherche  k  remedier  k  Finconvenient  qui  vient  d'etre  expliqu6, 
de  manifere  k  conserver  la  vitesse  w  ou  le  nombre  de  tours  n 
lorsque  le  manchon  s'est  d^plac^  pour  augmenter  ou  diminuer 
le  passage  de  la  vapeur.  Pour  cela  il  faut  dans  la  formule  [E'J 
eonsid^rer  n  comme  constante;  par  consequent,  si  Q  est  inva- 
riable, il  faut  que  h  le  soit  aussi;  si  au  contraire  h  varie,  il  faut 
que  0  varie  aussi.  De  Ik  deux  precedes  pratiques  Tun  par 
lilf.  Farcot,  Tautr^  par  H.  FoncauU. 

ProMi  de  MM,  Farcot,  Au  lieu  que  les  deux  tiges  OB  qui 
portent  les  boules  soient  articuiees  en  un  meme  axe  O  ren- 
contrant  Taxe  de  T^irbre  toprnant  00,  elles  sont  articulees  k 
cbamifere  (fig.  54),  Tune  O'B'  en  O',  Tautre  0"B''  en  O^  les 
deux  points  O'  et  O'^  etant  lies  k  Tarbre  tournani  et  symetri- 
que$  par  rapport  k  Taxe  OG;  et  Ton  determine  ces  deux  cen- 
tres d'articulation  de  mani^re  que  la  diagonale  OG  qui  joint  les 
deux  points  variables  O  et  G  du  quadrilat^re  OA'GA^  soit  k 
pea  prfes  constante.  Pour  cela,  on  imagine  que,  par  les  deux 
Gj^Dlres  B"  et  B^  0es))oules,  prises  dans  leur  petition  moy^nne 
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oa  Dormale,  on  fosse  passer  une  panbole  (dont  on  sait  que 
Tone  des  propri^tfe  est  que  la  sousHdormale  est  constante),  et 
Ton  place  les  points  O'  et  Qf  aux  centres  de  oourbure  corm- 
pondant  anx  points  B'  el  B^. 

ProddideM,  Fcueault.  Supposons  que  dans  T^uation  [E], 
OQtre  les  valeurs  connues  et  invariables  des  poids  P^  p,  ^  tX 
des  distances  «  et  A,  on  adopte  des  valeurs  dites  nonnales  de 
k  et  de  Q,  c^est-a-dire  se  rtelisant  le  plus  ordinairement  et 
quand  la  machine  est  dans  les  conditions  jug^  les  plusconve- 
nables,  on  en  conclura  la  valeur  correspondante  du  nombre  « 
de  tonrs  par  seconde,  nombre  dit  aussi  normal.  II  s'agit  de  fiure 
en  sorte  que  cette  vitessese  maintienne  invariable  lorsque  k  et 
parcons^ucnt  Q  varient.  L'^uation  [E]  peut  alors  se  mettre 
sous  la  forme 

A  et  B  ^tant  deux  constantes ;  il  s^ensuit  que  les  variations  de 
(^  et  de  ik  sont  proportionnelles  Tune  k  Tautre.  Si  Ton  d&igne 
par  ho  et  Qo  deux  valeurs  correspondantes,  par  exemple  celles 
qui  se  rapportent  k  I'^lat  normal,  et  par  Aq  +  IA  et  (^+40 
deux  autres  valeurs  simultan^  quelconques^  on  tire  de  T^oa- 
tion  pr^c^dente,  k  laquelie  ces  deux  groupes  de  quantites  doi- 
vent  satisfiiire^ 

AA«=rB+Q  et   AAA=AQ  tfoii   AQ=(B+©d)-^.   [ET 

formule  dans  laquelie 

B  est  une  constante  egale  k    -'*+ r-;^ "*"  J  ^^  • 

<^o  est  le  poids  propre  du  numcbon ; 

AQ  est  la  force  verticale  variable  qui  doit  en  outre  agirsurce 
manchon,  force  descendante  lorsque  la  diagonale,  dgale  d'abord 
k  Ao,  are^uunaccroissementpositif  Afc,  force  ascendante  dans 
le  cas  contraire.  On  satisferait  k  cette  condition  en  disposant  od 
levier  coud^  IRL  (Bg.  55)  pouvant  osciller  tr^librement  ao- 
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tour  de  Par^te  K  d'un  couteau,  et  dont  les  branches  seraient 
terminees  Tune  par  unefourche  I  embrassantune  gorge  creusiie 
dans  le  mancbon,  I'autre  par  une  sphere  L.  L'angle  des  deux 
branches  serait  tel,  que  G  ^tant  le  centre  de  gravity  de  tout 
le  le^ier,  Tangle  GKI  serait  droit.  Les  branches  seraient  assez 
lougues  pour  que  les  arcs  decrits  par  leurs  extr^mit^s^  dans  les 
diplacements  du  manchon,  difflSrassent  tr^s-peu  de  lignes 
droites,  et  Faxe  R  serait  ^tabli  de  mani^re  que,  dans  la  posi- 
tion moyenne  ou  normale,  la  droite  IK  serait  borizontale  et  par 
cons^uent  la  droite  KG  verticale.  Dans  cette  situation  d'^qui- 
libre  instable,  le  levier  coud^  serait  sans  action  surle  manchon. 
Mais  d^  que  celui-ci  s'abaisserait  ou  s'^I6verait,  la  fourche 
exercerait  une  pression  descendante  dans  le  premier  cas,  ascen- 
dante  dans  le  second,  qu'il  serait  facile  de  rendre  6gale  k  ^Q  de 
r^ation  [E'"].  Soient  en  eSet 

S  le  poids  du  levier  coud^^  consid^re  comme  applique  en  G^ 
^  Tangle  dont  la  droite  KI  s'ecarte  de  Thorizon  et  la  droite 

KG  de  la  verticale,  quand  le  manchon  s'est  abaiss^  ou 

^lev6  de  AA, 
T  la  pression  exerc^e  par  la  fourche  sur  le  manchon  et  r^ci- 

proquement; 
r  =  KI, 
r'  =  KG, 

Dans  cette  situation,  T^uilibre  du  levier  coude  donne  trte- 
approximativement 

TT=Sr'sinp, 

en  m6me  temps  qu'on  a 

r  sin  ^  =  AA  9 


par  eons^uent 


T=^Slh', 
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Done  la  fbrce  T,  nulle  ^n  nitoie  temps  que  ^h,  lui  est  pro- 
portioDnelle,  et  pour  qu'elle  ah  In  ^aleiur  que  requatiofn  [fi^*] 
ttssigne  h  ^Q,  il  fattdra  faire 

Siron8U{^po8ait  r'=ar:=Aa,  lepmds  S  8ertdairait)iB+(^i, 
c'esl-k-dire  h 

Dans  un  m6moire  public  parmi  ceux  de  la  Soci6t6  des  bgi- 
nieurs  civils^  annte  1864,  l""'  trimestreiM.  Sautter,  aprteaveir 
pose,  d'apr^s  M.  Foucault,  la  condition  de  risocbronisme  in 
r^gulateur  k  force  centrifuge  (condition  qui  revient  k  la  formQie 
[t:,'"]  quand  on  y  fait  p=z(jiz=  0),  a  decrit  deux  mecanismesii 
contre-poids,  imagines  par  le  m^me  auteur  et  dont  ta  piice 
principale  est  un  levier  coud^  ahal6gtie  &  celui  dont  noils  venons 
de  parler;  et  il  a  annonce  la  prochaine  publication  d'iine  autre 
solution  du  mSme  probl^me  au  moy^n  d'un  ressdrf. 

L'emploi  d'un  ressort  est  d6]k  connu  et  se  pr^senCe  iiatarel- 
lement  k  Tesprit  pour  remplacer  la  force  Q  quand  on  vedt  que 
Taxe  OG  de  rotation  de  Tappareil  soit  horizontal,  ei  lOii  con- 
^it  qu'il  est  possible  de  r^gler  le  ressort  de  raaiuire  que  le 

rapport   ^    ait  la  valeur    -  ^^^    qii*^ii^6  t&  fefiWdS 

[£'"'],  les  poids  p  et  if  dispafaissant  dans  ce  cas  comme  per- 
pendiculaires  k  Taxe  de  rotation. 


CHAPITRE  IV. 

i  APPLICATIONS  DEIla  THEOEIE  DU  FROTTEMENT 

bE8  coeM  kiiilDES,  bt  iA  nisistANCE  A  Lttk  koiiiEMSNT, 

ST  DE  LA  RAIDEUR  DBS  COHDES. 


aUSSEXUIT  d'uK  bolide  ?K8AKT  sub  m  PLAH  11ICUR<. 

HIS*  M««Teiiiene  TmrU  aseendant.  —  Dn  corps  solide  glisse 
comme  un  traln^au  sur  un  plan  inclin^^  en  montant  parall^le- 
ment  h  la  ligne  de  plus  grande  peiite.  Il  est  sollicii^  eh  ofulre 
de  son  poids  P  par  una  force  Q  situ^e  dans  un  plan  perpendi- 
culaire  aux  horizontals  du  plan  incline.  On  demande  la  loi  de 
ce  mou^ement. 

Solent  (tig.  ^6} 

i  Tangle  aigu  du  plan  inclin^  aVed  rhorizoh; 

P  l^angle  quelconque  de  Ja  force  ^  au-desstis  de  la  ligne  de 
plus  grande  pente,  prise  dans  le  sens  ascendant  (cet  an- 
gle pent  6tre  n^galif ) ; 

a  Wangle  du  frotlement  doni  la  tangenle  est  f] 

V  la  vitesse  supposee  dans  le  sens  ascetidant  upr&S  le  tefhps  /. 

Le  moayenlent  de  translation  dont  il  s'agit  est  aussi  celui  du 
oentre  de  gravity  du  corps  glissant.  En  y  transportant  toutesles 
forces  P,  Q,  rf  et  f^j  dont  les  deux  derni^res  repr^sentent 
les  r&ictions  du  corps  formant  plan  incline,  on  aura  une  resul- 
tants f  qtri,  dtant  p&tall^le  h  la  direction  da  itiodv^m^fil  reeti- 
Ugne^  He  projettera  en  traie  grandeur  sur  )a  ligne  de  plus  graiute 
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peDte,  tandis  que  sa  projection  sur  la  normale  aa  plan  seranoUe. 
Ainsi 

(p=:Qco8^— Psia»—  ^il^ 

0=iV  +  Csmp  — Pcos», 

d'oiii  par  Mimination  de  N, 

f  =  <;cos^—  Psin  »  — /"(Pcosi— <?sm&);       [I] 

ce  qu'on  obtient  imm^diatement  en  ^crivaDt  que  la  rdsultiote 
9  est  ^gale  h  la  somme  alg^brique  des  composantea,  panllMes 
au  plan,  des  forces  Q  et  P,  diminu^e  du  frottement  ^au 
produit  par  f  de  la  pression,  ^ale  elle-mAme  k  la  somme 
alg^brique  des  composantes,  normales  au  plan,  de  P  et  de  Q. 

P 
Ayant  obtenu  ^,  et  connaissant  la  masse    —    dn  corps  glis- 

9 
sant,  on  pent  calculer  Tacc^l^ration 

di~  P  ' 

Si  rintensite  Q  et  Tangle  ^  restent  invariables  pendant  le 
mouvement,  et  qu'il  en  soit  de  mftmede  Titat  de  polietd*oQC- 
tuosit^  des  surfaces  en  contact,  Taccil^ration  est  constante,  et 
le  mouvement  est  uniform^ment  vari^,  acc^Ur^  ou  retarde 
suivant  le  signe  de  <p,  sauf  le  cas  particulier  oil  7  est  nulle  et 
le  mouvement  ascendant  uniforme.  Dans  ce  dernier  cas,  comme 
dans  celui  du  mouvement  retard^,  le  corps  ne  monte  que  paroe 
qu'il  a  regu  une  vitesse  initiate  ascendante,  de  forces  auties 
que  Q  qui  out  ensuite  cess^  d'agir.  Dans  le  cas  du  monvemeot 
acc^l^r6  ascendant,  le  corps  a  pu  sortir  du  repos  en  verta  de 
la  force  Q. 

Rbharqubs.  L'^uation  [i]  s'applique  pendant  le  mouvemeot 
ascendant  k  toutes  les  valeurs  des  forces  et  des  angles  cooci- 
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liables  atec  Thypothise  que  le  corps  possMe  un  mouvement  de 
translation  parall^le  au  plan^  en  ne  recevant  do  celui-ci,  en  sea 
di?ers  points  de  contact,  que  des  reactions  dont  chacune  se  de- 
compose en  une  force  nonnale  repulsive  et  une  force  parallMe 
an  plan.  De  I^  il  suit  que  la  force  N,  r^ultante  et  sonime  des 
reactions  nonnales,  est  essentiellement  positive  dans  les  ^qua* 
tioDS  pos^  ci-dessus ;  ce  qui  ^tablit  la  condition  n^cessaire 

QsinP<Pco8  t, 

c'est-k-dire  que  la  force  Q  sin  p^  qui  tend  k  detacher  le  corps 
du  plan,  est  moindre  que  la  force  P  cos  %  qui  tendrait  k  Ten 
npprocher. 

Mais  celte  condition  simple  et  claire  ne  suffit  pas  :  on  conceit 
en  effet  que,  en  ^rd  h  la  figure  du  corps,  les  forces  P  et  Q 
ponrraient  Atre  tellement  dirig^s  qu'au  lieu  de  laisser  subsister 
la  translation  suppose  acquise,  en  modifiant  seulement  la  vi- 
tesBe,  elles  fissent  culbuter  le  corps  autour  d'une  de  ses  ardtes 
de  contact.  Or,  pour  verifier  dans  un  cas  donn^  si  ce  renverse- 
ment  n'a  pas  lieu,  il  faut  consid^rer  que,  pendant  le  mouvement 
de  translation^  la  force  que  nous  avons  d&ign^e  par  9  est  la  r^ 

dv 

suhante  et  la  somme  de  toutes  les  forces  totales    m  —    pro- 
ds 

presaux  divers  elements  du  corps,  et  que  par  consequent  cette 
r&ultante  s*applique  au  centre  de  gravity.  Mais  elle  est  aussi  la 
r&ultante  des  forces  r^elles  qui  agissent  sur  le  corps,  savoir  : 
les  forces  donn^es  P  et  Q,  la  force  fN  dirigie  dans  le  plan^ 
et  la  force  y  normale,  passant  par  un  point  situ6  dans  Tint^- 
riear  du  polygene  formant  la  base  du  corps  dans  le  plan;  et, 
pour  cela,  il  faut  que,  relativement  k  chacun  des  c6i6s  de  ce 
polygene  suppose  convexe,  le  moment  connu  de  la  force  7  soit 
^al  k  la  somme  algebrique  des  moments  des  forces  P,  Q  et  iV, 
ce  que  nous  ecrivons  ainsi 

OR/iV  +  an^-l*  fllJLP  — D1L?  =  0. 

90 
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Par  consequent,  si  Ton  cboisit  le  sens  des  moments  da  manite 
que  celui  de  2V  soit  positif,  il  faut  qu'on  ait  rin^iti 

OltO  +  OTVf  —  3Tl9<P. 

Une  troisifeme  condition  est  encore  n^cessaire  pour  (pe  h 
thtorie  pr^^dente  soit  applicable  k  la  pratique  :  c'est  qu'eo 
aucun  des  elements  de  contact  des  deux  corps,  la  pressioo 
rapport^e  k  I'unit6  de  surface  n'e^ci4Q  la  limite  que  comporte 
la  nature  de  ces  corps,  sous  le  rapport  de  leur  r&istance  I 
r^crasement.  Cetle  consideration  appartient  h  la  partiedeb 
m^canique  qui  traite  de  la  resistance  des  mathiaux  de  oofl- 
struclion. 


9 IS.  Cas  paHle«Uer  da  iMiifMieMl  aMfatemt  m 

—  Dans  ce  cas,  la  risultante  f  etani  nulla,  il  ;  a  AqoilikN 
entre  le  poids  P  du  eorps,  la  rdiK^tion  totals  Jt  du  plan  (la- 
quelle  fait  avee  une  nonnale  Tangle  a),  at  la  foroe  ^  im 
forces  qui  par  consequent  se  renoontrent  en  un  point.  Si  M  esl 
ce  point  (fig.  57),  et  UN  la  normals  corraapondfntey  Mi 
est  la  direction  de  la  reaction  totalei  et  il  an  resuHe  que  h 
force  Q  doit  6tre  dirigee  dans  Tangle  VMR'  oppose  k  Tai^le 
PMR  et  que  par  consequent  Tangle  0  doit  etre  compris  eotre 

—  [^  —  a)  et  +  (5 — ») .  Sous cette  condition, la  ferce  ^  esl 
determinee  en  iotensite  par  TequatioPi  tii^  de  [i], 

sinH:/cos^ 
^        cosp+/*sinp* 

ou,  f  etant  remplace  par  tang  a, 

cos(p— a) 
equation  qu'on  peut  obtenir  immediatenH>nt,  an  remarquaflt 
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qne  T^ilibre  des  forces  P,  Q  el  B  exige  (II,  38)  PequaUon 

Q  _  sin  (P,  M)  _      sip  (i  +  a) 


r      sip(0,H) 


sinP  +  a  — PJ 


Minimum  de  Q.  —  Si  dans  I'^quation  [2]  ox\  fait  varier  P, 
la  moindre  des  valcurs  de  Q  satisfaisant  &  r^quilibre  est 
?fip  (i  +  a)  §(  rtpond  ft  p  =  a,  o>i|-ft-dire  que-  la  force  Q 
est  alors  perpendiculaire  ft  A.  C'est  ce  qu*on  retrouve  par  le 
tbiortme  du  polygone  des  forces  :  dans  le  polygone  fermi, 
qui  est  io)  le  triangle  ABO  doni  les  c6t^s  sont  parali^les  et 
pN)|onkMineUft  P,  9  et  M,  le  cAlA  AB  est  donn^  en  gran- 
deur el  en  diiection,  ie  c6t4  €A  seulement  en  direction,  et  le 
minimam  du  cdt^qui  repr^sente  Q  est  la  perpendiculaire  BG. 
On  a  done 

BC  =  ABsinBAC;, 

c*est-ft-dire 

(J=f  sin  VMB  =  P  sin  (^  4- a) . 

Travaux  des  forces.  —  Les  ti'avfiux  ^I^mentairea  d^s  forces 
Q  ^i  P  pendant  un  d^placement  dx  du  corps  glissant  sont 
Qeos^dx  et  — Psin  idx.  Dans  le  cas  du  mouvement  uniforme 
on  a,  pour  un  parcours  quelconque,  en  repr^seulant  par  ^Q 
et  —  6P  les  travaux  des  deux  forces, 


^Q cosp  /sin  i  +  fcos  t\ 

eP"*''sinT\cosP  +  /'sinP/  ' 


npport  qui,  comme  cela  doit  £tre,  se  r^duirait  ft  Tunit^,  si  f 
itahnul. 

914.  MovTemeiit  Tarl«  deseendaat.  -—  Si,  au  lieu  d'etre 
uoiBdante,  la  vitesse  acquise  4tait  descendante,  il  suffirait,  en 
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conservant  la  direction  ascendante  pour  le  sens  positif  de  ?,  de 
changer  le  signe  de  fN  dans  la  premise  des  Equations  da 
num^ro  212,  ce  qui  revient  a  changer  celui  de  f  dans  la  iat- 
mule  [i] ;  mais  si  Ton  veut  compter  la  r&ultante  comme  positive 
dans  le  sens  descendant,  qui  est  celui  da  mouvement,  il  but 
aussi  changer  son  signe;  en  Tappelant  ^'  et  en  comptant  too- 
jours  Tangle  ^  k  partirde  la  direction  ascendante  du  phn^oQi 

f'=Psin»  — OcosP  — /•(Pcosf— OsinP),    [f*»] 

et,  suivant  que  cette  force  est  positive,  nigaliye  ou  nolief  le 
mouvement  descendant  est  acc^l^ri,  retard^  ou  oniforme. 

RnuAQm.  Les  remarqaes  fiutes  an  namta>  SiS  aont  appli- 
cables  au  mouvement  descendant  comme  an  mouveaieDt 
ascendant. 


SIS.  MsvvmMt  JcwrwiiaMt  ulff«nM.  —  Dans  ce  cas,  U 
r^sultante  9'  itant  nuUe,  on  a 

0_  sin  >— /cost sin(t  —  a)  ^y^ 

p— cosp— ^sing~cos(?+«)' 

^uation  dans  laquelle  <^  et  P  sont  essentiellement  positives, 
et  Tangle  1  plus  petit  que  90*.  Par  cons^uent,  suivaot  que 
Tangle  i  du  plan  k  Thorizon  est  plus  grand  ou  plus  petit  qoe 
Tangle  a  du  frottement,  il  fiiut  que  P  +  a  soit  plus  petit  00 
plus  grand  qu'un  angle  droit. 

Du  reste,  des  observations  analogues  ii  celles  du  numiro  913 
peuvent  6tre  faites  dans  le  cas  dont  il  s'agit  ici. 


ai6.  €0ffpa  vos6  saas  TltMse  laltUle  sw  u  pUui  taaltei 

—  Si  le  corps  consid^r^  jusqu'ici  est  sans  vitesse  k  Tinstant  oil 
la  force  Q  lui  est  appliqu^e,  cinq  cas  diff^rents  peuveot  se 
r^aliser. 
l""  II  peut  se  mettre  en  mouvement  ascendant,  et  alors  k 
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totee  f  donn^e  par  la  formula  [i]  est  positive  si  Ton  attribue 
k  /  la  Yaleur  qui  convient  au  frottement,  au  depart. 

2^  Le  corps  peut  rester  en  repos,  mais  sur  le  point  de  se 
mouToir  en  montant  pour  peu  que  la  force  Q  (ti  augment^e, 
at  alors  la  force  f,  donn^e  par  la  mdme  formule  et  la  m6me 
valeur  de  /*,  est  nulle.  La  r^sultante  de  JP  et  de  Q  fait  aveo 
la  oormale  oppos^e  k  MN  un  angle  ^gal  k  Tangle  du  frotte- 
ment a  du  c6t6  ascendant. 

3^  Le  corps  peut  se  mettre  en  monvement  descendant,  et 
alors  la  force  f  '  denude  par  la  formule  [i  bis]  est  positive,  le 
ooeflBcient  f  ayant  toujours  la  m6me  valeur. 

4*  II  peut  rester  en  repos  sur  le  point  de  descendre,  et  alors 
la  force  f'  est  nulle.  La  r^sultante  de  JP  et  de  Q  fait  avec  la 
oonnale  un  angle  ^1 2^  a  du  e6t6  descendant. 

S*  Enfin  il  peut  se  faire  qu'aucun  des  quatre  cas  pr^cMem* 
ment  indiqn^s  ne  se  r&ilise :  dans  cette  hypoth^^  la  r^sultante 
de  P  et  de  Q  fiut  avec  la  nonnale  un  angle  plus  petit  que  a. 
Le  corps  en  repos  y  persisterait  m^me  malgr^  une  certaine 
variation  de  Q.  G'est  un  6tat  de  stability  proprement  dit,  qui 
DC  subfflste  que  parce  que,  k  chaque  changement  de  Q,  corres- 
pond une  deformation  ordinairement  imperceptible  des  corps 
en  contact;  d'oii  rteulte  de  la  part  du  plan  incline  la  ruction 
nteessaire  pour  I'&iuilibre. 

FEIUB  A  con. 


S17.  Cm  4rmmi^mMiWtmmt  dm  eofai.  —  Uu  coin  (fig.  58), 
corps  solide  prismatique  dont  la  section  transversale  ABA'  est 
snppos^eun triangle isociledont Tangle  en  B  est  2»,  s'enfonce, 
sons  Taction  d'une  force  P  perpendiculaire  ii  la /^^  AA',  entre 
deux  autres  corps,  dont  Tun  R  est  immobile^  et  Tautre  L, 
prisme  rectangulaire  tronqu^,  est  pos^  sur  des  appuis  fixes  oil 
ilglisselongitudinalement  et  parallMementii  AA'.  La  base  CD 
de  ce  dernier  corps  L  exerce  sur  une  roatiire  qu'il  comprime 
unepresrion  et  en  revolt  WW  ruction  ^ale  repr^ntte  par  Q. 
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On  demande  la  relation  qui  cxiste  entre  les  forces  1^  et  f^,  I 
Tinstant  oil  le  coin,  encore  en  repos,  est  tor  le  point  de  s'^- 
fbncer. 

Comme  il  fc'agit  d'un  systime  de  deux  pieces  en  contact;  H 
proc^di  k  soivre  eat  de  considirer  sdpartment  el  sttoceflBift^tfatat 
r^quilibre  de  chaque  pi^ce. 

Soieni  N  et  fN  lea  reactions,  I'u&b  normale  et  TatltW  fan- 
gentielle,  que  la  face  AB  du  coin  re^it  du  corps  L;  le  frbtle- 
ment  fM  est  ascendant,  parce  que  le  coin  est  sur  te  poiat  de 
descendre«  Soientde  ni6me  IT'  et  fN',  ies  ructions  analogue 
du  corps  R  sur  le  coin  et  exerc^es  i'une  perpendicuIairMlteti 
Tailtre  parallilement  k  la  face  AH^ 

Le  coin  est  done  eii  ^quilibre  sous  raetioki  de§  fbrees  P^  5, 
fN,  N'  et  fN\  dont  la  pretniftre  peut  dtn  considMe  eomnn 
comprenant  le  poids  propre  de  ce  corps.  Ges  cinq  foftes  pnje- 
tfes  horixontalement  et  verticali^nient  donnent  dent  iqnatMNi 

N=iN'    et    P  — 2Jir(sin»  +  fc5O80=0. 

L^  prisihe  tronqu^  t  est  soumis,  abstractioii  f&itfi  dk  soil 
poids,  k  binq  forces  iT, ,  f iV^ ,  N",  /^it"  et  ^,  flonl  fei  cleoi 
premiferes  soht  igales  et  oppos^es  k  N  hik  fi)^  {i6l].  f*  « 
lb  coefficient  du  frottement  dti  pvMM  L  iur  Sdh  a^pill,  kX  tt 
force  f'N''  est  dirigee  dans  le  sens  oppds^  k  c^tiil  da  moiive- 
ment  sur  le  point  de  nattre.  De  \k  deux  Equations  de  projections 
oil  N  est  substitute  en  valeur  k  N^ , 

/fcos»  — /Wsini— fZV"— faaO, 
ZfsinC  +  ffVcost  — if^ssO. 

L'Aliinination  de  N  et  de  N"  donne 

P  2(tangf  +  /1 

$-i-/-f-(/-+ntangi* 

Ponr  que  cette  fbrmule  aoit  applicable>  e'esl-iHUfe  qot  k 
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p 

coiD  puisse  descendre,  il  faut  que  ie  rapport    ^    8oit  positif, 

que  par  coDs^uent  on  ait 

Dana  lapratique,  h  sdmmb  /T  +  (/*+ D  tang »  peutdtre 
n^gie  auprte  de  1  et  la  formule  se  r^duire  tr^8-q[>proxinia- 
tivement  k 

-=S(tangt4-fl. 

Dans  r^qiiation  plus  exacte  qui  pr^cMe  celle-ci,  on  voit  que 

P 

Ie  rapport    ~    diminue  en  m^me  temps  que  tang  »',  et  que  sa 

limite  de  ^titesiie,  rSpondant  k  tang  £=0,  est       ^'        ou 

k  pea  pr&s  2/;  tandis  que,  si  Ton  n^gligeait  Ie  frottement,  ce 
rapport  approcberait  indefiniment  de  zero  comme  tang  i. 

Exetrtt)lb:    fi=f  =±0,1D;    tang  t  =  0,05;    ^  =  0,306. 

fti  f  et  f  MAiedt  supposed  huis,  on  aurktt    ~  ^  d, i .    Ou  voit 
r^norme  influence  du  frottement  dans  ce  genre  de  machine. 

918.  Cm  de  ■ortle  du  «olii.  —  1^  II  serait  po^ible  que,  ie 
coin  etant  sous  Faction  d'une  pression  lat^rale  Q  et  d'une 
charge  P  sur  sa  tdte,  cette  demifere  force  fftt  insuffisante  non- 
seulement  pour  Tenfoncer,  mais  m£me  pour  Ie  maintenir  et 
rempficber  de  se  mouvoir  en  sens  contraire.  Pour  pr^ciser  la 
question,  cherchons  quelle  serait  la  condition  n^cessaire  pour 
que,  malgr^  la  force  P,  la  force  Q  fftt  sur  Ie  point  de  faire  res- 
Bortir  Ie  coin.  On  la  trouve  en  changeknt  dans  les  Equations 
prMdbBlte  les  sign^  de  f  et  de  /^  parce  qtte  lee  forces  fff, 


I 

J 
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flf^  et  fN"  cfaangent  de  sens,  tandis  que  les  forces  noroudes 
Ny  N^,  N^  n'en changent  pas;  c'est  ce  qu'on  verra  trte-da- 
rement  en  reprenant  le  raisonDement  du  nam^ro  prdcMeot 
modifi6  d'aprte  ThypMhtee  actuelle.  Ainsi  Ton  aarait 

P_         2(tang»-n 

ou  approximativement 

^  =  a(tang»-n, 

sdution  impossible  dans  le  sens  physique  de  la  questioOi  quel- 
que  petite  que  soil  la  force  P,  k  moins  que  Ton  n'ait 

tangi>^ 

C'est  pourquoi  les  coins  ordinairement  sont  fort  aigus. 

2^  Lorsque  la  matitoe  k  pressor  a  subi  la  compression  oonve- 
nable^  il  est  nicessaire  de  desserrer  la  presse;  c^est  oe  qui 
donne  lieu  k  la  question  suivante.  Quelle  serait  la  conditioa 
nicessaire  pour  que  la  force  P  agissant  en  sens  contraire  de 
I'enfoncement  fit  ressortir  le  coin,  malgrd  les  frottemeots,  sous 
Taction  de  la  force  Q^  Dans  ce  cas»  les  deux  forces  P  et  ( 
sont  favoraUes  au  mouvement  sur  le  point  de  nattre.  II  soffit 
de  changer,  dans  les  ^nations  du  numiro  217,  les  signes  de  f> 
de  f  et  de  f\  Ainsi  Ton  a 

P_         ay— tang  t) 

e~i-/r+{f+ntangr 

ou  approximativement 

£  =  iy-tangi). 
Si  tang  t  n*est  que  pen  inf(irieure  k  /;  une  petite  force  P 
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sofllra  pour  desserrer  le  coin,  qui  ne  pourra  cependant  pas  res- 
sortir  de  lui-mfime^  d'apr6s  ce  qo'on  vient  de  voir  tout  k  Fheure. 

FEOnUURT  DBS  81JOH  IT  GOIOMM. 

*  H9.  Co^plUe  eBtre  dmoL  ^ UbMitees.  —  Un  corps  solide 
ABCD  (fig.  59)  appel6  coquille,  s'appuyant,  par  les  patiM  AB^ 
CD,  snr  les  glissitoes  parallMes  MM,  M'M',  se  meut  uniforra^- 
ment  dans  le  sens  de  A  vers  B,  sous  raction  de  deux  forces^ 
Tune  mouvante  Py  Tautrerdsistante  Q.  On  demande,  eu  ^gard 
au  frottement,  la  relation  entre  ces  forces,  pour  le  cas  simple 
o&  elles  sont  dans  le  plan  de  la  figure  et  oti  le  quadrilat^re 
ABCa>  est  un  rectangle.  Un  tr^s-petit  j>u  fait  que  le  contact  ne 
peat  avoir  lieu  que  d'un  c6t6  de  la  coqutlle  (AB,  par  exem* 
pie))  on  en  deux  extr^mit^  diagonalement  opposes  des  patins, 
soit  en  A  et  C>  soit  en  B  et  D,  lesquelles  extrimit^s  sont  un 
peu  arrondies. 

f'  Cm*.  Contaet  ea  A  et  B.  —  La  ruction  tolale  R  de  la 
gfissiire  AB  passe  entre  A  et  B  et  fait  avec  la  normale  Tan- 
gle a  dent  la  tangente  est  /*;  done  la  rfeultante  des  forces 
P  ti  Q  doit  satisfaire  aux  m6mes  conditions.  Si^  par  exemple, 
ces  forces  concourent  au  centre  O  du  rectangle  ABCD,  il  faut 
qu'en  posant  AD=a  et  AB=:6^  on  ait 

OI<0K,    ^Atanga<i>,    h>fa. 

Cette  condition  remplie,  supposant,  pour  completer  les  don- 
ates, que  P  soit  parall^e  ii  AB  et  que  la  resistance  Q  fasse 
avec  le  prolongement  de  P  Tangle  »,  on  a,  pnisque  la  force 
totale  est  nuUe^ 

/V— <j8ini  =  0,    f2¥+<?cos»— P=0, 

tfo4 

Fs=<j(cos<-|-/8in»); 


314      SKT.  Uf  CBAF.  IT.  nomUHT  Mft  tftftPS 

c'est  ce  qa'on  trouve  immMialement  en  posant 

,  P sin  (Q,  H)  _  cos  (i  —  a)  ^ 

Q      sin  (P|  JQ  GoTo 

9^  Cm.  CMiMto  em  mm^pmrnle^ — Prenant  toqaois  \t  fitint 
de  rencoDtre  de  i*  et  de  Q  au  centre  du  rectang^ft  ABCD, 
supposoDS  h<ifa.  Le  moaTenient  uniforme  ne  poavaitf  pu 
avoir  liea  avec  ie  contact  entitoement  du  c6ti  da  AB»  dier- 
ehoDs  si  Ie  contact  est  en  A  et  G>  on  en  B  et  D. 

Dans  la  premiere  de  ces  deux  hypothtees^  lea  reactions  i 
et  A'  qui  agiraient  en  A  et  G  (Bg.  60),  itant  dgalement  indi- 
n^es  sur  BA  et  sur  CD,  se  couperaient  en  E  plus  prtede  A 
que  de  D.  Leur  risultante  ne  pourrait  done  paa^  comme  il  k 
faudrait  pour  I'^uilibre^  passer  par  O  et  Mre  dirigte  dsai 
i*angle  oppose  au  sommet  de  Tangle  QOP. 

Mais  lorsque  le  contact  est  suppose  en  B  et  D  (fig.  6i), 
cette  impossibility  d*^quilibre  n'existe  plus,  et  la  figure  moDtre 
la  construction  ^taphique  du  pdrallelogi^hiiiib  qui  dohtierait  Ie 
rapport  n^ces^aire  des  deux  forces  1^  bi  (^  et  ixl§me  hm 
tappbrts  iMt  k^S^ctions  It  et  K.  C'est  ce  qu'on  peut  ^bsji  i^ 
terMineir  pair  1^  calcnt,  ^n  posant  troiS  gquaiioh^  a'§({oilibre, 
savoir  :  detik  ^quatiotls  de  projections  sur  Alt  Kl  stir  Bt,  et 
une  Equation  de  monients  qiie  noU^  prenons,  ^dtir  ^Iti^  de  'm- 
plicit^,  autour  de  O,  les  reactions  des  glissi^res^tant,  en  B^lT 
et  fr^,  en  O-,  fi'  bt  flv'  : 

P  —  0  cos  »  —  Z' (/V  4- /^O  =  0 . 
<J  sin  t+iV'— 1*^  =  0, 

d'od 

/¥-f-N'z=:<jsini-^    et    >=i(?fcos?+^sini|. 

Cette  valeur  de  JP  est  pli»  Irande  que  4Uuis  le  premier  cas. 
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Aurcste,  n+n^  ^fant  >iV*-*ir'j  on  trouverait  pour  !f  et  If 
des  Talaurs  positives,  verification  importante  et  d'accqrd  avec 
]*bypoth^e  da  contact  en  B  et  D. 

Onproc^derait  de  m6me  si,  le  mouvement  ^taht  dans  le  sens 
BA,  la  force  obliquii  Q  etiit  motivante  et  la  force  parall^le  P 
resistante.  Dans  le  cas  oil,  b  ^tant  >/a^  le  contact  serait  en 
AB^  on  trouverait 

P=C(cos»  — /^sint); 

It  ^bf  ^^fk,  \i  contaici  serait  en  X  et  t,  el  I'^quation 


#=!^fco^S~^sin^). 


SSO.  PUoB  et  eane.— Cette  question,  analogue  k  la  pr^c^- 
deate,  exige  une  discuMiod  sebiblabie. 

La  tjge  prismatique  et  verticale  d'un  pilon  (fig.  62)  est  assu- 
jettie  k  glisser  entre  quatre  appuis  consid^r^s  comme  quatre 
points  A,  B,  'Cy  D,  formant  iin  rectangle.  Oti  mentonnet  116 
iavariablement  k  cette  tige  regoit  d'une  came  une  action  se 
decomposant  en  une  force  ascendante  Q  et  un  frottement  fQ^ 
Le  poids  de  la  tige  et  du  mentonnet  est  P,  et  leur  centre  de 
gravity  conlmun  lest  stlp(idsifi)  pour  simplifler^  su^  la  verticale 
ZZ  iiigsle  distance  desc6tes  AB  et  CD.  On  demande  la  rela- 
tion entre  les  forces  1^  et  Q  dans  I'hypolhgse  d'lin  mouvement 
ascendant  liuiforme. 

La  tige  ne  pent  toucher  les  appuis  que  veriicalement  d'un 
mtoe  Gdt6  du  rectangle  ou  diagonalement. 

l**  Cm.  CoBiaet  en  A  et  B.  — Soient  /  la  distance  de  Q  k 
ZZy  h  la  distance  du  mentonnet^  BG,  inz^All  et  6  =  XB. 

Les  reactions  des  appuis  itant  N  et  fN  ett  A,  ff'  et  fN'  en 
B,  on  a  dBttx  At|uation6  de  projections  et  une  Equation  de 
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moments  que  nous  preDons  autour  de  B  : 

Qil—ai  +  Pa-^fgh+MssO. 
Le8  deux  premieres  donnent 

d'oii  il  rteulte  que  les  deux  forces  P  el  Q  peuvent  toe  posi- 
tives, c*est-k-dire  avoir  le  sens  qui  leur  est  attribue  dans  \a 
Equations  et  daus  T^dodc^  de  ia  question.  Mais,  pour  que  oet 
^nonci  se  realise,  il  font  encore  que  les  forces  N  et  If'  soieot 
toutes  deux  positives ;  voyons  sous  quelles  conditions  it  ea  sen 
ainsi.  En  substituant  dans  la  troisi^me  ^uation,  d'abord 
P=<J(1— /•/"),  puis  N=fQ—N\  on  a 

puis 

Q{l^fra^fh+fh)^rr'b=:0, 

d*ou  Ton  concluty  pour  que  N  et  i¥'  soient  positives,  les  deux 
conditions 

i<f^+fr^    et    l^fh  +  ffa^fb. 

Cette  demifere  quantity  pouvant  6tre  native,  on  vmt  qoe  t 
pent  Mre  aussi  grand  qu'on  veut.  On  voit  aussi  que  ia  distance  I 
doit  dtre  asses  petite  relativement  k  la  hauteur  k. 

«•  Cm.  CemiMt  m  B  ei  w  D  (fig.  63).  —  On  a  id  tnis 
Equations  d'^uilibre  analogues  k  celles  du  premier  cas  : 

Q—p—frf^fN'z=:0, 
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Ces  Rations  du  premier  degr6  donneront  toujours  en  fonc^ 
tions  du  poids  donn6  P  des  valeurs  r^elles  de  Q,  de  N  et  de 
N*  *,  mais  il  importe  de  savoir  sous  quelles  conditions  ces  valeurs 
seroDt  positives^  et  il  suffit  qu'il  en  soit  ainsi  pour  Q  et  Ny 
pnisque  i¥'  sera  alors  positive  d'aprte  la  seconde  ^nation. 

Des  deux  premieres  on  tire^  en  dliminant  N' : 

en  fliminant  N^  on  a 

pais  en  ^liminant  P, 

Q(l^fh-ffa)z:zbN. 

De  lit  on  conclut  que  pour  que  Q  soit  positif  en  m6me  temps 
que  Pj  et  pour  que  N  le  soit  en  m6me  temps  que  Q,  il  faut 
qu'on  ait  les  deux  in^alitds 

l>fh  +  fra. 

RnutQUBS.  I.  Les  deux  cas  qui  viennent  d'etre  ^tudi^s  sont 
les  deux  seals  praticables,  tant  que  la  force  Q  est  dirigde  comme 
le  suppose  la  figure;  car  si  le  contact  avait  lieu  en  D  et  C,  les 
forces  borizontales  fQ,  f'N,  fn*  agiraient  toutes  dans  le 
mfime  sens,  de  droite  &  gauche;  et  si  Ton  supposait  le  contact 
en  A  et  en  C,  les  forces  <?,  fQ,  P,  iv'  et  fN'  auraient 
leurs  moments  autour  de  A  tons  de  m^me  sens. 

II.  II  se  pourrait  que  la  distance  /  ne  satisfit  aux  condi- 
tions d'aucun  des  deux  cas  possibles,  que  par  exemple  on  eftt 


diS       8BCT.  n,  CHIP.  IV.  nOTTWIT  nB  C01P8  flOLDIB.. 

ee  qui  exclurail  k  la  foia  le  second  cas  et  le  pienitr  k 

I)ans  cette  hypothtee,  la  force  Q>  qnelqae  grande  qnWb 
fftt,  ne  pourrait  pas  produire  le  moavement  aaoensioBBftl  dn 
pilon.  Nous  allons  ciler  m  axemple  vulgaira  da  ccito  inpos- 
sibilitd  de  glissement  due  au  frottement. 

921.  Valet  de  neMiiiiier.  ~  On  connatt  cet  instrament  en 
fer  (fig.  64)  qui  sert  au  menuisier  pour  Bxer  le  bots  qu'tl  In- 
vaiile  sur  son  ^tabli,  ^pais  madrier  perc^  ^'un  trqu  vertical.  On 
y  introduit  la  queue  du  valet  et  on  le  fixe  par  un  ou  plusieon 
coups  de  maillet  plus  ou  moins  forts,  selon  la  Rfef^ioP  VW  If 
palte  de  Pinstrument  doit  exercer  sur  la  pi^.cc  qu'elle  assujeltit 
Une  fois  qu'il  est  enfcnod,  la  ruction  P  de  la  mati^re  com- 
prim^e  ne  pent,  quelque  grande  qu'elle  soit,  mettre  eq  moo- 
vement  le  valet  soumts  k  son  poids  Q  et  aux  reactions  totales, 
obliques,  qn*exercentlcs  points  d'appui  A  et  B  dia^pnalement 
opposes  dans  le  trou  de  I'^tabli.  En  eflfet,  si  le  mouvement  ^tait 
sur  le  point  de  naltre,  les|  ructions  en  A  et  B  auraient  les 
directions  AA\  BB\  faisapt  avec  les  normales  en  ces  deox 
points  Tangle  du  frottement^  et  leu^  (i^t^^tion  H  devrait 
6tre  pour  T^quilibre  sur  la  r6sultante  5  do  P  et  de  <^,  c'est- 
Mire  au  delii  de  P,  ce  qui  n^est  pas  possible  avec  las  dimen- 
sions ordinaires.  L'iquilibre  qui  s'iiablit  rMlement  asl  stable, 
et  a  lieu  entre  la  rfeultante  S  el  deux  rtections  Jl  et  If  Acat 
^s directions  AC  et  op  font^vecl^snormaleaeB  A  et  Bdei 
angles  moindres  que  Tangle  de  frotleinent. 

SS9.  TIce  ffvia^e.  Solatton  sfaplUq«e  f«m«rale.  —  U> 

questions  analogues  aux  pr^cMentes  peuvent  $tre.  r&ol^es  pv 
des  considerations  g^om^triques  qui  rendent  tir^s-claire  la  dif- 
cussion  des  differents  cas  de  mouvement  possible  ou  impossible. 
Une  tige  prismatique  HMNX  (fig,  65)  est  guidte  par  des  ap- 
puis  que  nous  supposons  rMuits  k  deux  aretes  AB,  CD.  EOe 


Ml  suf'le  point  da  «e  mouvoir  ou  elle  se  meui  uniform^meiit 
dans  le  sens  AB^  gou^PactioQ  deforces  qui  serMuisenlMeux, 
fiPSniifs  d$m  le  pliai  ABCQ  :  Tune  est  la  force  risisUnte  et 
dwQ^  iP,  qui,  dans  U  Qgure,  est  suppos^e  avoir  les  diverges 
tfinifi{ifns  |f«,  J\,  p^;  Tautre  est  la  force  mQUvante  %\  h 
direction  ^ecette^eim^i^re  est  dqnn^e,  D  est  son  point  de  con* 
fiovrs  svee  P  (paint  qui  dans  la  figure  est  suppose  avoir  di« 
vsrseji  positions  Q^,  O.,  Q,),  et  son  intensity  doit  6tredite|i< 
min^  eu  ^ard  au  ffottsment. 
Trois  oae  sent  eonditignnellement  possibles. 

i^  ci|4.  qiiii«e(  e«  A  ft^  n*  —  Le^  deux  forces  que  noius 
disignoDS  dans  ce  cas  par  P^  et  Q^  poussant  ou  tirant  la  tige 
vers  4^9  i)  p'y  h  pv  ^  s'ocp\xper  da  Fliypoth^  du  contact  en 
G  et  p.  S*il  a  lieu  en  A  et  B,  il  faut  que  le  point  de  eon« 
oeors  des  forces  p^  et  Q, ,  oil  doit  passer,  pour  T^quilibre^  la 
riMion  totale  des  appuis*  spit  situ^  comma,  par  example,  le 
point  O,  y  dans  I'intervalle  compris  entre  les  droites  d'itendoe 
iQdiiqje  X\\  BB",  faisaqt  avec  la  normala  4  AB  Tangle  a  du 
frottepient,  C^tt^  condition  remplie,  la  decomposition  da  la 
force  ft,  ^ale et oppos^e k \^ r^stanc^ donnie  P, ,  an deum 
forces,  Tune  J^t  rteoUon  totaloi  psrallile  en  mftme  sens  k  AAS 
I'autre  Qi  ayant  la  direction  donn^e  de  la  force  mouvante, 
determine  Tinlensit^  de  ceite  derni6re. 

t«  Cas.  CoMUMt  en  B  et  D  dlai^iimlemaiat  WBfs^**^La 

rftultante  des  forces  d&ign^es  dans  ce  cas  par  P^  et  Q^  doit 
Atre  directement  oppos^e  |i  la  reaction  totale,  r^ultante  des 
ructions  partielles  dingoes  suivant  BB'  et  PD-.  Cette  ruction 
totale  passe  en  p  etestdirig^e  dans  Tangle  B'lin'.  Lar^ul- 
taatede  p^  et  de  Q,,  dont  Talignementseconfondaveccelui 
de  la  reaction  totale,  passe  done  aussi  en  H,  et,  quant  k  sa 
direction,  si  Ton  mine  les  droites  HF  et  HG  respectiyemeut 
purallMes  en  m£me  sens  aux  directions  connues  des  fArces  JP. 
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et  Q^  y  on  en  conclut  que  leur  r&ultante  est  dirig^edibisrtD- 
gle  FHG;  done  la  force  oppos^e  k  cette  rtealtante,  c'est-ii-dire 
la  reaction  totale,  est  dirig^e  dans  Tangle  FaHG,  oppose  k  FHG. 
En  r^sum^,  la  reaction  a  la  direction  d'une  droite  qni  partnrl 
de  H  est  it  la  fois  dans  Tangle  B'HD'  et  dans  Tangle  F,HG,| 
par  cons^uent  dans  Tangle  G^HB^.  Le  point  de  eonoonrs  da 
trois  forces  doit  done  6tre  donn^  dans  cet  angle,  ou  dans  sod 
oppose  au  sommet.  Soit,  par  exemple,  ce  point  sitn^  en  O. .  Lt 
decomposition  de  la  force  P^\  ^le  et  oppose  k  la  r^sistma 
donn^e  P. ,  en  deux  forces,  Tune  A.  ruction  totale,  dans  k 
direction  HO^,  Tautre  Q,  ayant  la  direction  donnte  de  It 
force  mouvante,  determine  Tintensiti  de  cette  demifere. 

8*  Cm.  CoMlAet  en  €  et  A  »ppo«<«  mr  me  Astre  ttag«- 
■aie.  —  On  verra  de  m6me  que  le  point  de  concoors  dei 
forces  dfeign6es  par  P,  et  Q^  doit6tre,comme  O^,  daos  Tan- 
gle G,KA'  ou  dans  Topposi  au  sommet,  la  droite  RG,  6taot 
paranoic  en  sens  contraire  k  la  force  Q,  • 

La  dteomposition  de  la  force  P/  ^gale  et  opposfe  k  la  re- 
sistance donn^e  P, ,  en  deux  forces.  Tune  A,  reaction  totale, 
dans  la  direction  KG, ,  Tautre  Q,  ayant  la  direction  donn6e 
de  la  force  roouvante,  determine  Tintensit6  de  cette  demiere. 

Si  le  point  doun^  O  satisfoit  &  plus  d'unedes  trois  conditioDS 
qui  viennent  d'etre  expliqu^es,  la  force  mouvante  Q  qui  diter 
mine  le  glissement  est  la  moindre  qu'indiquent  les  diverses 
solutions  possibles. 

Si  au  contraire  le  point  O  ne  satisfait  k  aucune  des  condi' 
tions  des  trois  cas,  le  glissement  n*a  pas  lieu,  et  Tequilibre,  eo 
egard  au  frottement,  est  stable,  tant  que  les  forces  P  et  Q  odd* 
servent  leur  direction,  quelles  que  soient  leurs  intensites.  Get 
equilibre,  analogue  k  celui  d'un  corps  pesant  abandonn^  sur  an 
plan  dont  Tangle  k  Thorizon  est  moindre  que  Tangle  du  frattd' 
ment  correspondant  aux  matiires  en  contact,  s'qppelle  arc- 
boutemeni. 
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295.  Deax  UgM  ^iild^ea  eondvlfes  l*ime  par  ravtre.  — 

La  tige  CD  (fig.  66)  porte  une  coulisse  dans  laquelle  glisse 
Hbrement  un  bouton  adherent  h  la  seconde  tige  guid^e  AB, 
qui  se  meut  parallilement  au  plan  de  la  premi&re  et  de  sa  cou- 
lisse. Une  force  Q  mouvante  agit  sur  la  tige  AB  parall^iement 
k  ses  aretes  et  dans  le  sens  de  A  en  B;  son  bouton  presse  la 
coulisse  et  entratne,  dans  le  sens  de  G  en  D,  la  tige  CD  sou- 
noise  k  la  resistance  longitudinale  P.  Trouver  eu  ^gard  au 
rrottement  le  rapport  de  Q  h  P  dans  le  cas  du  mouvement 
uniforme. 

La  tige  AB  est  soumise  h  la  force  Q^  aux  composantes  N  et 
fN  de  la  reaction  de  la  coulisse  sur  le  bouton,  aux  composantes 
iv'  et  fN'y  N"  et  fJS"  des  reactions  des  appuis  A  el  B.  Ces 
forces  satisfont  aux  conditions  d'equilibre ;  raais  le  sens  d'ac- 
tion  des  forces  rf  et  N"  ^tant  douteux,  nous  devons  consi- 
d^rer  deux  bypothises. 

Premiere  hypothese.  Les  forces  iV'  et  iV"  agissent  comme 
rindique  la  figure,  et  poussent  la  tige  AB  du  m6me  cdt^  que 
la  force  /TV.  On  a  alors  les  Equations  de  projections  (voir  la 
figure  pour  la  d^ignation  des  angles) 

<?— iV(sinY  +  /'cos'r)— /'(iV'4-iV'^)  =  0,  [IJ 

/V(cosY— /'sinj)  — (J!V'  +  iV'')=0.  [2] 

La  seconde  Equation  suppose,  ce  qui  pourrait  ne  pas  £tre> 
que  les  reactions  N'  et  N"  des  appuis  A  et  B  ont  le  sens 
qu'indique  la  figure.  U  faut  que  pour  cela  cette  ^nation  soit 
possible  et  qu'on  ait 

cosf— /'sinY>  0, 


ou,  en  mettant  pour  f  son  expression    ,    et  multipliani 


sm  a 
3ttam  pour  /  son  expression 

parcos  a, 

*2 


cos(Y+a)>0,    done    Y+«<r 


sit 
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U  premiere  bypoth^se  ^ig^  dopd  q^^  cetto  cQQ4itioQ  loH 

I^'iquilibre  de  la  tiga  CPi  aoiupiw  ^  b  r^sUnce  f ,  m 
fproe«  N^  et  fif^  (^les  et  oppps^  ^  nf  ^t  /*^},  etanzi^ 
tioRs  n^*",  /iir",  /v«^  et  flf^  f)es  $ppwa  C  et  0,  doaoe  di 
in6me  deuv  ^natiops : 

iV.(slnP  — /'cosP)— /'(ir'*'  +  2V«')~J»=0,        (31 

Les  quatre  ^uations  ainsi  obtenues,  dans  lesqaelles  nous 
8uppo8ons  que  le  coefficient  du  frottement  f  est  le  mime  pir- 
tout,  ne  contiennent  qu'au  premier  degr4  ilnconDue  ^  et  les 
auxiliaires  if  ou  2V.,  iV'+iV"  et  iT'+KfK 

Lea  Equations  [1]  et  [S]  par  I'^Iimlnation  4e  N'+N"  donoent 

<?=iV(8inf(«-/»)  +  VaosT)t 
00,  |dtts  simplement,  si  Ton  remplace  f  par  •—  , 

jrsin(Y+i«) 
C06*a 

De  mtaie,  en  ^liidnant  iV"'+iV<*,  on  tire  des  %ittioDt  [3] 
etl4] 

COS*0( 

De  Ik  on  conclut 

g_8in(Y  +  2a) 
P~ttn  (&-»•)• 

formule  qui  pour  6tre  applicable  exige  que  I'onjait 


condition  k  ajouter  i  palle  quo  opqi  Avoiis  rtoonnuf  tout  k 
rbeure,  savoir : 

■r+.<=. 

Silefrottement^tiutnuletparcons^eDt  a=:0,  iaiormulf 

se  rMnirait  h 

Q  _Wy 

P      sin  P  ' 

ce  qui  s*accorde  avec  ce  qu'on  a  vu  en  Cinimatique  (1, 83) ,  cart 
dans  le  cas  oix  le  frot|ement  n'eKJsterait  pas,  les  travaux  en 
une  seconde  des  forces  Q  $i  P  seraient  ^aux  en  valeur  ab* 
solue,  et  si  Ton  appelait  v  et  v'  les  vitesses  des  deux  tiyes 
AB  et  CD,  on  aurail 

V  v' 

Qv  =  Pv'    et  par  conafauent    i-r-s-  =  -: — , 
^  *^         ^  ain  p      sin  If 

comme  il  est  trte-facile  de  le  verifier. 

Exemple.  /"sO^iO,  d'oii  a=z^'^,  Les  deux  conditions  de- 
viennent 

&>i2«    et    •r<8*'- 

Soient  par  exemple  0  =  -)f =60®.  On  trouve 

Q 

Si  le  frottement  6|ait  nul,  on  aurait  dans  ce  cas    p  =  <  •    On 

veil  ajqsi  quelle  eat  rinfluepce  du  frotteiuentt 

^euxihne  hypothhe.  Supposona  que  lea  r^ctioua  normals 
des  appuis  A  et  B  soieot  dans  le  sens  oppose  k  celui  qu'in^ 
diqqe  |a  figure, 

L'^uation  [1]  subsiste,  mais  T^UAtion  [S]  est  r#P9p)ac^  par 
celle-ci ; 
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qui  eidge,  poor  se  rtidiser,  la  condition 

fsin^ — C08Y>0    revenantk    T+*>r« 
Les  Equations  [1]  et  [2  bis]  donnent,  par  r^iimination  de 

C=iVsinY(«+^)=2villI  , 
ix       f  /        cos'a 

Les  Equations  [3]  et  [A]  subsistent  et  donnent,  cooune  on 
▼lent  de  le  voir, 

j,_/Vsin(fi-2a) 
cos*a 

On  a  done,  dans  ce  cas, 

Q sin  Y 

?~sin(P  — 2a)  ' 


sous  deux  conditions  qui  sont : 

Y+*>5    et    &>ia. 

Exemple.  a =6%  y=9^*  p  =  55';  par  suite  Tangle  dtf 
deux  tiges  35*. 

Sans  le  frottement  ce  rapport  serait    -: — ----  =  1,S3. 
^'^  sin  55* 

S!I4.  EBellqaetace  k  trouememt. — M .  Saladin ,  de  Mulhouse, 
est  i'inventeur  d*une  sorte  de  presse  employee  dans  les  fila- 
tures et  dont  Texplication  nous  sera  facile  quand  nous  auroDS 
r^solu  la  question  suivante,  qui  r^duit  le  m^canisme  dont  il 
s*agit  il  la  plus  graude  simplicity. 

Une  tige  prismatique  verticale  ABCD  (6g.  67)  est  appuy^ 
enC  centre  un  guide  fixe,  en  A  eten  B  centre  la  surface  iot^ 
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rienre  d'une  onverture  pratiqu^e  dans  upe  bride  EF^  sortede 
levier  articale  libremeot  sur  une  goupille  horizoDtale  et  fixe  O. 
L'exp^rieDce  prouve  que  si  I'axe  O  est  assez  ^loign^  de  la  tige 
et  si  la  bride  a  une  inclinaison  convenabley  son  poids,  d'ail- 
lears  faible»  sufiSt  pour  determiner  en  A^  B  et  G  sur  la  tige 
des  frottements  qui  remp6chent  de  descendre  quelle  que  soit 
la  charge  verticale  qui  Ty  soUicite.  Proposons-nous  de  sou- 
mettre  au  calcul  ce  genre  d'arc-boutcment  analogue  it  celui  du 
▼alet  de  menuisier. 

Soient  : 

a  la  distance  du  point  A  &  la  verticale  BG ; 
h  la  distance  de  A  au-dessous  de  Thorizontale  du  point  B; 
k  la  distance  BG; 

c  la  distance  de  Taxe  O  k  la  verticale  BG; 
k  la  distance  de  cet  axe  k  Thorizontale  de  B ; 
P  le  poids  et  la  charge  de  la  tige^  suivant  son  axe  de  figure; 
Q  le  poids  de  la  bride  £F,  k  la  distance  /  de  Taxe  O ; 
N,  /W,  N\  fJ9\  N"^  fN",  les  r&ctions  qui  s'exercent  sur 
la  tige  en  A,  B  et  G. 

Cherchons  quelle  serait  la  valeur  que  devrait  avoir  le  coefii- 
cient  dn  frottement  f  pour  que  la  tige  fftt  sur  le  point  de 
descendre  en  glissant  centre  les  appuis  A,  B  et  G. 

L'equilibre  de  la  tige  exige  alors  trois  Equations,  deux  de 
projections^  une  de  moments  : 

P—f{N+N'+N'^z=zO,  {i) 

N  —  JS'—N^^O,  .      (2) 

^Pa+Nb^N"h—af]y=0.  (3) 

Dans  cette  m^me  hypoth&se,  la  bride  EF  est  en  ^uilibre 
sons  Taction  de  son  poids  Q,  des  forces  iV, ,  fN^ ,  2V/,  fN^', 
^gales  et  conlraires  aux  forces  2V,  /"iV,  N\  fN',  et  enfin  de  la 
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MietioH  i%  la  gDlit>flM  flte.  £ti  pt«tianl  1^  tnomdnts  de  6es 
f6rcei  Adlottf  M  rAk6  de  la  gotipllto  M  et^fl^ig^adt  l€  moment 
trM-petil  dii  (hittdftMdt  de  aet  iii){>uj^  oil  a 

©l-^/f,(»-^*)^.if'.*^^lf,(•4•t)+/»r^c«<^i    {1} 

^ou^  ^liminer  lea  presaiws  inoonniies  itr,  /iTi  /¥''«  oa  tiia 
d^abord  des  troia  premiftrea  ^oatiasa 

nN=P,    4/'/y"=P,^,     V^'=P^l_y,      (5) 

et  par  auite  T^quattdn  (I]  devient 

rebtion  qui,  ai  Ton  coDDatt  le  moment  Ql,  biGhaifa  P  ettes 
distances  a,  h,  c^  A,  A,  fiut  connattre  la  valour  da  ooeSciant 
de  frottement  f  qui  mettrait  la  tigo  aur  le  point  do  deioeaAe, 
pour  peu  que  la  force  P  augment&t.  Si  eette  valour  esl  snpi- 
rieure  h  celle  que  comportent  la  nature,  le  poli  et  ronctuositi 
dea  eorpi  M  ooiitaiH>  il  fiiodra  en  ftbneltife  qtie  M  frDtteftieat 
eit  inauflBsatit  pout*  malMedir  rAtuilibre  tapp6^  et  (fuci  la  tig« 
doit  descendi^  av^c  tine  Vitesse  6roissant^.  Si  id  6oiltftirt  It 
valeor  de  f  ddntiM  par  eett«  tn^tne  «quatidn  [0]  dst  inMrieiire 
k  celle  qui  convient  aux  corps  M  eonUbt,  le  (totteffient  df 
rtellement  plus  grand  qu'il  ne  faut  pour  que  la  tige  soit  sur  le 
point  de  descendre,  et  soil  ^quilibfe  est  stable* 

Exemple.  Soient  les  distances  rftpporties  I  une  uniti  quel- 
conque  :  h=:i,  a  =  3,  c  =  3,  k=^,  A=a6;  quelles  que 
anient  les  quantity  Ql  dt  P,  U  fontidle  [6]  donne 

p6df  ItMOditkm  fi«oeMuM  du  glUMBent  de  lA  tige.  <k,  MlMflt 
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te§  ^f>driences  de  M.  A.  MoMti,  te  coefflciidtit  de  frottemfent 
f»0tlrl«$  silrtilced  m6Mlllt}ues  plsltles,  pdlies  ^t  (litme  I(ig6r^mdn{ 
oDctilcius^^  til  0,18;  it  aUi*ait  dDhcttii  ttidiiis  cette  yaleiir  poui* 
ded  torfaces  krrdtidie^  t]U1ndique  la  figure,  et  par  cobs^qil^fii 
te  glisseitienl  de  la  t)ge  n'aut'ail  pas  lied  en  descetldant,  qiielqtie 
gMkd^  qtte  mt  k  tUtge  P. 

Au  conirairfe,  )1  bst  bcile  dd  recotlnalife  qUe  le  frottDMtot 
ti'of^po^  qti'utig  ftlbte  t^sisiahce  k  TftteidnsiDti  de  la  tig«.  ll  suN 
fit  (jouf  d^la  de  chfltiger  dans  T^qUatidn  [6]  le  &igne  de  P  et 
MlUt  de  f.  Ainsi  J*"  dS^ighant  I'dxCfes  de  la  fbi'ce  iiadetidaiite 
tMf  le  {krids  de  la  tige  r^uflie  k  sa  charge,  d'll  y  eri  a  titter  oti  ik^ 
d&ns  te  bad  du  mouvettient  ascendant,  naissant  on  utliibfme, 

^r-^-K'«-T))-('+?)-»- 

j^ «igf 


M 


be 


Supposone  par  exemple    /=  c  +  r  >    en  conservant  les  va- 
leors  pr^(i£deht(!8  dd  I,  i,  t,  k  et  ft;  odusatirons 


P' 


oil  I'on  Yoit  que  P^  croi(  avec  le  coedicienl  f,  coinme  ceUdoft 
6trc,  oiaisqiren  attribuant  m^me  ^ceiui-ci  une  valeur  exti^iit6^, 

idU  qiili    fra  ^  i    on  troove  pour  li  rMatanee  dont  il  s'agit 
i  peu  t^r^s  4§gal6  au  poids  tre§-faibl6  de  la  bHd^  Eti*. 
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»  Presie  de  Af  .  Saladin.  L'application  des  faits  que  nous  venoos 
d*^tudier  k  la  presse  de  M.  Saladin  est  immMiate.  Une  tige  GH 
(fig.  68),  surmoDtte  d'un  plateau  et  guid^  en  I  et  R,  estem- 
brass^e  par  deux  brides  EF^  E'F',  dont  Tune  E'F'  est  arti- 
culde  k  une  goupille  fixe  F\  et  Tautre  EF  est  articuiee  trfes- 
librement  en  F  k  un  ievier  FM  qu'on  fait  osciller  k  la  main 
autour  d'un  boulon  fixe  L.  Quand  le  bras  LM  s'dl^ve^  la  bride 
EF  s'abaisse  en  glissant  avec  un  faible  frottement  le  long  de  k 
tige^  laquelle  resle  immobile,  ^tant  maintenue  par  la  bride  E'F'. 
Au  contraire,  quand  le  bras  LM  s'abaisse^  la  bride  EF  s'elive 
et  entratne  avec  elle  la  tige  qui  glisse  dans  la  bride  ElP'  avec 
un  faible  frottement,  de  sorte  que  la  resistance  it  Tascension  de 
la  tige  se  r^duit  approximativement  k  son  poids  et  k  la  rdactioo 
que  la  mati^re  press^e  exerce  sur  le  plateau. 
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29S.  ProiteMeat  des  tovriltoM  et  plvets.  -*  Pour  em- 
brasser  k  la  fois  le  cas  du  treuil  proprement  dit,  dont  Taxe  est 
horizontal,  et  celui  du  cabestan^  dont  Taxe  est  vertical,  soit 
(fig.  69)  un  arbre  solide  incline,  reposant  par  deux  tneriUon 
cylindriques  sur  deux  colliers  lat^raux  A',  A*^,  et  sur  le  foad 
d'une  crapaudine  B  dans  laquelle  le  tourillon  A"^  fonctionoe 
comme  pivot.  Get  arbre  porte  deux  roues  ou  deux  poulies, 
auxquelles  sont  appliqudes,  dans  des  plans  perpendiculaires  i 
I'axe,  la  force  r^sistante  P  k  la  distance  p  et  la  force  moo- 
vante  Q  k  la  distance  q  decetaxe. 

Le  systfeme  de  I'arbre  et  des  roues  a  son  centre  de  gravity  en 
C  dans  i'axe ;  son  poids  se  decompose  en  une  force  S  perpen- 
diculaire  a  Taxe  et  une  force  T  suivant  Taxe. 

Lcs  centres  de  figure  des  colliers  et  des  roues  ^tant  A',  A', 
H  et  K,  et  les  points  H,  €,  K  ^tant  dans  rinlenalle  A% 
soient  A'A''  =  a,  X'R  =  h'a,  A''H  =  it''«,  A'K=:*'a,  ATK 
=  k^a  ,  A'C  =  c'uy  A'C  =  c''a,  les  coeflScients  fractionnaires, 
h',  h\  A",  r,  e'  et  c%  satisfaisant  aux  ^galit^  k'+hT^i^ 


k+Ufz^i,  c'  +  €f=2i\  soient  r'  et  r^  les  rayons  des  deux 
tourillons.  On  suppose  les  forces  r,  s  et  P  donn^es,  et  Ton 
cherche  rintfsnsit^  de  la  force  mouvante  Q  dont  la  direction 
seulement  est  connue. 

Pour  ^tablir  la  relation  qui  existe  entre  les  forces  ci-dessus 
d&ign^es  dans  le  cas  du  mouvement  uniforme,  il  faut  consi- 
d^rer  qu'elles  sont  en  ^uilibre  avec  les  reactions  des  appuis. 

La  risultante  T'  des  composantes,  paralliles  h  Taxe,  des 
riactions  du  fond  B  de  la  crapaudine  est  £gale  k  T,  en  vertu 
d'one  des  Equations  de  projections,  et  Ton  pent  admellre,  k 
cause  de  la  figure  circulaire  de  ce  fond»  que  les  deux  forces  T' 
et  T  sont  directement  oppos6es. 

Quant  aux  reactions  des  appuis  A'  et  A^  sur  les  deux  tou- 
rilloQs,  elles  sont  dans  deux  plans  perpendiculaires  k  I'axe  et 
Dous  allons  les  obtenir  en  fonctions  des  forces  s,  P  et  Q. 
Pour  cela  nous  remarquons  que,  sans  detruire  Tequilibre  et 
saos  alt^rer  les  reactions  des  appuis,  on  pent  remplacer  les 
trois  forces  Sy  P  ei  Q  chacune  par  deux  forces  paralitica 
agissant  dans  les  deux  plans  men^s  par  les  milieux  A'  et  A'^ 
des  ooussinetSy  perpendiculairement  k  Taxe.  A  cet  eifet  on 
decompose  S  en  deux  forces  S^=^Scf  et  Sfz=:Sc\  dirig^es 
snivant  les  intersections  de  ces  deux  plans  et  d*un  plan  men& 
par  Taxe  et  par  la  direction  de  S.  De  ni£me  on  decompose  P 
en  deux  forces  P'^^PV  et  P^z=Ph\  suivant  les  intersec- 
tions des  deux  m^mes  plans  et  du  plan  men£  parallfelement  k 
Taxe  et  par  la  direction  de  P.  On  en  fait  autant  pour  Q  d^- 
compos^een  i^=Ql^  et  Q"  =  Qk!. 

On  a  ainsi  substitu^  aux  forces  r^elles  S,  P  et  Q,  six  forces 
^uivalentes^  savoir  :  les  trois  forces  S',  P'^  tf  dans  le  plan 
passant  par  le  milieu  A',  et  les  trois  forces  S",  P'\  if^  dans 
leplan  passant  par  le  milieu  A'';  et  c'est  aussi  dans  ces  deux 
plans  que  se  trouvent  la  reaction  totale  Bl  de  Tappui  A'  et  la 
ruction  totale  ja  de  Tappui  A''. 
Cela  pos^y  non-seulemeni  les  deux  groupes  de  forces  S^  P', 
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C^  H'  d*aiie  pfiH  el  sr,  F^,  <f,  jT  d'autre  part  dohrfcit 
Mre,  dans  leur  ensemble,  iquivulents  k  un  cottt^e  6gA  et  ooth 
trftire  A  eelui  des  ft^ottements  (jlii  s'^tercent  dans  le  plan  I; 
mais,  de  plus^  chacun  de  ces  groupes  doit  avoif  sa  rfeultante  di 
translation  nuiie,  de  sorte  que  la  risiiltante  des  forces  5*,  / 
et  Of  est  6gale,  parallfele  et  dd  sens  oppos^  k  la  ruction  (olale 
It',  et  de  m6me  la  r^sultante  de  ST,  P^  ei  if  est  igaJe  k  W, 
car  si  Tun  des  deux  groupes  ftVait  titl^  r^^ultante  unique,  it  ftui- 
drait  qu'il  en  fftt  de  mfime  de  I'anti-e;  et  Id  couple  que  fcrtfl^ 
raierit  ces  deux  r^sultantes,  ti'Maht  (ms  (terpendictilaire  k  t'ii^ 
de  rdiatlon,  ne  poufrait  pas  fiiire  ^quilib^e  k  celui  des  frolte- 
roents  du  fond  B  de  la  crapaudld3. 

Lei  forces  S  et  l»  itanl  couhues,  11  en  est  de  to^lftfe  d«  lears 
iquivalentes  S\  Sf*,  P  et  1^.  Soit  done  F'  la  rfeullantfilte 
fdrces  cdnnues  i'  et  S'  dadsun  plan,  rt  sdll  F*  celledesfcf- 
c^s  eodhues  i^  et  iT  dans  l^autr^  pidn.  D^iiprfes  ce  qcU  vttftt 
d'etre  dll,  t(  et  V  etant  respectivemeht  «gales  aux  r&aittriW 
des  autf^  forces  sitti^es  ddns  les  d^ux  mimes  plans,  ^  a 

ir=^J/i^'*4-<?**'»-^*i^^<^'c5os(F\(».         [il 

H"c3j/F"«+<?«A'»-4-«r"^*'eos(r^  t)  ?         ffl 

et  Ton  salt  (424)  que  chacune  de  cea  rtectlona  lolales^  «, «« 
decompose  en  une  force  normale    iV=:il  cos  «==—===  » 

une  force  tangentielle  ou  frottement  /'/Vzsll  sin  *= J7==i5*' 

Quant  atix  reactions  que  Tappui  B  exerce  sur  le  bout  dttjil- 
▼ot,  nous  vehons  de  dire  que  la  somme  et  la  risuHaiite  d^  lw» 
composantes  normales  est  ftgale  Ji  T  el  qo'elle  s'dtettJe  wlW* 
rate  de  rotation  du  treoll  k  canse  de  la  flgorc  clrcoWrc  d«  h 
surface  de  contact.  Nous  admellrons  que  la  presslon  tofale  f 
m  unifofmAment  ripartie  sur  cetW  surllace,  de  sorte  que  si  nous 
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Miigiimii  pkf  a  VUt^  tdtale  dU  eotitaal  et.  par  dii  tin  de  se^ 
AMlbtots,   -^  «8t  M  pn^iofl  ttofmale  pAt  titiitd  siipertlcietle^ 

el  -g  #«i    la  preMion  normals  Mipt>ortte  par  eet  il^mept.  L(! 

frottement  ^I^mentaire  correspondant  est  Z*-^  4<i> ,  et  sa  di- 
rection est  eontraitd  k  otlle  du  motivftmeiit  sur  le  point  de 
naltre,  par  con^tidnt  perpendiculaird  au  rayon  joignant  le 
centre  du  cercle  de  contact  h  r^l^ment  conaiddr^.  Toutea  lea 

T  " 

forces  616mentaires   f-^  dco  dispos^es  sym^triquement  autour 

de  ce  centre  sont  par  consequent  dquivalentes  k  un  couple  dont 

latnomniltim^iprim^paf  / /gMu   ou  /- /xdo),  somme 

qui  doit  s'^tendre  k  la  surface  enti&re  et  dans  laquelle  «  eal  In 

distance  de  T^liment  dco  au  centre.  La  partte  de  I  xdu>    qui 

appartiendrait  k  Unfe  t6ne  antiulaire  dont  Id  largeur  serait  dx, 
se  rMuirait  k  iioMjs ;  done  la  somme  enti&re  pour  un  eer« 
cle  de  rayon  p  est 

I   4iu:*4x,    ou    5^P'>    ou    -Qp; 

par  Suite  le  moment  du  couple  des  frottements  du  bout  de 
pivot  est 


g/^=2/^rp, 


L'obstacle  au  d^placement  longitudinal  de  Tarbre,  au  lieu 
d'agir  sur  VBtiHtaM  d*dd  pivot,  fierce  (juetqilfefols  Sa  pressidn 
tur  Vipautemeni  d'un  toarillon  (flg.  70).  Solent  p  et  p'  les 
nyons  del  drcouMrenees,  I'uotf  ett^rietire  ot  I'autrfe  int^rteUrd 

de  la  zone  cle  contact.  Q  ^tant  la  surface  ^(p''— p')  ®^  -g  1^ 
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pr6ssioD  par  unitd  superficielle,  la  somme  des  moments  des 
frottements  sur  T^paulement  reste  exprimte  par    fQi^^ 

f-^  j^juMx ,    qu'il  faut  intigrer  de  x=p'  k  jc=p.  On 


ou 

trouve  ainsi 


3^^u(pt-p'«)     ^"    F^       P  +  P'        ' 
formule  dont  le  calcul  peut  Atre  simplifid  en  posant 

=  Pi  ,  rayon  moyen^  et  p  —  p'  =  /,  largeur  de  la  zone ; 

z 

d'aprte  les  valeurs  de  p  et  de  p'  tiroes  de  ces  ^piations,  Tex- 
pression  ci-dessus  du  moment  total  des  frottements  de  Tepao- 
lement  devient 

et  difl%re,  comme  on  le  voit>  trte-peu,  dans  les  cas  ordinaires, 
de  fTp,. 

II  ne  nous  reste  plus,  pour  obtenir  la  relation  cherdi6e,  qa*k 
poser  r^quation  des  moments,  autour  de  Taxe  de  rotation,  de 
toutes  les  forces  qui  agissent  sur  le  treuil,  savoir,  en  d^^goant 

<?y-J^-^(llV  +  il^O-^j^**u>  =  0,       [3] 

dans  laquelle  A'  et  it'  doivent  6tre  rempiao^es  par  leurs 
expressions  [1]  et  [9],  qui  contiennent  i'inconnue  Q.  Si  Ton 
voulait  faire  disparaitre  les  radicaux,  on  serait  conduit  a  uoe 
Equation  du  quatrifeme  degr^  en  Q,  qu'on  ne  r^udrailque  par 
approximations  successives.  Mais  il  vaut  bien  mieux,  dans  les 
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i 
cu  d'ivalaation  num^rique,  appliqiier  imm^diatement  ce  pro-  I 

M6  aux  Equations  [1],  [2]  et  [3]  elles-mdmes.  On  remarque  | 

qDe»  va  la  petitesse  du  coefficient  f  et  des  rayons  r',  r^  et  p 
compares  h  q  ei  p,  le  produit  Qq  n'est  qu'un  pen  sup^rieur 
ii  Pp,  d'ob  Ton  conclut  une  valeur  approximative  de  Q;  en  la 
substituant  dans  les  expressions  [I]  et  [2]  de  b!  etdc  H^,  on 
obtient  num^riquement  leurs  valeurs  approximatives,  et  en  les 
iransportant  dans  T^quation  [3]  on  a,  avec  une  approximation 
g^D^ralement  suffisante,  la  valeur  de  Q.  Si  cependant  celle-ci 
diff(§rait  assez  de  la  premiere  hy pothdse  pour  alt^rer  notablement 
la  quantity  /*,  (HV  +  Mff^)  comparee  h  Pp,  on  s'en  servirait 
poor  obtenir  une  Evaluation  plus  exacte  de  cette  quantity  et, 
par  suite,  de  la  force  mouvante  Q. 

S96.  Cas  de  forees  pavall^les  ft  Taxe  da  Ur«ail»  hora  de 
ladlKetioB.  —  Si,  outre  les  forces  P  et  Q  perpendiculaires  it 
Taxcj  il  y  en  a  qui  lui  soient  parall^les,  soit  u  Tune  de  ces 
fofces,  et  u  sa  distance  k  I'axe  (fig.  71)^  on  pent,  sans  rien 
changer  aux  autres  forces  et  sans  alt^rer  I'^quilibre,  remplacer 
cette  force  par  une  force  Egale  suivant  Taxe,  et  par  un  couple. 
On  sait  qn'il  suffit  pour  cela  d'introduire  dans  le  syst^me  deux 
forces  U^  et  U^  ^ales  entre  elles  et  k  la  force  u^  et  agissant 
suivant  I'axe,  Tune  u^  dans  le  sens  de  u,  et  Tautre  r,  en  sens 
contraire,  puis  de  remplacer  le  couple  u,  u^  par  un  couple 
equivalent  v\  V"  situ6  dans  le  m6me  plan  et  appliquE  aux 
points  A'  et  A'^^  les  forces  Egales  U'  et  V  satisfaisant  k  la 
relation  V'azzz  Uu. 

En  reprenant  les  raisonnements  du  numero  pr^c^dent,  on 
voit  que  la  pression  longitudinale  supportee  par  le  plan  B  est 
T+u,  et  que  les  reactions  b!  et  tf  des  coussinets  des  tou- 
rillonssont^gales.  Tune  k  la  r^sultante  des  forces  S',  JP',  V  et 
e^,  Taulre  k  la  r&ultante  de  5^,  P^,  17"  et  <?^;  de  sorte  que 
si  I'on  convient  de  designer  par  F'  la  r^suUante  de  s',  P'  et 

U',  par  F*^  la  r&ultante  de  5^,  P^  et  u"^  et  par  T,  au  lieu 


^ 
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[1],  [2]  et  [3]  subsUtept  ol  86  pA^olv^Bt  de  U  mAine  pQi«tai» 


4irietion  de  Q  iunt  toojoqrt  donnto,  on  peat  avoir  k  dto- 
iBiaer  ton  IntentiM  poar  le  eis  ob  le  mouveinent  fttirait  lieo 
duns  le  sent  oontraire  k  celui  de  cette  force,  P  ttuA  tlon 
force  Diouvaote  et  Q  force  rteistante.  DAsignons  per  (,  h  ts- 
leur  de  Q  dtos  eette  bypothtee,  el  par  Ji'«  et  B!\  les  valeon 
oorreapondanles  de  If  et  de  A".  Les  equations  [I]  et  [^  sob- 
sisleot quand on  y change  <^,  Jl'  et  Jl*  en  Q^^  A',  et  Jl",,  et 
au  lieu  de  riqiiation  [3],  on  a 

Or,  dfin^  les  cas  les  p|i|s  ordinaires,  les  r^aotioiia  Jl^,  fit  I", 
ne  diffi^rept  pas  beaucoup  des  quaptit^  analoguea  9l  9li  9C, 
parce  qu'elies  dependent  pripoipalemeBt  des  forqea  F  M  I* 
notablement  plus  grapdes  que  Q.  II  s'epsuit  qpe  lea 
qui,  soit  dans  T^quation  [3],  sojt  daps  [3  Wi],  ont  pour  I 
le  coefficient  /;  expriment  ce  qu'oQ  pept  anHor  if  i 
des  frottepients.  D'aprfes  cela,  si  Ton  ^joute  les  deux  < 
on  obtient  approximativ^ipept  « 

r  «?  *-  Qi)f  =  1®  nrioment  des  Irotteipents . 

De  Ik  un  moyen  de  determiner  ce  moment  par  ^xp^rieoee, 
sans  connattre  ni  les  forces  P,  s,  7,  ni  lea  diverses  iitaait' 
sions  du  treuil,  ni  le  coefficient  de  frottement.  II  suffit  de  oqih 
stater  la  moindre  force  Q  n^cessaire,  avec  un  bras  de  tevier  ft 
pour  faire  toumer  le  treuii  dans  un  sens,  et  la  moindre  force 
Q^  nicessaire  pour  Tempteher  de  toumer  dans  le  sens  coo- 

traire,  puis  de  faire  le  produit    r  (Q  -—  0«)  f  • 
SS8.  Tmtmx  4ea  fareee  d«M  |e  if^iill,  ^  Si  Top  mf^ 


constant^  las  forces  quieotrent  dam  r^iiation  [3],  at  la  treuil 
an  iQOpveinenti  pa  iqoouvement  sara  uniforme ;  or  la  travail  pan- 
daqt  Pn  tamps  qpelcopqua  d'una  ibrea  constanie  appliquto  k 
an  corps  touroant,  ^tant  ^gal  au  momeot  de  cette  force  autour 
de  Taxe  de  rotation  multipK^  par  le  d^placemeut  angulaire  du 
solide  dans  le  mdme  teropSj  il  en  r^suite  qu'en  multipliant  tons 
les  termes  de  I'^quation  [3]  par  la  vitesse  angulaire  iv,  on  aura, 
pour  I'unit^  de  tenips^  le  travail  tnoteur  Qqw  ^al  au  travail 
resistant  principal  Ppw^  plus  au  travail  des  frotteroents. 

On  voit  de  quelle  importance  il  e^t)  ppur  ^copomiser  le  tra- 
vail moteur,  de  r^duire  autant  qu1l  est  possible  les  rayons  r', 
r"  et  p,  et  de  lubriQer  soigneusemeqt  les  surfaces  glissaqtas. 
Qqapt  aux  rayons,  dem  considerations  serveqt  h  les  d^ternoinar  i 
d'une  part,  il  faut  que  las  tourjHons  soiept  as^e^  gros  pour 
raster  aux  pressions  latdrales  qu'ils  subissent,  et,  d'autre  part, 
il  font  que  lea  aurfacas  de  contact  soiant  aasas  grandes  pour  que 
la  pression  ip^  ynitd  da  surface  q'ej^pul^  pas  QpUipietement  le 
corps  gras  interpose. 

929.  Cas  parttevUer  i  forces  pmrall^les  esire  les  appvls. 

—  Supposons  que>  Tai^e  du  trauil  itant  l|oirizontal>  les  forces  P 
et  Q  soient  verlicale^  comme  S  qqi  deviapt  le  pQids« 

La  composante  longitudinale  T  disparait.  En  conservant  les 
notations  du  nnm^ro  225^  et  en  supposant  que  les  points  H,  G 
et  K  soient  dans  rin(a?valla  das  appuia  X'  et  A'',  on  a  encore 

S'=Sc',  Sf=Sc',  V:=:iPh\  P^=Ph\  Qf^rzqkT  et  i^^Qk; 

mais,  ces  forces  ^tant  parall^Ies^  les  expressions  de  B!  et  tf 
deviennent  plus  simples,  savoir  : 

PfzizSc'  +  PK  -^QK', 

Qttyanpaot  quoi  Filiation  [3]  qui  sart  ^  d^tarmioer  Q  ••t  du 
pramiardagr^, 
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Si,  en  outre  des  hypotheses  pr^cMentes,  on  admet  qne  les 
rayons  r'  et  r^  soient  ^gaux,  en  remarquant  les  ^lik 
c'-^-c"= A'+  *"  =  *'  +  ifc"  =  i,  on  a  plus  simplement  encore 

formule  ind^pendante  de  la  distance  a  et  de  ses  subdivisions 
aux  points  H,  €  et  R. 

S30.  Treaii  en  ^rte«li«f«ttx.  —  Conservons^  pour  simpli- 
fier,  les  hypotheses  pr^c^dentes  du  treuil  horizontal  et  des 
forces  P  et  <^  verticaies ;  mais  supposons  que  Tune  de  oes 
forces.  P,  par  exemple,  agisse  au  dehors  de  rintervalle  des 
touriilons  A' A"  (fig.  72).  Soient  toujours 

A'A'  =  a,     X'B  =  h'a,     X"R=zk"a,     A'K=*'«, 
A^KzziFa,     A'C  =  c'a    A"C  =  c'«, 

on  en  d&luit,  comme  precedemment, 

puis 

Jfsc'S  — A"P  +  it"<?, 


et 


Qi,^Pp—f,{RV  +  Brf^  =  0, 


Ces  trois  Equations  sont  tr^s-faciles  k  r^soudre. 

Mais  il  importe  de  remarquer  que  les  termes  f^Ry  et  f^lBTf^ 
devant  etre  essentiellement  n^galifs,  puisque  le  frottement  des 
touriilons  s'exerce  toujours  en  sens  contraire  du  mouveineDt 
du  treuily  soit  qu'ils  touchent  la  partie  inf^rieure  (ce  qui  est  ie 
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cas  ordinaire)^  ou  la  partie  sup^rieure  des  coussinets,  on  pe 

devra  mettre  dans  la  derni^re  Equation  que  la  valeur  absolue 

de  If;  or,  comme  la  valeur  de  Q,  en  g^n^ral,  di£F%r6  peu  de 

Pp 

~ ,    il  sera  facile,  dans  chaque  application,  de  s'assurer 

d'avance  si  I'expression  de  It'  doit  6tre  prise  telle  qu'elle  est 
^rite  ci-dessuSf  ou  avec  des  signes  contraires,  pour  qu*en  d^fi- 
nitive  elle  reste  positive. 

Dans  tous  les  cas  oil  les  dispositions  du  treuil  en  porte-k-faux 
seraient  moins  simples  que  celles  que  nous  venons  de  prendre 
pour  example^  soil  que  les  forces  ne  fussent  pas  parall^les,  soit 
qu'il  y  en  edt  plus  d'une  en  dehors  de  Tintervalle  des  appuis, 
on  proc^derait  d'une  mani^re  analogue,  en  r^duisant  toujours 
les  forces  ind^pendantes  des  appuis  k  une  foree  dirig^e  suivant 
Taxe,  et  h  deux  groupes  de  forces  situ^es  dans  deux  plans  pas- 
sant par  les  milieux  des  coussinets  lat^raux,  et  perpendiculaires 
il'axe. 

851.  Cooteavx  Meiliaats.  —  Lorsqu'un  corps  assujetti  k 
toomer  autour  d'un  axe  g^om^trique  fixe  O  ne  doit  n^anmoins 
bire,  autour  de  eel  axe,  que  de  petites  oscillations^  si  la  resul- 
tante  des  forces  independantes  des  appuis  est  toujours  k  peu 
pres  verticale,  on  pent  r^duire  considerablement  le  rayon  r  de 
la  partie  frottante  du  tourillon,  en  faisant  sa  dimension  verticale 
bien  plus  grande  que  le  double  de  ce  rayon  (fig.  73)^  afin  de 
satisfaire  k  la  condition  de  resistance  k  la  rupture.  Le  fond  du 
coussinet  ayant  le  m6me  rayon  r,  la  th^orie  pr^cedente  sub- 
siste  et  le  moment  du  frottement  d'un  tourillon  reste  exprim^ 
par  f^Rr,  Hais  si,  comme,  par  exemple^  dans  les  balances^  la 
condition  de  rotation  autour  d'un  axe  fixe  n'est  pas  rigoureuse, 
on  donne  au  creux  du  coussinet  un  rayon  beaucoup  plus  grand 
on  mdme  on  le  fait  plan,  de  mani^re  que  le  tourillon  et  son  ar- 
bre,  an  lieu  de  toumer  simplement,  roulent  sur  I'appui  et  ont 
par  consequent  dans  leurs  petites  oscillations  un  mouvement 

sa 
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^picloldal  qui)  k  cause  de  sa  faible  amplitude,  difffere  trfis-poa 
d'une  rotation.  La  rMstanoe,  qui  dans  les  caa  pr^cMents  Atatt 
due  au  rrottement,  se  trouve  lei  remplacit  par  une  rtsialanoa 
au  roulement  et  deviant  pratiquement  insensible,  si  lea  corps 
en  contact  sont  tr^-durs  et  polis. 

rAOfTBMillT  018  iOUfOKS  DE  MllltfStLtt  OO  PU  feXCBHfEIQOCS 
COHTBB  LBOM  COUS8I1BT8  00  ■itfMl. 

SSil.  Ma^naiMa  ««r  «•  a«|«t.  -^  Uo  atbre  h  maniTeiles 
peut  Aire  considird  comme  un  treuil  auquel  a'appliqoe  k  m^ 
tbode  pr^oMemment  aipoa^e,  avec  catte  seule  diflKreooe  qua 
quelques-unea  des  forces  qui  le  sollicitent  agiasent  par  rioler- 
niMiaire  de  bielles.  La  question  d'^uHlbre  d*uit  tel  ayafime, 
eu  Agard  au  frottement^  n'offirirait  pas  de  difflcuKA  (htorique. 
II  ne  a'agirait  que  dintroduire  dana  lea  oaleula  lea  aetioaa  ma- 
tuelles  des  surfaces  en  contact,  en  se  rappelant  qu'k  I'inatanl 
oil  le  mouvement  est  sur  le  point  de  nattre,  les  forces  recues 
par  Tun  das  eorps  de  la  part  de  celui  qui  le  tonebe  ae  dteompo- 
sent  en  une  force  normale  Pf  et  en  une  force  tangentieile  fN, 
le  aens  de  celle*cl  ^tant  oppose  k  celui  du  mouvement  da  pre* 
mier  corps  relativement  au  second.  On  torirail  lea  conditiona 
d'^uilibre  de  cbaque  piice  du  systdme^  pala  on  tilmhierait  lea 
preasions  inconnues. 

SS5.  Travail  dm  ffirotte«Mat  deal  II  a'darlt.  ^  Nooa  Dooi 
bornons  k  considirer  le  frottement  d'un  boutoo  de  manifelle« 
sous  le  rapport  do  travail  rfoiatant  qu*il  produit.  En  gte^rali 
quand  deux  corps  sont  en  contact  et  se  meuvent  tons  deiUi  ed 
glissant  ou  ronlant  Tun  sur  I'autre,  le  travail  total  qui  tMHb  de 
leurs  actions  mutuelles  ne  depend  (18)  qtfe  de  leura  Intandtis 
et  du  mouvement  rektif  des  deux  corps ;  d'od  il  auil  que  si  Ted 
rMuit  Tun  des  deux  au  repoa,  en  modifiant  le  mouveoieot  ab^ 
solu  de  Tautre^  de  maniireque  le  mouvemedl  reldtif  ne  leM  pds 
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otumgA,  et  ri  ies  actions  r^ciproques  restent  Ite  ttaAtne^,  Id 
travail  dft  k  ces  actions  ne  sera  pas  Biiiri. 

Soieot  O  (&g.  74)  Taxe  fli«i  de  I'arbre,  A  un  point  de  I'aie 
do  boalon  mobile  et  dterlvant  ud  cercle  6ti  un  arc  de  cercle 
autoor  de  O;  A^,  A, »  A^,...  des  positions  successives  d^ 
l*axe  A  du  booton;  A,B, ,  A^B^ ,  A^B, ,...  Ies  directions  cor- 
respondaniM  de  la  bielle;  P^,  P^,  i^.,...  Ies  forces  que  la 
Uelle  eiento  alors  sttr  to  boiiton.'  Tratisportotii  le  rayon  0A« 
ea  •»  (Bg.  75),  puis  par  le  point  a  menons  ab^,  ab^,  M,,... 
biaant  atec  AO  des  angles  b^aa,  b,ab,  b,ii«,...  igant  aux 
angles  feo^o^y  B,A|0»  B.a^o^...  et  tra^^ns  autour  de  a  ud 
oeraie  reprtsentant  celui  du  bouton  de  la  manivelle.  Si  noas 
sapposons  qu*une  bielle  prenne  successivement  Ies  directiotls 
ai^,  ab|,  Ab^,...  en  exercant  Ies  forces  P^,  P^y  J*....  sur 
an  anneaa  embirassant  ce  cercle^  le  triivail  du  froitemeut  sera 
prteisiment  celui  qu'il  s^agit  de  ealculer. 

Or,  Fintensit^  du  frottement  k  chaque  position  de  la  bielle 
sit  f^P;  le  chemin  d^crit  par  to  point  d'applicatiotl  de  cette 
foree  rteistante  se  compose  d'Al^ments  rigaux  k  ceux  de  Tare 
b,b,b,...;  d'od  il  suit  qu'on  obtieddrait  le  t^avail  duportant 
sur  un  axe  rectiligne  des  abscisses  Ies  longueurs  b^b. ,  b^b.,... 
pais  Ies  forces  f^P^,  fj^^ ,  /.P, ,...  en  ordonntes,  et  enfin  en 
eakulant  Talre  de  la  courbe  iiinsi  codstruite. 

Dams  le  cas  partieulier  oh  la  bielle  resterait  paralttito  k  wnt 
droite  fixe  et  exe^cerait  une  pression  constante  P,  il  est  facito 
de  voir  qu6  le  travail  est  proportionnel  au  d^placement  angu- 
laire  de  la  manivelle,  et  que  pour  une  revolution  enti&re  de 
seUe-oi  il  est  exprimd  par  Sit^rP.  11  importe  done  de  ne  pa^ 
aogmenter  au  del&  du  besoin  le  rayon  r  du  bouton^  et  de  ne 
pas  employer  Ies  excentriquea^  pour  exercer  de  grandes  forces. 

I  TOtBILLONS  A  KOOLBtTli. 

I        154.  Bfei  de  eeiie  aispoaltioii.  —  Le  tourillon  A  (fig.  76), 
poilant  une  charge  P,  repose  et  roule  sans  glistemeiit  siir  deux 
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roulettes  B,  tf  qui  touroent  en  glissant  par  leiirs  toariUons  C 
et  €'  sur  deux  paKers  fixes. 

Un  premier  aper^u  suffit  pour  comprendre  que  cette  dispo- 
sition reduit  consid^rablement  I'infiuence  da  frottement  :  les 
tourillons  et  les  roulettes  ^tant  pariaitemenl  cylindriques,  polu 
et  durs,  la  resistance  au  roulenoent  du  tourillon  A  sur  les  roo- 
lettes  est  extrdmement  faible,  et  les  deux  touriUcms  C  et  C, 
moins  charges  que  A,  peuftot  avoir  un  diamfetre  plus  petit  et 
tournent  moins  vile;  de  \k  un  moindre  travail  du  frottement. 
Pour  soumettre,  au  moins  approximativement^  ces  considera- 
tions au  calculf  bornons-nous  k  traitor  un  cas  tr^s-simple : 
supposons  que  la  direction  de  la  charge  P,  passant  par  le  cen- 
tre A,  k  ^gale  distance  des  plans  moyens  des  deux  roulettes, 
divise  Tangle  CAC  en  deux  parties  ^les,  et  qu'on  demande 
quelle  est  la  valeur  du  couple  Qq  qui^  agissanten  outre  sorle 
corps  principal,  serait  sur  le  point  de  le  faire  toumer  antoor 
de  Taxe  A. 

Si  le  couple  Qq  n^agissait  pas,  les  roulettes  recevraient  et 
exerceraient,  aux  points  D  et  B\  chacune  une  pression  nor- 
male  N,  et  en  appelant  2y  Tangle  GAG',  on  aurait 

P=2iV  COSY  [*] 

Le  couple  fait  nattre  de  la  part  des  roulettes  deux  reactions 
tangontielles  tr&s-petites  et  sensiblement  ^ales  que  noos  ddsi- 
gnons  par  f ;  de  plus  il  deplace  tant  soit  peu  les  reactions  nor- 
males  k  uoe  certaine  distance  des  points  D  et  D'  du  c6t^  da 
roulement  naissant ;  mais  cette  distance  est  tellement  petite 
que  nous  pouvons  la  n^liger  et  poser  trte-approximativemeot 
I'^uation  des  moments 

en  appelant  r  le  rayon  du  tourillon  A.  Ajoutons  qu'i  h  ri- 
gueur,  le  couple  altfere  non-seulement  la  situation  des  riactioos 
normales,  mais  qu'il  modifie  aussi  leur  intensity.  Pourtant  cette 


TOmULLOHS  A   lOOURTBS.  344 

modification  est  si  peu  sensible,  va  la  faiblesse  du  couple,  que 
Dous  pouvons  consid^rer  comme  subsistant  la  valeur  f9  deter- 
minee  par  I'^quation  [1]. 

Haintenant  posons  les  conditions  de  T^quilibre  de  la  roulette 
B.  Elle  re^oit  une  pression  totale  li  exerc^e  par  le  tourillon  A, 
etr&uitanted'une  force  normale  N  suivant  DE  etd'une  force 
tangentielle  a  sa  circonf^rence,  ^gale  et  oppos^e  k  la  force  f ; 
on  a  done  la  relation 

JR«  =  <p«  +  /V=i,  [3] 

et,  a  cause  de  P^quilibre,  attendu  que  nous  nigligeons  le  poids 
propre  de  la  roulette  et  de  ses  tourillons^  cette  r^ultante  it  est 
igale  et  oppos^e  k  la  reaction  totale  des  coussinets  qui  suppor- 
tent  la  roulette  B,  et  par  consequent  leur  reaction  tangentielle 
est  f^R,  et  Ton  a  T^uation  des  moments 

eo  appelant  a  le  rayon  de  la  roulette  et  p  celui  de  son  tourillon. 
Les  quatre  &iuatioos  pr^^dentes  renferment  la  solution  du 
probl^me,  Tinconnue  priucipale  6tant  le  moment  Qq,  et  les 
incounues  auxiliaires  les  forces  N,  9,  A.  Pour  obtenir  cette 
solution  approximativement,  mais  trte-siraplement^  remarquons 
que,  d'aprte  [4],  7  est  tr^petite  comparativement  k  B,  et 
que  par  consequent,  d'aprte  [3],  R  est  s6nsiblement  ^gale  k  N, 
et  qu'ainsi  Tequation  [4]  devient  approzimativement 

done,  en  substituant  les  valeurs  de  9  et  de  iV  tirdes  de  [2]  et 
de  [i],  on  obtient 

<?qr  =  ^Fr-^— ^,  [5] 

^      '  *      a  cos  Y 

tandis  que  si  le  tourillon  A  toumait  sur  un  ooussini9t  fixe,  on 
aonit 
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Le  mom^Qt  Qf  du  eoople  inol«iir  sera  done  moindre  k  »•* 
sure  que  le  rayon  a  des  roulettes  sera  plus  grand,  par  rappart 
au  rayon  p  de  leurs  tourillons,  et  que  I'aogle  ^  sera  plus  patil; 
la  Bgure  montre  que  cet  angle  pent  itre  r^uit  k  enviroa  W. 

Enora.  •£  s  04 ;    Y  =  30*;    £ — i— =sO,fl5. 
tf  a  cos  Y 

RBMiaQuis.  —  I.  Au  lieu  de  deux  roulettes  on  peut  en  em- 
ployer trois  (fig.  77),  dont  Tune  B  supporte  k  peu  prte  toute  la 
ftbarge  Pf  etlei^deuxautres  B'  et  ff  serveatoommedesguidai 
k  mnintenir  la  position  presque  invariable  de  I'uxe  du  toorilkNi  4. 
Dans  ce  caS|  la  formule  [8]  se  rMuit  approximativement  )i 


«»=?AI^ 


a 


II.  Si  le  tourillon  A  ne  fait  que  des  oscillations  de  pea 
d>mplitu4#ff  las  roulettes  peuveat  ae  rMuira  k  da  sinpiasiaap 
taurs,  f^ireulaires,  el  leurs  tourillons  racevoir  la  ferma  da  ooa- 
^^1^  afip  de  diminuer  le  rayon  p.  Si  Ton  emploie  trail  fica> 
t^urs,  If^  (leu^  lat^us  ae  tonehaal  qu'aitapaativaaiaat  le 
tOMrillon  A,  o^  le«  lie  entre  aux  fa^r  un  baiaaaiar  (fig.  7t)  at 
deuf  hielle§|  ^Sn  qua  larsqufi  Tua  desaand,  T^utia  aaaioala. 
Ce  mQ4<)  da  suspension  est  aalui  d'uaa  oloaha  de  la  eatUdMb 
de  Hetz. 

UK  L'emploi  de  cet  appareil  suppose  que  les  roulettes  res- 
tent  exactement  cylindriquesy  c'est-k-dire  que  la  pression  f 
^'^1^  W  ^t*^*  grande  pour  y  produire  aae  d^forasalioa  | 
nente,  qui  les  empdcherait  de  tourner. 

fit  A  riLSft  QVlSftil. 


MS.  via  MoMle  teu  wa  «ero«  l|xa,  awafiveaalaf  latiralm 

—  On  suppose  que  r&;rou  (fig.  79)  soit  immobile  et  que  la  ris, 
outre  les  rtections  de  T^aim,  reaahre  Taction  de  trois  fi>rees  - 
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Tunc  P  dirig^e  auivant  Taxe  8Qp|k»i  vertioal,  etlea  dtuxau- 
traa  Q  rormaot  qn  couple  dont  la  moineal  eat  Q^  et  doDt  le 
plan  est  perpendiculaire  k  cet  axe.  II  resulte  de  cette  hypothtee 
que  la  vis,  n'^tant  pas  sollicit^e  k  se  d^placer  trausversalenoenty 
ne  re^it  de  I'ferou  aucune  pression  lat^rale.  On  eherebe  la 
relation  entre  <^,  P  et  les  dimensions  de  la  vis^  lorsque  Tdqui- 
libra  eat  aur  le  point  d'Atre  rompu. 
Trois  oas  diatincta  peuvent  avoir  lieu. 

i**  Cas.  Les  forees  Q  tendeBt  h  faire  moBter  1ft  ▼is* 
saiffi^  im  i^alstaBcfl  P.  —  Nous  consid6rons  les  surfaces  h^- 
licoides  en  contact  comtne  rMuites  k  une  petite  largeur^  et 
nous  appelons  r  leur  distance  moyenne  k  Taxe  de  la  vis.  Soit 
If  la  eompoaante  normale  de  la  rteotion  exero^e  aur  la  via  par 
no  titoient  de  la  sQrface  baliooide  de  T^crou;  fl^  est  la  oom«- 
posaote  tangentielle  de  cette  m^me  reaction  elimentaire»  dans 
le  sens  oppose  au  mouvement  naissant  de  la  vis.  £crivons  les 
deu<  Equations  d*^quiiibi*e  ci-apr6s,  ^tendtfes  k  Tensemble  des 
rfectiotis,  en  appelant  {  Tangle  de  rh^lice  itioyenn^  avec  Tbo- 
riion,  et  Jl  le  pas  de  la  vis,  de  sorte  qu'oo  a  &  =  9icr  tang  {  : 

Projections  sur  Taxe  : 

SiVcos » —  Z/'iV  sin  •  —  P  ==  0; 
Momenta  autour  de  Taxe  : 

<Jjr — Sr/V  sin  f  —  Zrfli  cos  i  =^  0 , 

Sifac .  ^ ^  .    ■    etpafaotte    ^naPi^iSSitllL;  [I] 

cos  i  —  /sin »       *^  "^1  — /^tang  f '  ^  ^ 

taodls  qae  aans  frottement  on  anrait  (en  faisant  /=0}, 

fS^ts:tang<  =  ;j—    eu  bi^n    Sfiar — ; 
Pr  2icr  P      Jwy 
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c'est  la  formole  ordinaire  des  traits  ^^mentaires  de  statique, 
qu'on  obtienl  immMiatement  par  ie  thforfeme  des  travaox 
virluels. 

ExEKPU.  /=0,i2;  taDgt=0,04.  On  a  Q9=0,1608IV, 
au  lieu  de  Qqz=0,OAPr  sans  frottement. 

c«BdittaB  d'ttpawtbiMt^.  —  Le  mouvement  suppose  de- 
viendrait  impossible,  quelque  grand  que  fftt  ie  moment  Qq,  si 
le  dtoominateur  de  la  formule  [1]  devenait  n6gatif,  c'esl4-dire 
si  Ton  avail 

tongt>-, 

condition  du  reste  trte-pen  ordinaire,  puisque  mtoie  en  sop- 
posant  k  f  une  assez  grande  valeur,  comme  0,34,  il  fiiodrait 
que  tang  i  ffiit  sup^rieure  \  3. 


S*  Cm.  L«  feree  P  eirt  bw  le  poUif  de  fklre  deeeeaire  U 
▼Is  ■uUlc'*  ^  i^rtf  aee  des  fforees  (^.  —  En  conservant  ies 
notations  prte^dentes^  il  suffit,  dans  la  formule  [1],  de  chaoger 
le  signe  de  fy  k  cause  du  changement  de  sens  du  mouvement 
naissant.  On  trouve  done 

^    tangi— /  ' 

d'oii  il  suit  que  la  vis  n*ob6ira  k  la  force  P  qu^autant  mi  aort 
tangt>/'.  C'est  sur  cette  propri^t^  qu'est  fond^  Tusagedes 
vis  de  pressum.  Cest  aussi  de  Texistence  du  frottement  qae 
r^ulte  Tefficacitd  du  contre-ecrou  qui  assure  i'invariabiliti  de 
Tassemblage  d'une  vis  et  de  son  terou  principal,  et  qui  joae  im 
r61e  analogue  k  celui  du  coin  dans  certains  assemblages  k  teaoD 
et  mortaise. 

S*  Cm.  Lea  foveee  <^  el  P  sob!   tomtee    Ies  tveie  ■••' 

—  Lorsque  tang  i  est  moindre  que  f,  ce  qui  est  tris- 
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ordinaire^  on  peut  demander  quelle  sera  la  valeur  du  moment 
du  couple  agissant  dans  le  sens  de  la  descente,  pour  que  la  vis 
soiisur  le  point  de  descendre  sous  Taction  simultanee  du  poids 
P.  II  suffit  alors  de  changer  k  la  fois  le  slgne  de  Qq  et  celui 
de  f  dans  TAquation  [1]  qui  devient 

^        «„  /—tang  I 
"^^  l+/lang.- 

'irmrmax,  dm  fovMs.  —  Les  forces  P  et  Q  satisfaisant,  dans 
le  premier  cas^  k  T^quation  [i],  si  la  vis>  par  des  causes  ant6- 
rieures,  a  acquis  une  vitesse  initiale,  elle  la  conserve^  et  Ton 
pent  chercher  le  rapport  des  travaux  des  forces  suppos^es 
constantes  pendant  ce  mouvement  uniforme.  Or,  pendant  une 
revolution  enti^re  de  la  vis^  le  travail  des  forces  Q  est 
^qQy  et  le  travail  de  la  resistance  P  est  en  valeur  absolue 
PA=  ^:Kr  tang  iP.  Ainsi,  pour  un  temps  quelconque  on  a^  en 
valeurs  absolues,  k  cause  de  la  relation  [i], 

^g^     09     --     *    (^^^e*+f]—^         /-(i+tang'O      ^ 
6P     Prtang*     tang »\i— /"tang  1/  tang»(4— /'tangi)  ' 

c'est  ce  qu'on  obtiendrait  k  I'aide  de  la  seule  equation  [1]  en 
remarquant  que  le  rapport  des  travaux  dont  il  s'agit  est  ^gal  au 
rapport  des  forces  Q  et  P  multipli^  par  un  nombre  constant, 
qo'on  determine  par  la  condition  que  le  rapport  des  travaux 
devient  Tunit^  quand  on  fait  f=  0.  Ainsi  Ton  a 

S60         O         r    tangf  +  /  .  r 

— ^  =  n^  =  n--;    \^     '.    et    4=»-tang», 

d'oii  en  ^liminant  n  on  conclut  T^quation  [2J. 

Le  travail  dil  au  frottement  est  done  au  travail  de  P,  c'est- 
i^-dire  k  Peffet  utile,  dans  le  rapport  exprim^  par 

/-(i+tangaj) 
tangi— /tang^f' 


[2] 
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et  qui^  dans  les  cas  ordioaires  oii  tang  i  esl  on  petit  novbrei  si 
rMnit  apprexiraafivement  k 

EuiPLt.  /=0,44;    tang  £=0,04;    26<?  =  4,026^, 

Rbhabqdb.  —  Le  rapport  dii  travail  moteur  au  travail  rMs- 
tant  peut  ^tre  considerablementdimiDdd  en  augmentant  I'incE- 
naison  L  Si  par  exemple  on  fait  fang  £=0,9  en  iaissant 
fszO,i%^  on  trouve  qua  le  rapport  des  travaux  defient  4,17, 
de  aorte  que  la  parte  doe  au  firottement  n'est  plus  que  les  0,37 
du  travail  rMstant  on  de  PeflSat  utile.  Hals  alors  le  moment  ff 
du  eouple  moteur  n'est  plus  petit,  relativement  au  prodoit  iV, 
at  Ton  perd  Tavantage  qu*on  recherobe  ordinaipeaent  dins  la 
vis,  ear  on  a  dans  cette  hypotbtee  Qf  =  1,148  jP»»,  an  lieo  da 
Of  s=3  0,1808  Pr  correspondent  k  tang  t  ts  O4O4. 


2136.  Vis  aiebUe  iIm«  mm  Mpm  toe*  et  aawiatae  ^  4si 
foreee  qveleoaqves.  —  Dans  Tarticle  prudent,  on  a  suppose 
la  vis  sollicitte  seulement  par  une  force  sujvant  Taxe  ^t  par  on 
couple  perpendiculaire  k  cet  axe.  Dans  toute  autre  bypothise 
il  y  aurait  k  consid^rer  d*autres  frottements,  soit  contre  la  sur- 
fiice  cyliodrique  de  T^crou,  soit  centre  d'autres  guides  de  Ui 
Vis,  soit  contra  Uu  corps  press^  par  une  eitreinit6  de  la  Vis« 
La  question  se  fr^ltefdit  alors  d'une  mani^re  analogue  I  la 
marche  suivie  dans  T^tude  de  T^quiiijire  du  treuil. 

S37.  £erev  tovntant  smp  ^ae  vis  ^m  tnuisl«tiei|  mm  I'Ib- 
▼erM.  —  Lorsque,  par  exemple,  une  visi  est  employee  k  soulever 
une  charge,  au  lieu  de  faire  tourner  la  vis  dans  un  ^crou  fixe, 
souvent  on  fait  toopner  T^crou  appuy^  ear  nn  eorps  Sxe  qua  h 
vis  traverse  libpement.  L'Aoroo,  qni  ainri  ne  pant  deaeendre, 
oblige  la  vis  da  s*dlevep,  par«e  <|a%lle  M  peut  toarie^  avae  ltd. 
Dans  ce  cas,  en  outre  du  frottefnent  mutuel  de  Vicron  et  de  la 
vis,  il  y  a  it  considirer  eeliit  de  Iricnn  sur  son  support.  La 


question  (te  r^uilibre  d*uQ  tsl  syst&me  so  troilemit  iwfii  cliM- 
culte,  ep  posaot  sipar^meot  les  condilions  de  Tiquilibre,  d'abord 
de  rterouj  pqis  de  la  vis,  eu  ^ard  aux  reactions  de  ses  guides, 
ti  en  ^liiqinaiH  ensnite  les  forces  mutuelles  6t  les  reactions 
des  appuis, 

Si  la  vis  f oi^rnait  sans  d^plapement  iongitudiual  daos  un  ierou 
assujeiti  p^r  4^s  guides  ji  uue  simple  translation,  la  manihe  h 
suivre  serait  encore  la  m^nie. 

ftOVLIllKNT  Hi'VV  CTURVIB  80R  DV  PUI* 

t88.  Battlement  villfdrme  snr  nit  plan  horlyonCal.  —  Soit 
(fig.  80)  un  cyllndre  dont  le  rayon  est  CA,  dont  le  centre  do 
gravity  G  est  dans  Taxe  et  dont  le  poids  est  P,  roulant  d'un 
mottvement  tmiforme  snr  un  plan  horizontal  BB;  il  est  h  cet 
eftt  solliciM  par  une  foree  horizontale  constante  Q  qu'on  sup- 
pose appliqaee  k  un  cordon  enroul^  sur  un  cyllndre  concen- 
triqne  au  premier. 

Qaelles  sont  les  conditions  et  les  consequences  de  ce  n^pu- 
vementt 

Les  forbes  extirienres  qui  s'exercent  $ur  !e  corps  roulant 
tttisfont  aux  conditions  d'^quilibre.  Ces  forces  sOnt  le  poids  Py 
la  force  Q  borizontalf  k  une  distance  A  du  plan  d*appui  fixe, 
la  ruction  normale  ^  passant,  par  A'  (128),  la  reaction  tan- 
gemielle  F;  et  Ton  a  deux  Equations  de  projections  et  une  de 
menientd 

/V=i*;     Fz=Q;     Qh  =  Pi. 

GoBsidirons  les  vitesses.  Soient  y  celle  de  Taxe  C^  V  celle 
de  B,  point  d'application  de  la  force  Q,  et  soit  r  le  rayon  CA 
da  cylindre.  On  a,  attendu  que  A  est  le  centre  Instantan^ 
d^  fotatjpfl, 

h        r  r 
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Si,  comme  dans  la  figure,  la  distance  k  est  plm  gnmde  qoe  k 
rayon  r,  la  vitesse  U  est  plus  grande  que  F  et  le  cordon  ae 

d^roule  avec  une  vitesse  relative    U — Fz^v .   Si  k 

r 

6tait  plus  petite  que  r,  les  m£mes  Rations  subasteraieot; 
maisiiniesure  que  raxes*avancerait  avec  la  Vitesse  F,  plus  pe- 
tite que  u^  le  cordon  s'enroulerait  sur  le  petit  cylindre  avec  la 

Vitesse  relative    F—  €7=  F  . 

r 

Les  m^mes  formules  s'appliqueraient  encore  si,  comme  dans 
la  figure  81,  le  rayon  GA  ou  r  du  cylindre  roulant  etait  plus 
petit  que  celui  du  cylindre  sur  lequel  le  cordon  est  enroule.  Si 
dans  ce  cas  la  force  Q  etait  au-dessous  du  plan  fixe,  elleserait 
dirigte  en  sens  contraire  de  la  vitesse  F^  et  la  reaction  tangen- 
tielle  P  n^cessaire,  ^ale  et  de  sens  oppose  k  celui  de  Q,  s^t 
de  m^me  sens  que  F.  II  est  assez  curieux  que,  dans  ce  cas, 
pour  faire  avancer  d'un  c6t^  le  syst^me,  la  force  mouvante  Q 
le  tire  en  sens  contraire. 

Exprimons  enfin  le  travail  de  Q  correspondant  au  transport 
du  cylindre  k  une  certaine  distance.  Le  travail  de  <^  par  ntiii 
de  temps  est  QU\  et  Ton  trouve  par  les  ^nations  precMentes 

k  5 

r  r 

Le  produit  •PF  du  poids  P  par  le  cheroin  parcoum  en  uoe 
seconde  par  le  centre  du  cylindre  pent  6tre  consid^r6  comme 
la  mesure  de  Futility  de  Tappareil  de  transport  dont  il  s'agit 
Mais  il  serait  incorrect  de  dire  que  PF  est  le  travail  rdsistant 
vaincu  par  la  force  Q.  Le  travail  resistant  est  celui  de  la  force 
N,  et  son  travail  est  ^al  k  N  multipli^e  par  la  vitesse  da  point 

A'  du  cylindre,  laquelle  est  ^e  i    F  - ,    et  cooune  N  ert 

^e  k  Ps  la  demi^re  Ration  ne  fiiit  qu'exprimer  qoe  le 
travail  moteur  QV  est  ^al  au  travail  resistant. 
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Rbkarqcv.  —  La  force  <^  n^ssaire  pour  maintenir  le  rou- 
lement  uniforme  augmente  k  mesure  que  la  distance  k  diminue; 
mais  il  pourrait  se  faire  que  cette  distance  ftii  tellemenl  petite, 
que  le  cylindre  glissftt  au  lieu  de  rouler  :  c'est  ce  qui  arriverait 
si  la  ruction  F  devenait  6gale  k  fP,  le  coefficient  de  frotte- 
ment  du  cylindre  sur  le  sol  elant  d^sign^  k  I'ordinaire  par  /*. 
Or  F  est  dgale  &  9;  on  aurait  done 

fPh  =  Pi,    d'oix    h=l 

valeur  trts-petite  :  si>  par  exemple,  il  s'agit  de  rouleaux  de  fer 
etde  madriers  en  ch£ne  frott^s  de  savon  sec,  on  pent  admettre 
approximativement  les  Taleurs  S  =:  0",<K)l  et  /=  0,20^  d'oit 
4=0-,006. 

239.  TrawqMvC  d'nii  fardean  sar  de«x  ronleavx.  —  Un 

madrier  (fig.  82)  dont  le  poids,  y  compris  sa  charge,  est  P,  est 
pose  sur  deux  rouleaux  d'^gal  diamitre  2r,  dont  on  n^lige  le 
poids  et  qui  s'appuient  sur  un  plan  horizontal.  Quelle  est  la 
force  horizontale  Q  qui,  appliqu^e  au  madrier,  entretiendra  le 
mouvement  uniforme  du  syst6me? 

Considerons  Tensemble  de  ce  syst6me.  Les  forces  ext^rieures 
qui  le  sollicitent  et  qui  sont  en  equilibre  sont :  i**  les  forces  P 
et  Q  d^sign^es  par  T^nonc^ ;  V  les  reactions  verticales  du  sol 
d'appui,  lesquelles  sont  N  et  N^  appliqu^es  aux  deux  points 
M  et  A/  situds  respectivement  k  la  distance  I  des  points  de 
contact  g^om^triques  A  et  A, ;  3®  les  reactions  horizontales 
du  sol  F  et  F, . 

Ces  six  forces,  dont  les  quatre  derni&res  sont  inconnues,  nous 
donnent  imm^diatement  deux  Equations  d'^quilibre  de  projec- 
tions : 

N+N,  =  P    et    F  +  F,=Q. 

Vnn  des  cylindres  consid^rd  k  part  est  en  ^uilibre  sous  lea 
forces  iV  et  F  qu'il  re^itdu  sol  et  sous  deux  forces  analogues 
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qn'il  recoil  do  phteaa,  safoir :  ane  force  tangentielle  eii  S,  et 
BM  force  Dormaie  en  If  I  UBe  dlsunce  V  de  li  irertieale  Ai, 
en  arriftre  de  eette  verticale,  parce  que  c'est  de  ce  cAt<  que  fe 
cylindre  roole  reiativement  aa  plateau.  L'equilibre  de  eea  qoalfi 
forces  denne  peur  lea  moments  pris  autour  de  B*  I'^aiiied 

iV(8  +  8')=F-2r. 

L'^uilibre  du  seoond  rouleau  considM  de  mtoie  s^partoeot 
donne 

iV.  (8+8')=  F,.2r. 

Ces  quatre  ^uations  suffisent  pour  condure  la  reUtiaD 
cberch^e, 

P(84-8')=2r<?, 

taodis  qHCf  si  la  madrler  glissait  sur  le  ael  cmmm  wa  tratnaau, 

8  + 1' 
on  aurail  QzzifPy  valeur  bien  plus  grande  que  P,  e« 

^gard  aux  donnto  ordinaires. 

RiMAaQoi.  «>—  La  Vitesse  du  madrier  esl  ^videmment  doofah 
de  celle  des  axes  des  rouleaux. 

S40.  Ro«l«Me»t  vari^  d*tta  eyltedr^  sw  «ui  ^Mi.  —  Da 

corps  termini  par  une  surface  cylindrique  circulaire  et  a|ant 
son  centre  de  gravity  dans  Taxe  de  figure  horizontal  C  (fig.  83), 
roule  sur  un  plan  BD.  II  est  sollicite,  en  outre  des  reactions  da 
ce  plan^  par  des  forces  dont  la  resultante  passe  par  Taxe  €,  lui 
est  perpendiculaire  et  peut  ilre  remplac^e  par  deux  forces 
Tune  P  normale,  Tautre  T  parallile  au  plan.  On  deouinda  la 
loi  du  mouvement  de  Taxe  C  et  les  intensity  des  ructions  da 
plan. 

Ces  reactions  peuvent  se  riduire  k  deux  forces,  Tune  nor- 
male  iV  passant  en  A'  ii  une  distance  8  du  point  de  coatact 
g4om4trique  A,  I'autre  tangentielle  F.  La  force  iyest^galei 
Pi  aiteadu  que  le  centre  de  gravity  G  se  meut  pHrallileinedt 


toottaiHT  ft'eti  cirLiNBtiE.  3H 

w  fkn,  Li  feM0  P  A\tRn»  de  T  si  l«  mou¥«iMAt  de  Oe  centre 
est  vari^;  elle  doit  £tre  moindre  que  fF  pour  que  ie  oyllndre 
roole  sans  glisser. 

Appliquons  an  cylindre  le  thiorftme  de  Feffet  du  travail  (19), 
en  appelant  M  la  masse  du  cylindre^  r  son  rayon  AC,  k  son 
rayon  de  giration  autour  de  Taxe  projet^  en  G.  Soit  v  la  Vi- 
tesse du  centre  de  gravite  C,  k  un  instant  quelconque ;  les 
Titesses  dee  diSiirents  pointi  du  corps  sont  les  mdmes  k  eel 
instant  que  s'il  tournait  simplement  autour  de  Taxe  projeti  en 

A,  avec  une  vitesse  angulaire    -  .    La  puissatice  vive  de  ce 

corps  est  done  alorg  exprin^ee  peix 

Done  Taccroissement  de  la  piiissyice  vive^  entre  deux  instants 
oa  la  Vitesse  de  C  est  d'abord  v^ ,  puis  v^  est 

i  (««-•«.)  jr  (5+ 1). 

Dans  !e  mftme  Intervalle  de  temps,  le  travail  de  T  est  Tx, 
si  Ton  dMgn«  par  x  le  chemin  rectlllgne  parcouru  pendant 
cetempsparlecentre  0  paratlMementau  plan.  Le  travail  de  P 
est  nuK  Enfln  le  travdil  de  iT,  force  constante  ^gale  k  P,  appli- 
qu^e  k  chaque  instant  au  point  A'  du  cylindre,  est  ^gal  k  cette 
force  Pf  muHipli^e  par  un  chemin  qui  est  au  chemin  x  de  G 
dans  le  rapport  de  )  h  r.  Ainsl  I'iquation  de  Teffet  dti  travail  est 

Le  mauvement  du  centrt  G  e«/  done  unifofmhnent  varie,  pws- 
que  I'accroissemeni  du  qmrri  de  la  vitesse  est  proportionnel  au 
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chemmpareowrUfCmmnedanilafarmuU  v* — v/=3j  (or— xj, 
et  PaeceUraium  de  ee  mouvement  ett 

4v_r{Tr-Pi) 

4i~  Ji(A»-hr«)  '  ^^ 

II  reste  k  determiner  la  valear  F,  et  on  la  troave  an  moyen 
du  thtor^me  du  mouvement  du  centre  de  grayit^  (iO).  La  force 
F  etant  supposfe  transport^  en  €  ainsi  que  toute  la  masse  do 
corps,  on  a,  en  appliquant  k  ce  point  materiel  fictif  le  theorime 
de  i'effet  du  travail, 

lji(«i_v.«)  =  (r-F)x. 
De  «ette  Equation  et  de  la  pr^cMente  on  tire 

'^-    it»+r«     •  ^' 

RnuiQui.  —  On  pent  arriver  aux  mftmes  r^ultats  sans  em- 
ployer le  thterfeme  du  travail  et  en  iaisant  usage  de  celui  qn'ex- 
prime  la  premiere  remarque  du  num^ro  90.  Le  cylindre  doat  ii 
s'agit,  consider^  relativement  k  des  axes  mobiles  passant  par  le 
centre  C  et  constamment  parall&les  k  leurs  directions  initiates, 
toume  autour  de  I'axe  horizontal  C,  comme  si  cet  axe  ^tait  fixe, 
les  forces  ext^rieures  iV  et  F  borsdecetaxerestantceqa'eiles 
sont  effectivement. 

Dans  ce  mouvement  relatif,  la  vitesse  du  point  A  est  v  dans 
le  sens  AD  oppose  an  mouvement  absoln  de  €.  La  vitesse 

angulaire  relative  est  done    - »    et  en  appliquant  le  thterteie 

de  racc^l^ralion  angulaire  (68),  on  a 

i  <lv  _  Fr  —  iV8  _  Fr  — F8 
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Qttaot  k  la  d^termiDation  de  F,  on  Tobtient  en  posant ,  d'aprfes 
lethtorime  du  mouvement  du  centre  de  gravity, 

dv  ^^  T — F 
iF""     M    ' 

De  ces  deux  Equations  on  conclut  les  raftmes  vaieurs  que  ci- 
dessiis  pour    —  et   F. 

S41.  Ronlement  d'um  eylladre  peaamt  sw  «b  pla«  inellii^.  . 

—  Appliquons  les  formules  pr^c^dentes  k  un  cylindre  homogfene 
qui  ronle  sous  I'action  de  la  pesanteur  sur  un  plan  faisant  avec 
rborizon  Tangle  t.  On  a  alors 

r=:Jfjrsint;    P  =  M^cos»;    it«  =  -r«. 

Sapposons  d'abord  que  le  cylindre  roule  en  descendant.  Le 
point  A'  est  alors  au-dessous  de  A  et  Ton  trouve  par  les  for- 
mules [1]  et  [21 

*t»      2     /  8        \  1         /  28         \ 

-  =  -5ffsin»— -costj    et    Fs-Jfj  fsin  »+— cosij, 

tandis  que»  si  Ton  admettait  Thypotb^se  d'un  corps  glissant  sans 

frottement  sur  le  mime  plan  incline,  on  aurait    —  :=  ^  sin  t . 

La  force  F  ne  peut  pas  d^passer  une  certaine  iimite^  car, 
poiaque  le  cylindre  ne  glisse  pas»  il  faut  qu'on  ait 

F<:^fy,    done    F<:^fMgcost; 

parcons&iuent 

1  / .          28         \                                                               28 
^l8in»  =  — cos  »]</' cost,  c'est-ii-dire   tang»<3/' ; 
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done,  avaol  que  la  pente  par  milre  du  ^an  I  Phorizoo  i 
triple  du  coefficient  de  ftotttment,  il  y  a  gliasenient  et  r^qat- 
tion  [1]  n^est  plus  applicable. 

Supposons,  en  second  lieu,  qtiQ  |e  c|^Iindre  route  enmoDtaot, 
en  vertu  d*une  vitesse  acquise,  sous  raction  de  la  pesantenret 
les  r^Qctions  du  pl^n  jpclin^.  Les  forfnul^^  [1]  $t  [%]  ^l^^ 
pourvu  que  Ton  change  ie  signe  de  3,  en  CQ^serrant  le  sm 
descendant  pour  le  sens  positif  de  la  vitesse  v.  Si  I'od  adfflet 

B 
pour  simplifier  que    -  cos  i    peut  dtre  n^(||]gd aup^^  ^  f^h 


r 

on  a 

«v       .      2      .    . 
-=^  =  .,8in., 

d'oti  i'on  conclut  que  depuis  Finstant  od  le  cylindre  roolant  i» 

en  son  centre,  une  vitesse  v^^  ascendante,  jusqu'k  Unstantoi 

v> 
il  eessye  de  nionter^  Tespace    -~r    que  pajrcourt  ce  centre  p- 

3     ti  a 
rall^lement  au  plan  incline  est    •-     ^  . ,  de  sorte  que  la  han- 

teur  verticale  de  son  asqension  est    -; — ^ ,    egale  k  une  foif 

V  i 

et  demie  la  hauteur    —■    due  k  la  vitesse  v  ,  ce  qui  tient  i 

ce  que  la  puissance  vive  du  cylindre,  k  Tlnstant  initial,  n*est 

pas  ^*Vo*,   mals  i^M{k^+i^),  c'est-i-^ire  \\^^.^' 

II  est  d'ailleurs  k  remarquer  que,  dans  ce  cas  de  rascensioD, 
la  force  F  composante  tangentielle  de  la  reaction  du  plan,  el 
cause  n^cessaire  du  ralex^tisseinent  du  mquveinent  de  rotatioo, 
agit  encore  dans  le  sens  ascendant,  parce  que  le  cylindre  pv 
sa  rotation  acquise  tend  k  glisser  dans  le  sens  ()fi  In  d««P9D|«, 
pendant  que  son  axe  monte.  Si  les  deux  corps  qui  forment  le 
cylindre  et  le  plan  incline  ^taient  parfaiteQient  inyariables,  dqn 
et  polis,  la  force  F  n'existerait  pas^  la  force  f^  paaaaraitpir  A, 
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el  ie  cyliodre,  tnim^  k  Tinstant  initial  d*un  mouvement  com- 
posi  d'une  translation  v^  et  d'une  rotation    -^    autour  de  son 

axe^  s'dliirerait  leulement  i  la  hautear  |  Mv*^    mais  en  con- 
senrant  invariably  sa  rotation. 

S48.  Sonlemeiit  il'na  eorps  rond  eoinpo«6  de  deux  parties 
sya^triques  siir  nn  plan  horlsontalv  sous  raetlon  de  la 
penatem'.  —  Soient  v  la  vitesse  du  centre;  ti;  sa  vitesse  ^n- 
gulaire  dans  Ie  sens  positif  indiqu^  par  la  fl^che  (fig.  84);  r  Ie 
rayon  de  la  sphere. 

Supposons  d'abqrd  que  Ie  corps  r^ule  siins  gU$9^r.  On  a 
alors  ivrasv. 

Les  formules  [i]  et  [2]  du  num^ro  240  s'appliquent  en  y  fai- 
HQt  tssO,  TT=aO,  P  =  Ilig.  Aipsi 


rTr=~./       ^    et    F  = 


di  dt  it«4-r«  iti-hr*' 

8i,  par  exemple,  Ie  corps  roulant  est  une  sphere  pleine  et  ho- 
moglne,  on  a 

..      2,dv       dtu  58        .„»>„ 

6     '    df         di  1  r^    ^      ^      1  r 

i 

8i  -   est  trte*petit^  Ie  mouvement  est  seqsiblement  uni- 

forme. 
Consid^rons  maintenant  les  cas  de  glissement,  oji  la  vitfsse 

APgalaira  diif%re  d«    -    et  par  consequent  les  Equations  [1] 

et  [2]  ne  sobsistent  plus.  La  i*6action  tangentie)le  ]f  du  plan 
est  fP .  Faisons  pour  simplifier  8  =  0. 

4"  Cas.  wr>v.  II  y  a  glissenient  en  arri^re  et  la  force  F 
est  dans  Ie  sens  de  v  (fig.  85).  On  a  pour  la  rotation  relative 
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autour  du  centre  de  gravity  et  pour  la  translation,  d^aprts  les 
considerations  g^n^rales  du  num^ro  240  (Remarque) : 

At~      Mk^~        k^  dt~M~'^' 

w  diniinueet  v  augrnente.  II  arrive  un  instant  oil  wr  ^gale  v; 
le  glissement  cesse  alors,  et  le  roulement,  mouvement  coaipose 
de  rotation  et  de  translation,  devient  sensibiement  uniforme, 
sauf  Tinfluence  de  §,  comnne  dans  la  premiere  bypoth^. 

V  Gas.  tur<  V  et  >0  (fig.  86).  Glissement  en  avant:  fn>t- 
tement  F^^fP  dans  le  sens  oppose  k  v. 

di~Mk^'^   k^  dt~    M    ~       '^' 

w  augrnente  et  v  diminue,  jusqu'k  ce  que  le  mouvement  de- 
vienne  uniforme  dans  le  sens  posilif. 

3*  Gas.  iii<[0.  Hftmes  formules  (fig.  86).  w  augrnente  al- 
gdbriquement  et  diminue  de  valeur  absolue ;  v  diminue  ausri. 
II  faut  distinguer  si  la  quantity  negative  w  arrive  k  0  avant 
ou  aprte  V.  Admettonsque  ce  soit  avant;  tv  et  v  deviennent 
toules  deux  positives;  niais  vnr  etant  <C^v,  on  rentre  alors 
dans  le  deuxi^me  cas,  et  le  mouvement  finit  par  devenir  uni- 
forme dans  le  sens  positif. 

4^  Cas.  Si  tv,  etant  d'abord  negative,  devient  nuUe  quand  v 
est  devenue  negative,  on  rentre  dans  le  premier  cas,  si  ce  n'esi 
que  les  vitesses  sont  toutes  deux  chang^es  de  sens.  Le  mouve- 
ment du  centre  d'abord  accei^r^  en  arri^re  devient  uniEcMine 
de  ce  c6te. 

Int^grons  les  formules  pr^cedentes  appliqudes  au  troisidme  et 
au  quatriime  cas.  Soient  — w^  et  v^  les  valeura  initiales  des 
vitesses.  On  a,  en  integrant, 

for 
wzs  — w^  +  i^f    et    v=v^^fgi. 
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Au  bout  d'un  temps  t\  on  a,  dans  le  troisiifcme  caSi  tv  =:0 
et  v>>0;  dans  le  quatri&me  cas  tv  =  0  el  v<;0;  done  dans 
le  troisiime  cas 

^.=^f    et    v,>fgi!,    d'od    ;^>^; 

et  dans  le  quatri^ine 

"'•=¥    «t    v.<fgf,    d'oi,    ;^<^. 

Si  le  corps  roulant  est  une  sphere  et  si  Taxe  de  la  rotation 
initiale  n'est  pas  perpendiculaire  k  la  direction  de  la  vitesse  du 
centre,  le  frottement  change  continuellement  cette  direction ; 
le  centre  d^crit  une  courbe. 


rOHMULBS  APrUCABLIS  AU   TIR16B   DBS  TOITUBBS. 

945.  BooleaieBt  ludfome  sur  ua  sol  borlsoBtel.  —  Pour 
simplifier^  consid^rons  une  seule  roue  dont  le  moyeu  est  tra- 
tera^  par  I'essieu  auquel  est  Yi6  invariablement  le  reste  du 
v^hicule.  Appelons  (fig.  88  et  89) 

Q  la  risultante  des  forces  verticales  appliqu6es  k  la  voiture, 

ia  rone  non  comprise; 
q  la  distance  de  cette  r^ultante  en  arri^re  de  la  verticale 

passant  par  Taxe  O'  de  Tessieu ; 
T  le  tirage^  force  horizontale  appliqu^e  k  la  voiture  pour 

entretenir  le  mouvement  uniforme ; 
h  la  hauteur  de  Thorizontale  T  au-dessus  de  Taxe  O'  de 

Tessieu ; 
JP  le  poids  de  la  roue  dont  le  centre  de  gravity  est  dans  Taxe 

O  de  la  roue  ou  de  la  botte  du  moyeu  (la  distance  GO' 

est  tr^s-petite) ; 
r  le  rayon  OA  de  la  roue ; 
p  le  rayon  OB  de  la  botte  du  moyeu ; 
p'  le  rayon  O'B  de  Tessieu,  un  peu  plus  petit  que  p. 


3M       SKGT.  U,  CHAP.  IV.  nOtTfllumT  DBS  flOlPS  80UDBS. 


La  roue  revolt  da  aol  diTertes  rtectibDS  qai  peuvtot  Aire  H- 
duites  a  deux  farces^  rone  horiaoDtale,  (Sgale  et  de  sens  oppost 
h  T;  nous  Tappellerons  r';  Tautre  verticale  asoeddanle,  ^e 
k  Q+P;  nous  la  d&ignerons  par  C  +  l^.  Cela  resulte  du 
theorime  du  biouvenibnt  du  <;entre  de  gravity  d*an  syst^me 
materiel  queiconque  :  ici  ce  mouvement  est  rectiligne  et  uni- 
forme ;  la  r^sultante  de  translation  est  nuil^;  La  fbfee  if  +  f^ 
pent  6tre  oonsid^r^e  comme  appliqu6e  k  la  roue  en  un  point  A' 
k  une  distance  8  en  atdht  de  ia  ^eftiiiale  OA  passant  par  Taxe 
de  la  roue. 

Celsl  pose,  considerons  a  pslH  le^  forces  qui  solliciteht  la  roue 
el  qui  satisfont  aux  conditions  de  requilibre.  Ces  forces  sont 
T\  Q*  +  P^^  P  et  les  actidns  de  Tfeisieu  sur  la  surface  cooca?e 
de  la  botte  du  moyeu,  actions  qui  t>eiivent  se  r^duire  k  deux 
forces,  Tune  normale  /V,  I'autre  tangentielle  fF(,  dirigieenseDs 
contraire  du  mouvement  de  rotation  de  la  roue,  soit  que  Tar^te 
de  contact  de  I'essieu  H  de  l»  botte  ih  tfbtitg  ^A  dvllnt  du  en 
arrifere  de  la  Verticale  OA  (nous  di^tlngU^rdtls  l^liis  bin  bbi 
deut  cas  (244)). 

Les  cinq  forces  T\  <?'  +  P^,  P,  tt;  fit  dttt  M  MmvAe  Hgi^ 
brique  de  leurs  moments  nulle  aulour  d'uh  axe  quelcotiqtie. 
Prenons  pour  cet  axe  celui  de  la  rouei  O;  les  moments  de  F 
et  de  N  sont  nuls,  et  en  mettant  pour  T'  et  <^  +  ^  ieur  va- 
lour T  et  Q  +  P,  on  a         • 

De  plus,  la  risultante  des  forces  Ff  et  frf  reotangulaires  est 
^le  etoppos^e  k  celle  des  forces  T\  tf  +  P^  et  P,  ceqai, 
attendu  que  P  et  P'  sont  ^gales  et  de  sens  oppostei  dodne  la 
relation 

d'oii,  comme  nous  pouvions  Tterire  iifim^at<$rti6xit  (MS), 
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D'une  aulre  part,  les  forces  qui  sollicitent  la  voiture  8an$  y 
comprendre  la  rone  sont  Q,  r,  et  1^1  reactions  du  raoyeu  que 
nous  d^si^^^bns  par  IS'  et  /'iV',  lesqtielles  Sont  egales  et  op- 
poses aux  forces  N  et  fN  ci-dessus  consid^r^es.  Leurs  mo- 
ments pris  aiitour  (le  Taxe  O'  de  I'essieii,  donnent  Tequation 

L'^quilibrb  de  translation  des  mSmes  forces'  Q,  T,  S'  ei 
fif*  conduirait  aiissi  k  T^quation  [2]  A&}k  obtenue. 

Ail  hrioyen  des  Equations  [ij,  [2],  [3]^  si  I'on  suppose  donnees 
les  quahtit^^  (^,  A,  r,  p,  p\  i  et  /,  on  d^terniinera  f,  q  et 
Hncbnnue  auxiliaire  IS, 

£ii  subsiiiuant  fl^  de  [2j  datis  [3]  on  obtient 

t=  «?  +  P) !  +  /"J  I/t«  +  <?»,  W 

r  r  r 

formule  dans  laquelle  on  peut  remplacer  approximativement 
l/^ymj: j^   p'^P  ^^  ililehdu  qiie  f  est  ofdinairenieni  petit 

comparatiyement  ik  <; , 
L'equatiob  [3]  par  la  substitution  deTexpressionde  /TV  donne 

d'oii  Ton  voit  que  q  ne  peut  dtre  nul  ni  negatif,  ^  moins  que 
h  ne  soit  n^tif. 

244.  Ar«to  de  oontaet  ^e  i'eaMieu  el  de  la  boKe.  —  bSier- 
minons  la  situation  de  Tar^te  B  de  contact  de  Tessieu  et  de  la 
botte;  c^est  au  moins  une  question  ciirieuse.  Supposons  que 
I'arAte  B  soit  en  avant  de  la  veriicale  OA  (fig.  88)  et  appelons 
a  Tangle  AOB.  L'^quilibre  des  forces  Q,  T,  if'  et  ^iV'  qui 
agissent  sur  la  voiture,  donne  deux  &iuations  de  leurs  projec- 
tions, savoir,  /f '  ^(ant  remplaced  |)ar  son  egale  IS, 

(p-^ifcdia4-^i^8iriA=iO   et   T— jTiVeoda— .ifsina==0, 
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doit 

Si  B  4tait  en  arri^re  de  la  veriicale  OX  (fig.  89) »  en  desi- 
gnantpar  a  la  valeur  de  Tangle  AOB  danscecas,ontroaverait 
deux  Equations  semblables  aux  prdc^dentes,  si  ce  n'est  que  les 
termes  con  tenant  sin  a  auraient  leurs  signes  change.  Done,  ee 
qui  est  conforme  aux  regies  ordinaires  de  la  g^metrie  analj- 
tique,  les  deux  derni^res  formules  sont  applicables  aux  deox 
cas,  pourvu  que  Ton  considfere  Tangle  a  comme  posilif  quand 
il  est  en  avant  de  la  verticale  OA,  et  negatif  quand  il  est  ea 
arrifere.  Ce  second  cas  a  lieu  quand  8  est  suffisaminent  petit, 
car  si  nous  faisous,  par  une  hypoth^  extreme,  izzzO,  la  for- 

mule  [4]  donne    approximativement    T  =  —  Q,    quantite 
beaucoup  plus  petite  que  fQ. 

84tt.  moalemeat  wAiforaBO  mr  wm  nol  Imells^.  —  SupposoiS 
que  le  sol  forme  avec  Thorizon  un  angle  i  et  que,  le  mou^emeDt 
^tant  ascendant,  la  force  T  fasse  un  angle  ^  au-dessus  de  la 
paranoic  au  sol,  la  force  Q  restant  verticale. 

La  ruction  tangentielle  du  sol  en  sens  contraire  du  mooYe- 
ment  6tant  ddsignie  par  T, ,  on  a 

T.  =  T  cos  P  — «?  +  P)  sin  i , 

et  sa  ruction  normale  N^  a  pour  expression 

2V,  =  «?  4- P)  cos  » —  r  sin  p  • 

Cela  pose,  on  terit  deux  ^nations  analogues  aux  relations  [i] 
et  [2]  du  numdro  243,  savoir  :  i""  Tdquation  des  moments 

T,r  —  iV.8— /•/¥?=  0;  [1] 

y  L'^uation  exprimant  que  la  r6sultante  de  /V  et  de  flf 
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est  ^gale  i  celle  des  forces  T  ei  Q  faisant  I'angie   ~  +  ^ + » , 

ZV«(l+/^)  =  T«+<?»  — 2T<?8in(p-ht).      '     [2] 

La  substitution  des  expressions  de  T,  et  de  N^ ,  puis  T^li* 
mination  de  iV,  conduisent  k  la  relation  finale 

T  cos  p=(0+P)  sin  «+{(c+p)  cos  t—  Tsin  P)  - 


+iifj/rH-0»— 2T<?sin(&+0- 


Dans  la  pratique,  oil  Ton  se  contente  d'une  formule  suffisam- 
ment  approximative,  on  pent  n^gliger  T  dans  le  second  menibre 
comme  petit  comparativement  k  Q  ei  remplacer  cosi  par 
I'uniti  qui  en  dififtre  trte-peu.  On  a  ainsi  plus  simpleroent 

8     f  0 
f*      r 

formule  qui  indique  s^par^ment  Finfluence  de  la  pente,  celle 
de  la  r^istance  au  roulement,  celle  du  frottement  de  Tessieu 
dans  la  boite,  ces  deux  derni^res  d^croissant  quand  le  rayon  r 
augmente. 

246.  IMtemiiialloB  exp^HneBlale  de  1a  r^aiateMee  av 
MvlemcBt  des  roves  de  voitares.  —  M.  le  g^n^ral  Morin  a 
public  en  1842,  dans  un  m^moire  sur  le  iirage  des  voitures  et  sur 
ks  effets  destrucieurs  gu'elles  exercent  sur  les  routes^  et  a  r^sum^ 
dans  ses  Lemons  de  Mdcanique  pratique  les  r^sultats  d'exp^riences 
commenc^esli  Hetz  en  1837,  par  ordre  du  ministre  de  la  guerre 
et  continu^es  aux  environs  de  Paris  en  1839, 1840  et  1841,  par 
ordre  du  ministre  des  travaux  publics.  Nous  invitons  les  jeunes 
ing^nieurs  k  prendre  une  connaissance  complete  de  cet  int^ 
ressant  travail  et  nous  nous  bornons  k  en  extraire  les  faits  sui- 
vants,  en  continuant  de  designer  par  i  la  quantity  qui  caract^- 
rise  la  r^istance  au  roulement  et  qui  est,  non  pas  seulement  un 
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nombre  constant  (que  M.  Morin  appelle  A),  mais  una 
constante  pour  une  roue  et  un  terrain  doonfe. 

Dans  tons  les  caa  observ^^  cette  quantit^^  Tariant  avec  la 
nature  du  sol  plus  ou  moins  uni  et  plus  ou  moinsdur  ou  com- 
pressible, s'est  itou^ie  ind^penddtite  de  la  bbarg6  et  dti  diacnfetre 
des  roues;  mais  la  dtiret^  ou  li  cbiilpfci&^ibllite  donneiit  lieu  1 
une  distinction  relative  a  la  vitesse  du  transport  et  k  la  largeur 
des  jantes. 

Sur  les  routes  pavees  ou  en  empierrement  solide,  la  distance 
S  ind^pendante  de  Ih  charge  et  du  (iiam^tre  des  roues,  Test  i 
peu  pr^s  aussi  de  la  largeur  des  jantes;  mais  elle  varie  avec  la 
vitesse  et  la  suspension  de  la  vbitiire  siir  ressorts.  fetemplei,  la 
Vitesse  en  metres  par  seconde  ^tani  designee  par  v  : 

!pav6  de  gres,  Joints  aerres 

(k  Melz) ^=3  0*,00«6-4-0-^00&7(v-t] 
pUve  de  gr^s,  joints  larges, 

bords  arroiidis  (*}.. . : . : .  i      6  ,0()di -^H  ,dlM(v— 1) 

tris-boQ  empierremeat. ...  >      0  ,0100  +  0  >00i0  (o — 1) 

Vnil..r««      t   *'*^*^*  ^"^  ^^^^'  J*^'"**  ^^^^^ 

toiiures    I      (j^p^^.,^jj.j »  =  6-,00»«  +  6-00to(»-<) 

suspendues  f  g„p,g„g„^nj  moollW »      0  ,0140  -<-  0  ,O0ia  [v  -i) 

Sur  les  terrains  compressibles,  terres,  sables,  gravief,  etc.;  la 
distance  8  est  ind^pendante  de  la  Vitesse,  niais  iiOKni^ttl^  si 
la  largeur  des  jantes  dlminue.  Etemples  : 

„  .  ^       ,  J    „  .    i  largeur  des  baodes.    0",i35    i  =  O-.oiw 

Sol  du  poljgooe  do  Met.  |     «*         .  ft  ,5i5   i      d  .*6i 

^  iaigeurdesbaudes.    O^ais    ^  =  0^,0611 

Sable  de  0-,t«  i  0-,ift  ^  ^^^35    .       ^  ,0731 

d*<^pais80ur  ^  ^  ^  ^^    ^       ^^^, 

(*)  I^s  nombres  que  nous  copious  dans  les  Uqom  de  M^comgwt  prolitw 
dc  M.  Morin,  1^*  pariie,  page  S79,  Indiquent  que  la  cbauss^  pav^e  n'^iaii 
pas  la  m^me  ou  dans  ie  ni^ine  ^tat  poiir  les  deoi  cas  d^ignSs^  piiisqiie  4  ii 
vitesse  d^un  m^ire  i>ar  secodiie,  la  yoKafe  susptfndue  subiss^U  iine  M^ 
tance  un  pea  plus  griindo. 
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Ges  valeun  cte  B  (on  de  A)  ont  M  obtetines  en  observant 
dans  chaque  cas  la  force  rcos^  du  tifage  parallMe  h  la  roat^ 
et  en  appliqna&t  la  forraule  finale  du  num^ro  pr^cMent,  dans 
laquelie  M.  Morin  a  attribu6  an  ooeflaeient  /;  lA  valettr  0,065. 

S47.  Cou^ncBees  pratiqwes.  —  L*utilit<i  de  Temploi  des 
ressorts  des  voitures  est  bien  constat^e  et  se  con^oit  facilement^ 
surtoot  lorsque  la  chaussie  parcourue  est  raboteuse,  et  que  la 
Vitesse  est  grande;  les  ressorts  diminuent  ^videmment  le  travail 
resistant  dt  aux  cbocs. 

D'apr&s  la  formule  finale  du  num^ro  ^3,  pour  une  valeur 
d^termin^e  de  d  independante  du  diam^tre  des  roues,  le  tirage 
en  plaioe  (ou  i  =  0)  est  inversement  proportionnel  k  ce  dia- 
ro^tre ;  de  Ik  Tavantage  evident  des  grandes  roues,  et  sous  ce 
rapport  les  charrettes  seroblent  preferables  aux  chariots,  dont 
les  roues  d'avant-train  ne  peuvent  pas  6tre  aussi  grandes  que 
les  autres.  Mais  d'une  part  les  charrettes^  sur  les  routes  caho- 
teuses,  ont  le  grand  inconvenient  de  fatiguer  beaucoup  le  cbe- 
val  limonier  par  le  ballottenient  des  brancards,  et  par  la  charge 
variable  qu'il  supporte,  selon  que  la  route  est  horizontale  ou  en 
pente  (sauf  le  cas  exceptionnel  oil  le  centre  de  gravity  de  la 
voiture  charg^e  est  dans  Taxe  de  Tessieu))  et  d'autre  part,  dans 
les  voitures  k  quatre  roues,  on  pent  gen^ralement  faire  en  sorte 
que  la  verticale  du  centre  de  gravity  du  chariot  charge  soit 
beaucoup  plus  rapproch^e  de  I'axe  des  grandes  roues  que  de 
celui  des  petites^  de  mani^re  k  diminuer  la  charge  et  rinfluenee 
de  celles-ci;  c'esl  le  but  qu'on  doit  s'efforoer  d'atteindre  autant 
qu'il  est  possible. 

FBOTTBMIHT  MIXTE  MS   INOREMAGBS. 

S48.  ltlKllvMtii«Bg«tteHlle  du  travail  a«  ee  irotteifieat.  «^ 

Le  mouveraent  relatif  de  deux  dents  cylindriques  ou  eoniques 
t^flSredage  en  contact  n'est  ni  un  simple  rotiletnent  ni  un  timple 
glissemem.  Mais^  coitime  cea  corps  sont  ordliiairement  trtis- 


364     ucT.  u,  CHir.  it.  wmomMsn  bb  corps  soudb 

dure,  rinfluence  de  la  rteistaoce  au  roulement  peut  £tre  ne- 
gligee. La  rteistance  due  aux  actions  mutuelles  des  deux  corps 
se  rMuit  sensiblement  a  la  force  tangentielle,  dont  ie  travail 
ei^mentaire  s'obtient  en  multipliant  cette  force  par  Tare  6ieiiieD- 
taire  de  glissement.  Cette  r^le  va  devenir  trte-daire  par  son 
application  k  un  exemple. 


S49.  Fomsle  appMslmattve  te  trmTmll  4« 
easveBaffw  eyllndriqaes  H  petit  paa.  —  La  roue  AB  (fig.  90) 
conduit  la  roue  A'B'.  Deux  dents  qui  se  touchent  actuellement 
en  T  sur  la  ligne  des  centres,  se  toucheront  en  T'  lorsque  les 
deux  roues  seront  avanc^es  d'un  pas.  Le  point  de  la  roue  AB 
qui  est  maintenant  en  T  sera  alors  en  M  sur  la  circonGSreooe 
primitive  de  cette  premiere  roue ;  et  le  point  de  la  roue  AV 
qui  estaussien  T  sera  en  M'  sur  la  circonfiirenoe  primitive  de 
cette  seconde  roue.  Le  diplacement  relatif  de  ces  deux  dents 
pendant  cette  p^riode  est  le  m^me  que  si,  la  roue  AB  etant 
suppos^e  fixe,  la  dent  de  A'B'  glissait  d^abord  simplement  sans 
rouler  ii  partir  de  M  sur  une  distance  ^le  k  lOf,  et  qu'en- 
suite  cette  m£me  dent  roulftt  sans  glisser,  de  manifere  que  le 
contact  se  trouvftt  finalement  en  T',  le  point  M'  se  d^tachaat 
alors  de  la  courbe  MT\  mais  k  une  distance  presque  insensible. 
On  doit  admettre  conune  suflSsamment  exact  que  le  travail  des 
actions  mutuelles  des  deux  dents,  qui  ne  depend,  comme  on 
sait,  que  de  leur  mouvement  relatif,  est  le  m6me  que  si  leur 
glissement  et  leur  roulement,  au  lieu  d'etre,  comme  ils  le  soot 
reellement,  simultan^s,  ^taient  successifs,  comme  nous  venons 
de  le  dire.  Or  le  travail  dt  au  roulement  peut  6tre  n^lige ;  il 
ne  reste  done  k  compter  que  le  travail  dt  au  glissement,  doat 
Tun  des  facteura  est  la  distance  MM'  egale  k  Taxe  de  glisse-  | 
ment,  et  Tautre  est  Taction  tangentielle  moyenne  d'une  dent  I 
sur  Tautre. 

Ge  que  nous  venons  de  dire  des  deux  dents  qui  se  touchent 
pendant  qu*elles  parcourent  un  pas  au  delii  de  la  ligne  des  ceo- 
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tres,  s'appBque  ^galement  k  deux  autres  dents  qui,  se  touchant 
actuellement  en  T,,  setoucherontensuiteen  T'^  ousetrouve- 
root  i^unis  deux  points  qui  sont  maintenant  i'un  en  M,  sur  la 
roue  AB^  et  I'autre  en  M^  sur  la  roue  A'B'.  Ainsi  la  distance 
M,M/  est  Tare  de  glissement  de  ces  deux  dents  pendant  que 
les  deux  roues  s'avancent  d'un  pas. 

Les  deux  distances  MM'  et  M^M/  sont  ^videmment  ^les, 
et  par  consequent,  si,  pendant  le  parcours  d*un  pas,  la  compo- 
sante  uormale  de  Taction  mutuelle  des  deux  paires  de  dents  en 
contact  etait  constante  et  designee  par  if,  le  travail  du  frotte- 
ment  dont  il  s'agit,  dans  cette  periode,  serait  exprim^  par 
fy-MM!.  Si,  ce  qui  est  en  effet^  cette  force  est  un  pen  variable, 
la  rn^me  expression  du  travail  subsiste,  pourvu  que  ZV  soil  une 
valeur  moyenne  convenable  de  la  pression  normale  des  dents. 

II  nooa  reste  k  ^valuer  approximativement  les  facteurs  MM' 
ei  N. 

Les  arcs  circulaires  TM  et  TM'  ^tant  ^gaux  et  d'ailleurs 
supposes  assez  petits  comparativement  k  leurs  rayons^  les  or- 
donn^es  ML  et  MX'  different  trfes-peu  Tune  de  Tautre,  et  la 
distance  MM'  peut  £tre  remplac^e  par  sa  projection  LL'  ou 
TL+  TL';  et  il  en  est  de  mdme  de  la  distance  M^M/.  Solent 
r  et  r'  les  rayons  des  deux  circonf^rences  primitives  qui  se 
toucbent  en  T,  et  soit  a  la  longueur  du  pas, 

TM  =5  TM'  =  M,T  =  M/T . 

Ces  arcs  etant  consid^r^  comme  se  confondant  avec  leurs 
cordes,  on  a  approximativement 


TL  =  —    et    TL'  =  — , 

2r  2r' 


d'oii 


MM'  =  M.M.'=^(i  +  i,)0. 
(")  Geita  fomrale  pent  se  d^nire  de  rexpression  de  la  viteue  noyenoe 
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P^r  cQps^uQDt  to  travail  du  firoUemeDt  da9  danu  peDdamk 
parcourad'Mnpasost 


r'-H^^y 


Cela  pos^,  appliquons  au  sy^time  de«  ifiw  vone^  le  Uti^^im 
de  Teffei  du  tf^vail.  La  toiiQ  i^p,  en  ^ntre  de«  r^ftions  ^  et 
/iy  quelle repoUd^  W,  est soliiqjt^e par diverses farcer ^opt 
}e  travail  tpUl,  deduction  faite  du  travail  pe9isij|nt  dft  aq  frotte- 
m^at  dp^  tpHrj|lon3  da  cette  rpufi  AB  sur  l§Mr$  appui«,  ^(  ao 
travail  moteur.  Soit  T  ce  travail  peodaut  qua  lea  dem  isQm 
se  d^plac^Qt  d'uu  Dombra  k  da  pas,  da  sorte  que  pend^at  ^ 
temps  dapx  points  d^s  circonfirences  primitivei  daariveat 
Tespaae  4f(*  Daps  ae  mim^  temps,  la  roue  J^V,  90  outre  dat 
fQtce^  ^Ifis  at  cQutraires  k  W  e\  fiS  e^ero^as  sni:  ellfi  pac  la 
roue  AB  qui  la  pousse,  est  soumise  k  diverses  forces,  y  cowpnf 
las  resistances  que  subissent  les  tqurjllons.  Soi(  V'  la  lalpor 
absolue  du  travail  total  da  cea  diversas  forces,  pandaot  la  i^r- 
cours  de  Taspace  ka,  travail  qui  est  resistiuti  pui^pe  la  roue 
A'B'  est  man^e  par  la  roue  AB.  Durant  la  ip^im  teipps,  If 
travail  des  forces  K  agissant  respectivamaot  sur  les  d«ux  fouef 
est  null  puisqua  leurs  points  d'application,  dans  leur  mouve* 
ment  relatif,  se  n^auyant  k  cb^que  instant  parpendi^^iiiwamsat 
a  ces  forces;  et  le  travail  rteistant  des  forces  fN  a  pour  valeur, 

d'apr^s  ce  que  nous  venons  de  voir,  */'A'---j-  -j-  — j .  Or,  pen- 
dant ce  temps  la  somme  alg^briqua  des  travam(  des  forcai  qv 
agissent  sur  rensen^ble  des  deux  roqes  est  nolle,  puisque  leur 

de  gUssemenl  obtenue  au  num^ro  SI  de  noire  Droits  de  Cm^mofigiM.  Getfe 
expression  est  ^'^  ( >+  m]  i  ^^  ^^  **  mnliipliant  par  t,  dufte  do  pir- 
cours  d'un  pas,  puis  rempla^ai^i  a  et  A*  par  r  et  r^;  11  par  a  el  vf  ansii 
par  a,  oa  pWienj  l>rc  de  fstisseo^ent  -^[f^pj  • 
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mouvemeat  est^  sioon  uniforme^  au  moins  piriodiqueoient  upi- 
fenna  pour  eliaque  parcours  d'un  paa.  G'est  c%  qu'esprime 
r^uatioD 

Pour  ^liminer  2V,  nous  remarquons  que  le  pas  a  <^taq(  p^tit, 
la  pressiOQ  normale  iV,  passant  toujours  par  le  point  de  contact 
T  des  cercles  primitirs,  est  k  peti  pr^s  tangente  h  ces  cercles, 
et  que  sa  valeur  est  presque  la  m^me  que  si,  le  pas  devenant 
encore  j[|Iu9  petit,  le  frotfem^pt  djsparaissait.  Or  ^sns  ce  cas,  erf 
GQQsid^rant  s^par^ment  le  mouvement  uniforme  de  la  roue 
A'B'  pendant  que  3a  cicconf^renpe  prio)itive  se  d^place  de  r^tre 
ia,  on  aurait  exactement 

a  an  r^sqlte  que  dam  le  tenno  de  T^quation  prtfc^dente  ok  ^Na 

fall       4  \ 
estaffect^  du  facteur   —[-  +  -]    ordinalrement  tr&s-petit , 

en  pent  w^s  fiftpm  notable  remplacer  cette  quantify  kSfa 
W  T,  pe  m  doWfi 

^==^r(i  +  5^«(;+i)).  li] 

Par  cette  formule  doe  a  H.  Ponoelet  et  dont  seulement  la 
demonstration  est  ici  simplifi^e  par  Phypoth^se  immediate  d'un 
pas  assez  petit,  on  voit  que  le  travail  ri^sistant  At  au  frottement 
varie,  pour  des  rayons  donnas  r  pt  r\  proportjopnelleraent  au 
pas  a.  11  est  par  consequent  utile  de  r^duire  celui-ci  autant  que 
cela  est  possjt^le^  en  coqservant  aux  dents  r^paisseur  n^ces- 
ttire  pour  qn'etles  pe  se  rotnp0nt  pas  sous  la  pression  qu'elles 
doivent  supporter.  L'^tude  des  dimensions  convenables  des 
d^pts  d'engrena^Q  ^p^rtieql  ^  )a  sqience  de  la  resistance  des 
nuiteriaux. 
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Si  I'engrenage  est  cylindrique,  on  transforme  la  formule  ea 
y  introduisant  lea  nombres  n  et  n!  des  dents  des  deox  roues. 
On  a 

«= et    a= — r-,    doil    — =-    et    t-7=-. 

Deli 

r=:r(i+^(i+i)).  m 

ExBmi:  ^=0,10;  n=90;  »'=«;  /•x/l+i)=0,(»4=^. 

Dans  les  Equations  [\]  et  [^]  on  pent,  au  lieu  du  ra|^)ortdes 
travaux  T  et  T'  des  forces  qui  agissent  sur  les  deux  roues,  en 
dehors  du  contact  des  deuts,  introduire  le  rapport  des  moments 
de  ces  forces  ai^tour  des  axes  respectifs  de  rotation.  D^signons 
en  g^n^ral  par  F  les  diverses  forces  autres  que  l^  et  fN  qui 
sollicitent  la  roue  AB,  et  par  F'  les  forces  analogues  qui  agis- 
sent sur  la  roue  AV.  En  consid^rant  comme  positib  les  mo- 
ments des  forces  F  autour  de  Taxe  de  la  premiere  roue,  lorsqne 
ces  forces  sont  mouvantes^  et  les  moments  des  forces  F'  autoar 
de  Faxe  de  la  seconde  roue  lorsqu'elles  sont  rdsistantes,  si  nous 
prenons  les  travaux  T  et  T'  pour  la  durte  d'une  seconde,  et 
si  nous  d^ignons  par  w  et  w'  les  vitesses  angulaires  des  deox 
roues  par  seconde,  nous  aurons 

T=w2aitF,      r=w'lJtLF',    et     wr=wV; 

par  suite  les  formules  [1]  et  [S]  deviennent 

2aitF=l2^F'.(l  +  l/^«  (J+^J).         [ihii] 


nommfT  dbs  kiounaqu. 

SKO.  FrotCemeBt  d«s  eagresacM  eoBiquM.  <—  Si  Tea-^ 
grenage  est  coDique,  il  faut,  suivant  la  remarque  de  M.  Pon- 
celet,conserverIaformul6[l]en  prenantpour  r  et  r',  nonles 
rayons  GT  et  C'T  des  circonfSrences  primitives  moyennes 
(fig.  9i),  mais  les  distances  OT  et  O'T  conipt6es  sur  une  per- 
pendiculaire  it  la  g^n^ratrice  de  contact  AT  des  deuxcAnes 
primitib^  parce  que  les  courbes  directrices  des  dents  coniqoes 
setouchent,  en  effet,  pendant  une  courte  dur^e,  comme  si  elles 
restaient  dans  )e  plan  CO'  perpendiculaire  h  AT. 

231.   HeaiarqiiMi  rar  les  foratvles  pr^eMeatcs.  —  Ces 

formules  ont  &i6  ^tablies  en  supposant.que  le  contact  des  deux 
roues  commence  k  la  distance  d'un  pas  avant  la  ligne  des  cen- 
tres^ et  Unit  k  un  pas  apr^s  cette  ligne  :  c'est  Tusage  ordinaire. 
Elles  subsisteraient,  si  le  contact  n'avait  lieu  que  d'un  c6t£  de  la 
ligne  des  centres,  dans  T^tendue  d'un  pas ;  mais  cette  disposi- 
tion serait  mauvaise  en  pratique,  parce  qu'elle  exposerait  k  des 
chocs  par  suite  des  moindres  irr^gularit^s  dans  la  figure  des 
dents.  Si  I'du  admettait,  ce  qui  est  thtoriquement  possible,  que 
le  contact  commen^t  k  un  demi-pas  avant  la  ligne  des  centres 
et  finlt  k  un  demi-pas  apr^^  on  r^duirait  k  moiti^  le  travail  re- 
sistant du  frottement ;  mais  il  en  risulterait  le  m6me  inconve- 
nient qui  vient  d'dtre  indiqu^.  II  convient  done  de  s'en  tenir  k 
I'usage  et  aux  formules  [i]  et  [2]. 

D'ailleurs^  la  th^orie  pr^cedente  n'a  pas  ^gard  k  Tinexactitude 
de  division  des  roues,  ni  k  la  deformation  des  dents>  laquelle 
est  inevitable,  parce  que,  la  vitesse  de  glissement  etant  propor- 
tionnelle  k  la  distance  du  contact  k  la  ligne  des  centres,  il  en 
risulte  que  les  pointes  des  dents  tendent  k  s'eflSler  et  leurs  flancs 
^  se  creuser.  De  1^  de  petits  chocs  et  des  travaux  resistants  qu'il 
iaudrait  ajouter  k  celui  du  frottement.  Des  experiences  directes 
8Qr  cette  mati^re  seraient  d'un  assez  grand  inter6t. 

2SS.  TrevU  A  eiigre»ai;e.  —  Appliquons  les  notions  prece- 
dentes  k  un  exemple  oix  se  rencontrent  k  la  fois  le  frottement 

94 
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des  tourillons  et  le  frottemeot  d'un  engrenage.  Nous  admettiNB 
des  doDD^es  qui  simplifient  les  calculs;  mais  on  suivrait  lamtee 
marche  dans  ua  cas  plus  compliqu^. 

Un  treuil  dont  l*axe  borizontal  est  €!  (6g.  9%  et  dost  Ics 
tourillons  ^gaux  out  le  rayon  p',  touroe  en  subiaeant  ime  re- 
sistance principale  P,  verticale  et  tangente  4  une  ciroonttreoee 
dont  le  rayon  CD  est  dteigne  par  p.  Sur  Tarbre  de  ce  tieiul 
est  mont^e  une  roue  dent^  cylindriqu6|  dont  le  rayon  piiiui- 
tif  G'T  est  ^al  h.  i^.  Cette  roue  engrtoe  avee  une  autre  qui  It 
mine^  et  dont  Taxe,  parall^le  k  C  et  dans  le  m^me  plan  hori- 
zontal, est  soit  en  t,  solt  en  t.  (ce  qui  corisliitue  deux  dispo- 
sitions did'drentes  t]u'ii  faudra  comparer).  Le  raybh  ct  oti  £|T, 
de  la  roue  motKce  est  r;  et  siit  le  m^me  itrbre  esi  inont^  une 
poulie  sur  laquelle  agit  la  fbrce  mouvante  Q  ou  Q^  verticale, 
6t  dont  la  distance  £g  bu  !:,€«  \  Taxe  de  la  poulie  est  desi- 
gnee par  q.  Les  tourillbns  de  I'arbre  commun  k  la  roue  motriee 
et  ii  la  poulie  ont  le  rayon  p.  Chacun des  deux  corps  toumants 
est  centre  exactement :  te  poids  du  premier,  qui  a  son  centre  de 
^viie  en  €',  est  S\  le  poids  du  second  est  k.  On  demaode, 
dans  I'hypothfese  du  bouvemeiit  sensiblecbent  iihiibrme  :  i*  ia 
relation  entre  les  forces  ijf  et  i^ ;  ^  les  pressions  sur  les  tou- 
rillons et  sur  les  denis  de  Tengrenage,  eu  ^gard  aux  divers 
frottements. 

Traitons  d'abord  la  premiirb  dispbsitioii,  oii  la  roue  motrioe 
presse  I'autre  de  bas  enhaut.  fioient  if  et  it  les  reactions  to- 
tales  des  coussinets  des  tourillons  G'  et  t:.  Leurs  momeDts 
autour  des  axes  H  et  G  sont  respectivement  ^«iiV  et  fjf^\ 
r^quaiion  [1  &ts]  du  num6ro  248  devient : 

Pour  eiiminer  les  inconuues  Jt  et  It',  remarqiions  que,  le  mou- 
vement  de  cbaqoe  roue  ^tant  trbs-approximatitemeiit  unifirae, 
il  y  a  ^liilibre  entre  lea  forces  H,  0,  S,  tf  ei  fN  qni  -^-^ 
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8ur  la  roue  motrice  tournant  autour  de  G^  et  si  nous  consid^- 
rons  en  particulier  I'instant  oil  le  contact  a  lieu  en  T  sur  la 
ligne  des  centres,  le  frottement  fN  est  nul  comme  la  vitesse  de 
glissement.  La  force  R  est  alors  verticale  comme  les  forces  P,  S 
et  iV.  En  prenant  leurs  moments  autour  de  Taxe  projet^  en  T, 
et  remarquant  que  la  petite  distance  de  Ji  k  Taxe  de  rotation  G 
est  f^p^  et  peut  itre  n^glig^e  auprfes  de  r,  on  a 


*r  — «r  — e(sf+r)  =  0,    d'oix    HssS+qU+^j. 


m 


De  m^me  Tequilibre  des  forces  If,  P,  sf,  rf  (^gale  et  oppo- 
se h  ZV);  qui  bgissent  sur  la  roue  men^e^  donne 

AV-S'r'— PCr'— /?)=0,    d'oii    rf=s'+p/l— jj.    [3] 

L'^limination  de  il  et  de  A'  transforme  T^quation  [i]  en  la 
relation  chereh^e  entre  Q  et  P,  savoir : 

0(y-Ap(*+J))=sAp« 

+  J(>,+f,,(,H-.(.-£)))(.  +  &(l+i)).      W 

Quant  aux  actions  biutuelles  N  et  N'  des  dents  de  I'engre- 
iiAge,  elles  sont  k  la  rigueur  un  peu  variables,  mais  11  suffit  de 
fcs  eonsiderer  h  Tinstant  od  le  contact  a  lieu  en  T  sur  la  ligne 
des  centres,  et  Ton  a  alors,  dans  I'hypothtee  du  mouvement 
^^orm(3,led  liquations  de  moments  : 

d'oit>  )i  cause  de  iv=s  n'  et  des  experiences  prfeMentes  de  A 
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et  de  It',  on  conclut,  comme  valeurs  approximatWes,  soit 
soit 

Dans  le  cas  de  la  deuxi&me  disposition,  oil  la  roue  motrioe 
presse  I'autre  de  haut  en  bas,  en  d^signant  par  Qi  la  force  moii- 
vante>  on  trouve  que  les  ^uations  pr£c6dentes  sont  modifite    ' 
coniine  il  suit : 

JJ,r-«r4-C,(y— r)=0,    d'oil    «,=«-<?, /2  —  t J, [Jto] 
jl'/_S'r'-P(r'+|.)=0,    d'oii    B!,=Sf-t-pU+^\,\3to] 

+r(^+,,,(,+,(,+t)))(.4(l+')).  ,.H 

^t'-  =  0i7-/«p(«-<?i(J-*)).  Ptel 

RuAiQUBs.  —  Si  I'on  suppose  connus  les  poids  S  ei  sf  i» 
deux  corps  touroanls,  ies  rayons  r,  r^^  p^  9,  p  et  p*,  lepas* 
de  I'engrenage,  les  coefficients  f  et  f^  des  frottements,  et  enfin 
la  resistance  P,  T^uation  [4]  ou  [4  Ms],  selon  la  disposilioo 
adopts,  fera  connattre  la  valeur  Q  ou  Q^  de  la  force  mou- 
vante  n^essaire  pour  entretenir  uniforme  le  mouvemeot  uds 
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fois  acquis^  force  dont  le  travail  sera  d'ailleurs  proportionnel  h 
la  Vitesse  de  son  point  d'application.  Les  Equations  [2]  et  [3], 
on  [3  bis]  et  [3  bis],  serviront  k  calculer  les  pressions  Jt  et  B\ 
on  JR^  et  jR/^  et  k  verifier  si^  eu  6gard  h  la  resistance  des  ma- 
tMaux^  les  rayons  p  et  p'  des  tourillons  sont  convenablement 
proportionn^  k  leurs  charges;  enfin^  F^quation  [6]  ou  [6  bis] 
donnera  la  valeur  de  la  pression  des  dents  iV  ou  2V,,  qui  per- 
mettra  de  juger  si  le  pas  a  et  I'^paisseur  des  dents  conviennent 
k  cette  pression,  et  si  les  arbres  tournants  et  les  roues  qu'ils 
supportent  ont  des  dimensions  suffisantes. 

S'il  s'agit  d'un  projet  de  machine  dans  lequel^  connaissant  la 
rfaistance  P  et  les  rayons  r,  r',  p  et  q,  le  reste  est  k  deter- 
miner par  le  calcul,  on  y  parviendra  par  un  proc<5d6  approxi- 
matif  qui  suflSt  pour  la  pratique  :  on  calculera  d'abord  les  valeurs 
de  Q  et  de  N  en  n^gligeant  le  frottement^  et  posant  par  con- 
sequent 

et  Ton  augmentera^  par  aper^u  et  dans  un  rapport  plutdt  trop 
fort  que  trop  faible,  ces  valeurs^  qui  serviront  k  determiner,  pour 
un  premier  essai,  le  pas  a  de  I'engrenage,  les  dimensions  des 
arbres  et  des  roues,  et,  par  suite,  les  poids  S  et  5',  puis  les 
pressions  II  et  JR',  et,  par  suite,  les  rayons  p  et  p'.  On  appli- 
quera  alors  r^quation  [4]  ou  [4  bis],  selon  la  disposition  adop- 
tie,  pour  calculer  Q  ou  Q„  et,  dans  le  cas  oil  Ton  trouvera  sa 
valeur  notablement  diffirente  de  celle  qu'on  aura  d*abord  sup- 
posde,  on  modifiera^  en  consequence^  les  poids  s  et  5',  les 
pressions  il  et  ^,  les  rayons  p  et  p',  la  pression  N,  le  pas  a, 
etenfin  la  valeur  pratiquement  exacte  de  Q  ou  de  Q^. 

Si  Ton  compare  les  deux  dispositions  indiquies,  on  voit  que 
Tarbre  C,  qui  supporte  la  resistance  P,  est  plus  charge  dans  la 
seconde  que  dans  la  premiere,  parce  que  la  pression  2V/  est 
descendante,  comme  S  et  <^„  tandis  que  la  pression  N*  est  as- 
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cendante;  mais  c'est  le  contraire  qui  a  lien  poor  les  arbres  € 
et  C,  qui  supportent  la  force  mouTante  <^  on  (^^  :  i'arbre  C, 
de  la  seconde  dispontion  est  moins  charge  que  Tarbre  G  de  fat 
premiere,  parce  que  la  pression  N^  est  asceodante  et  la  pTe»* 
sion  N  descendante.  Tout  calcul  fait,  od  trouvera,  en  gintel^ 
que  )a  secoode  disposition  est  pr£f<6rable  au  poiot  de  vue  de 
r^oonomie  de  la  foroe  mouvaute,  c'est-ii-dire  que  Q^  est  moio- 
dre  que  Q. 

253.  Frottement  d'nn  enipFeBSce  eyllBdriqve  H  gvsail 
pas.  —  Nous  venous  de  consid^rer  le  frottement  d'un  engre- 
nage  dans  le  cas  ordinaire  oil  le  pas  est  trfes-petit  relativement 
aux  rayons,  et  la  formule  obtenue  s'appiique  alors  egalement, 
soit  que  le  contact  des  dents  commence  k  la  ligne  des  centres 
et  finisse  k  la  distance  d'un  pas^  soit  que  Tinverse  ait  lieu,  soit 
enfin  que  le  contact  commence  k  un  pas  en  avant  de  la  ligne  des 
centres  et  finisse  k  la  m^me  distance  de  Tautre  cdt6. 11  n'en  se- 
rait  pas  de  m^me  si  les  dents  devai^nf  se  prendre  et  se  quitter 
k  une  grande  distance  de  la  ligne  des  centres. 

Soient  C  et  C  (fig.  93)  les  centres  de  deux  roues  dont  les 
cercles  primitifs,  ayant  r  et  r'  pour  rayons,  se  touchent  eh  A. 
Leurs  dents  se  touchent  actuellement  en  M.  Supposons  d'abord 
que  la  roue  G  m^nelaroue  €';  le  contact  actuel  en  M  est  done 
au  dela  de  la  Hone  des  centres.  Soit  la  force  mouvante  Q,  eqoi- 
valente,  pour  les  moments  autour  de  C,  k  toutes  les  forces  qui 
sollicitent  la  roue  C  en  dehors  du  contact  des  dents ;  soit  P  h 
force  r^sislante  analogue  pour  la  roue  C'.  La  roue  C  est  en 
6quilibre  sous  Taction  de  la  force  Q,  de  la  pression  normale  5 
et  du  frottement  resistant  fN  au  point  M.  De  mfime  Ja  roue  C 
est  en  equilibre  sous  les  forces  P,  IV  et  fN\  ces  deux  dcr- 
niferes  igales  et  directement  oppos6es  k  iV  et  i  fx.  De  li,  on 
conclut  deux  Equations  de  moments,  en  faisant  AM  =p :  pour 
la  roue  G; 

<?r  —  iWr  sin  p— /W  (r  cos  &+!>)= 0, 


pour  la  rone  C, 

JV— iVVsin  P— /iV'(r'co8  0— p)  =0; 
dPoik,  k  canse  de  Zf = /V^  qu'on  ^limine  : 

^     sinP+Wcosp— ?,]  sinP+Z^fcosP— jj 

Consid^rops,  en  second  lieu,  le  contact  des  dents  avant  leur 
passage  par  la  ligne  des  centres ,  et,  pour  nous  servir  4c  la 
m£me  figure,  supposons  que,  le  mouvement  ayant  lieu  en  sens 
inverse  des  filches,  la  force  P  soi(  mouvante  et  la  force  Q  r6- 
sistante.  Les  forces  fN  et  /*iV  -  changent  de  sens ;  les  Equations 
pr4c^den|es  subsistenf,  sauf  le  c)ian(;ement  de  signe  de  /*,  et 
deviennent 

^     sinp— fjcosP+H  sinp— /'[cosP+2j 

Dans  les  cas  ordinaires  de  la  pratique.  Tangle  3  difi%re  peu 
de  90%  et  le  coefficient  f  est  assez  petit  pour  que  les  deux  d^« 
Dominateurs  des  fractions  tr^petites  qui  entrent  dans  les  der* 
niers  membres  des  Equations  [i]  et  [2]  puissent  dtre  approxi- 
mativement  remplac^s  par  1.  Le  rapport  des  forces  Q  et  P, 
qui  est  aussi  celui  de  leurs  fravaux  ^l^mentaires  a  partir  de  la 
position  indiqu^e  par  les  valeurs  de  ^  et  de  ;»  (puisque  P  e%  Q 
soni  appliqu^es  tangentiellement  k  des  circonf^rences  ayant  la 

mfime  vitesse),  varie  de  1  k  i+fa  I — | — ^  ,   le  pas  a  itant 

sensiblement  ^1  k  la  plus  grande  valenr  de  p.  Le  rapporl 
mofen  des  foioes  nouvante  t%  rMstaate,  ou  de  leum  travaux. 
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est  done  environ  i  +  -/a  (-H — -,1,  commeon  Pa trouv^autre- 

ment  au  num^ro  S49. 

Mais  la  comparaison  des  formules  [i]  et  [2]  fait  voir  que  Tid- 
fluence  du  frottement  est  r^llement  plus  grande  avant  qu'apris 
la  ligne  des  centres.  On  pourrait  m^rne  determiner  des  valeurs 
de  0,  de  p  et  de  f,  qui  rendraient  n^tif  le  denominateur 
de  la  formule  [2].  Le  mouvement  suppose  serait  done  impossi- 
ble ;  il  y  aurait  alors  ce  qu'on  appelle  un  arc-boutemetit,  quelque 
paHaite  que  ffiit  la  forme  des  dents.  Ge  fait,  analogue  k  ceux 
qui  ont  ^te  mentionnes  aux  num^ros  ^i, 222  et 224,  s'expUque 
en  remarquant  que  rin^galiti  r  sin  P  </*  ( r  cos  P  +;> ),  dans 
laquelle  f  est  la  tangente  de  Tangle  de  la  reaction  totale  et  de 
la  normale  au  point  de  contact,  signitierait  que  cette  r&ictioa 
totale  A,  rcQue  par  la  roue  C  au  point  M  et  dirigee  dans  Tan- 
gle TMA  (attendu  que,  les  roues  toumant  en  sens  contraire  des 
filches,  fN  est  aussi  en  sens  oppos^  de  celui  qu'indique  la 
figure),  passerait  au-dessus  du  centre  G^  de  sorte  que  les  deux 
forces  K  et  Q  tendraient  k  faire  toumer  la  roue  G  en  sens 
contraire  du  mouvement  effectif,  ce  qui  est  absurde. 

854.  EneUqveiage  Dobo.  —  Get  appareil  pr^nte  un  cas 
d'arc-boutement  qui  s'explique  comme  le  precedent.  Un  arbre, 
dont  Taxe  est  O  (fig.  94),  ne  pent,  k  eause  d'un  frottement  oa 
d'une  resistance  analogue^  toumer  autour  de  cet  axe,  si  ce  n'est 
moyennant  des  forces  Q  d'un  moment  suffisant*  Sur  cet  arbre 
est  caie  un  disque  circulaire  ABG,  entour^  d*un  anneau  DE, 
semblable  k  une  bague  d'excentrique  circulaire.  G'est  sur  cet 
anneau  qu'agissent,  au  moyen  de  bras  ou  chevilles^  les  deux 
forces  Q  qui  doivent  faire  toumer  le  disque  ABG  et  Tarbre 
dans  le  sens  de  la  fltehe.  De  plus,  on  veut  que,  lorsque  les 
forces  Q  changent  de  sens,  Tanneau  tourae  en  sens  contraire 
de  la  fl6che  sans  entratner  Tarbre,  de  sorte  que  celui-ci  doit  avoir 
un  mouvement  intermittent  de  rotation  toujours  dans  le  mtae 
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sens^  tandis  que  ia  rotation  de  I'anneau  est  alternative.  On  sa- 
tisferait  h  cette  condition  par  une  roue  k  rochet  et  un  levier  k 
cliquet;  mais  les  oscillations  du  levier  devraient  correspondre  k 
VD  nombre  entier  de  dents  du  rochet.  L^encliquetage  Dobo  n'est 
pas  soumis  k  cette  restriction. 

Dans  le  creux  HIRL  compris  entre  la  paroi  interieure  d'une 
partie  de  Tanneau  et  la  face  plane  IK  du  disque,  sent  ^tablies 
quatre  pieces,  dont  chacune^  telle  que  abe,  pouvant  tourner 
sur  le  plan  IK  autour  d'une  goupille  o  solidement  fix^e  dans 
le  disque  AB,  est  en  contact  avec  Tinterieur  de  Panneau  par 
une  surface  cylindrique  adb,  dont  le  rayon  est  tant  soit  peu 
nioindre  que  celui  de  Tanneau.  Un  petit  ressort  e  presse  faible- 
ment  cette  esp^ce  de  secteur  dans  le  sens  de  adb,  et  la  gou- 
pille e  est  situ^e  hors  de  la  normale  dO,  mais  de  mani^re  que 
Tangle  Ode  soit  plus  petit  que  Tangle  de  frottement  des  ma- 
ti^res  en  contact.  II  en  r^sulte  que  le  mouvement  de  Tanneau 
dans  le  sens  de  la  fl^che  est  impossible,  sans  entratner  celui  du 
disque  et  de  Tarbre ;  car  le  secteur  abo,  par  exemple,  press6 
par  le  ressort  et  par  une  force  R  exerc^e  par  Tanneau  et  faisant 
avec  dO  Tangle  du  frottement  plus  grand  que  Ode,  ne  pour- 
rait  rester  immobile^  puisque  cette  force  et  le  ressort  tendraient 
k  le  faire  tourner  dans  le  m^me  sens  autour  de  la  goupille.  Au 
contraire,  dans  le  sens  oppose  k  celui  de  la  fliche,  un  faible 
effort  suffit  pour  faire  tourner  Tanneau  autour  du  disque  et  de 
Tarbre  rest^  fixes. 


Stftt.  Ei^ppema|pe  b^li^ldal,  dlt  de  Wblte,  mmmm  giWatmemt. 

—  On  salt  [Cinimat.y  art.  103)  en  quoi  consiste  ce  genre  d'en- 
grenage.  Ajoutons  ici  qu'on  ne  pourrail  pas  dire,  k  la  rigueur, 
que  cet  engrenage  ne  donne  lieu  k  aucune  resistance.  Thfori- 
quement,  les  dents  ne  s'y  touchent  k  chaque  instant  qu'en  un 
point,  dansle  plan  des  deux  axes  de  rotation;  or  cette  hypo- 
thise  ne  se  realise  pas,  parce  que  les  dents  se  compriment  mu- 
toeliement  kTendroit  de  leur  contact,  et  qette  deformation  doit 
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£tre  plus  grande  que  dans  UQ  eogrenage  cjlindrique  od  U  oou- 
tact  thtorique  a  lieu  le  long  d'ane  g^n^ratrice  commune  aux 
deux  dents.  De  lit,  tout  au  moins,  une  resistance  au  roulement, 
dont  rimportance  ne  pourrait  gu6re  £tre  d^terminSe  que  par 
rexp^rience. 

286.  Froftemeiit  de  u  vis  sans  fin.  —  Dans  le  voisinage  de 
la  perpendiculaire  commune  h  Paxe  de  la  vis  et  k  celui  de  la 
roue^  le  glisseraent  mutuel  des  deux  corps  est  analogue  k  celai 
d'une  vis  et  de  son  ^crou.  En  tout  autre  point  de  contact,  le 
frottement  participe  de  celui  de  la  vis  contre  son  ^crou  et  da 
frottement  des  engrenages.  Or  ce  dernier,  ^tant  trte-petit  par 
rapport  h  Pautre,  pent  sans  erreur  notable  £tre  n^glig^ :  nous  ne 
consid^rerons  done  Tengrenage  dont  il  s'agit  qu*k  Tinstant  oili 
le  contact  a  lieu  sur  la  perpendiculaire  commune  aux  deux 
axes. 

Soient  /  le  rayon  primitif  de  la  vis  et  r  celui  de  la  roue; 
de  sorte  que  r^  ei  r  sent  les  distances  respectives  du  point  de 
contact  aux  deux  axes.  Soit  i  Tangle  de  Th^Iice  de  la  vis  au 
point  de  contact  avec  le  plan  perpendiculaire  k  son  axe. 

€iwi  •*  im  irim  m^e  In  M«e.  —  SupposoQs  qqe  ()ana  ce  cas, 
qui  es(  le  plus  frequent,  le  mouvement  soit  uniforme.  Le  corps 
tourpant  dont  la  vis  fait  partie  re^it,  en  dehors  de  son  contact 
avec  la  roue,  diverses  forces  ( comprenan^  les  reactions  resb- 
tantes  des  appuis),  dont  la  somme  alg^brique  des  moments  au- 
tour  de  I'axe  pent  6tre  representee  par  <Jr,  c'est-k-dire  que 
toutes  ces  forces,  les  unes  mouvantes,  lea  autr^s  resistantes, 
equivalent j  quant  k  leurs  moments  et  quant  k  leura  travaux,  k 
une  force  mouvante  unique  Q  tangenteaucytindreprimilifde 
la  vis  et  perpendiculaire  k  une  generatrice.  De  m6me  toutes  las 
forces  qui  agissent  sur  la  roue,  bors  de  son  contact  avec  la  vis, 
equivalent,  quant  k  leurs  moments  autour  de  Taxe  de  la  roue,  k 
une  force  resiatante  unique  P  tangente  k  la  ciroonference  pif:- 
mitjve  ^  ayant  par  consequent  fr'  pour  moment.  Gela  ppa^f 


81  nous  daaigqons  par  X'  et  f^'  ( tig.  95 )  Iq9  composantes, 
normale  et  tangentielle,  de  la  pression  de  la  roue  sur  la  vis,  et 
par  iV  et  fN  les  composantes  ^gales  et  contraires  de  la  pres- 
sion de  la  vis  sur  la  roue,  T^quation  des  moments  des  forces 
subies  par  la  vis  autour  de  son  axe  est 

Qr'  —  2¥'  sin  tr'  —  fN'  cos  tV  =0, 

et  celle  des  moments  des  forces  subies  par  la  roue  autour  de 
aoD  ue  est 

Pr— ZV  cos  f-r+^2V  sin  »r  =  0; 

done,  &  cause  de  iV'=iV, 

Q — iV sin  i  —  fN  cos »  =  0, 
P, --N  cos  i  +  frf  sin  i  =  p, 

d'oii 

Q_   tmgi+f 
P      1  —  /"tang  I ' 

equations  analogues  h,  celles  de  I'^quilibre  de  la  vis  et  de  son 
^crou.  La  derniire  monfre  que  le  rapport  ^e  Q  k  f*  ^iminue 
en  mdme  temps  que  Tangle  i  et  que,  toujours  sup^rieur  k  /*,  || 
en  difF^re  tr^s-peu  quand  Tangle  i  est  trfes-petit. 

Pour  comparer  le  travail  moteur  de  Q  au  travail  resistant 
de  if,  d^signons  par  v'  la  yitesse  d'un  point  fie  Th^lice  dont 
le  rayon  est  r^^  et  par  v  la  vitesse  d'un  point  de  la  circonf^- 
rence  primitive  de  la  roue ,  nous  aurons,  en  nQ  cQq$id6rant 
que  les  valeurs  absolues  des  travaux, 

eP~  Pv  ' 

D'ailleurs  un  poinf  de  la  circonf^rence  de  la  roue  parcourt  un 
pas  h  de  la  vis  pen(}ant  qu'un  point  d^  }'b<^)ice  parcq^irt  une 
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circonfereDce  3xr',  et  le  rafqpoit  de  ces  deux  bngoeurs  est 
^  k  tang  t;  done 


;?=s;:'=»^*- 


Par  consequent 


6£_(p       I     _   tangt+f        i 
6J»      P  tangt       1— /"tangi'ungi' 

rapport  qui^  et  cela  doit  6tre,  se  rMnit  k  i  quand  on  sappoie 
le  frottement  nul. 

Exempks  (dont  le  premier  est  conforme  k  Tarticie  111  de 
notre  TrotVe  de  Cinhnatique) : 


/Nombre  de  dents  de  la  roue.  .  .  n  =50 
glNombredefiletsdistinctsdelaTis.  »'=3 

g<Rayonprim]tifdelaroue r=0*,iO 

2f  Rayon  primitif  de  la  vis r'=0»,a2 

I  Coefficient  du  frottement fz=z(i^,i 

w      3 
Rapport  des  vitesses  angulaires.  — ,= — 

w     50 

jPasdelarouedentde.  .  /»=— =0*^01257 

I  j  Pas  de  chaque  h61ice  de 

S/    la  vis.. &=»>=:  0-»03T7 

Pente  de  I'h^Iice,  tang  i =-^,=^=0,300 

2xr      nr 


i.'=5 
r  =0",0*1 

A  =0-,(615 
Ung  (=0,586 


i"  exemple: 

Q      0,3+0,1  _ 
J»       1—0,03"" 

9*  exemfde : 

Q      0,586+0,t 


041.    f?_5i*i-ijT 

'''**•  ip -0,30-*'^  • 


-nil      ®<?_<>''3-i«R 
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Cm  •«  l«  M»e  Bi^ae  l»  vis.  —  La  force  P  itanl  mouvante 
et  la  force  Q  r&istante,  il  faut  dans  les  Equations  pr^cMentes 
changer  le  signe  de  f  et  6crire 

Q       tangi— /•  f5Q       tangf— Z'        '^ 

ExxEPiBS.  M6mes  donn^es  qu^au  cas  pr^cMent. 
!•'  exemple : 

^  =  ^  =  «'**'     |J=5,I5.0.3=1.5«. 
2*  exemple : 

Rbxuiqubs.  —  I.  Lorsque  le  pas  de  la  roue  est  petit  relative- 
ment  h,  son  rayon,  etqu'elle  a  pen  d'^paisseur,  onpeut  la  con- 
sid^rer  comme  un  tronc  de  vis  dont  les  nombreuses  helices 
primitives  font,  avec  le  plan  perpendiculaire  k  Taxe,  un  angle, 
complement  de  Tangle  i;  de  sorte  Tengrenage  dit  de  la  vis  sans 
fin  se  r^uit  h  Tengrenage  de  deux  vis.  C'est  pourquoi,  quand 
la  seconde  vis  est  mouvante,  la  formule 

P_4  +  ftangt 
Q~   tangt— f  ' 

itant  mise  sous  la  forme 

P_tang  *      ' 


tangt 
est  tout  k  fait  paroille  k  la  formule  applicable  au  cas  oil  la  pre- 
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mi6re  vis  m^ne  la  seconde,  savoir  : 

P  _  tang  i  +  f 
Q       1— /^tangi' 

si  ce  n'est  que  Tangle  %  est  reniplac^  par  son  complement. 

II.  Le  rapport  de  P  k  Q  devant  toujours  ^tre  positif,  le 
premier  cas  exige,  pour  6tre  realisable,  la  condition 

/^tang » <  1    ou    cos  £  >  f, 

De  m£me  le  second  cas  exige  qu'on  ait : 

tangi>A 

c'est-ii-dire  que  dans  I'un  et  I'autre  cas  I'angle  de  llieUce  de  la 
vis  inenante  avec  son  axe  doit  6tre  plus  grand  que  Tangle  du 
frottement. 

Si  Ton  veut  que  Tengrenagb  soit  reciproqtf^;  d'est-a-ilire  que 
la  vis  puisse  mener  la  roue,  et  reciproquement  la  roue  mener 
la  vis^  il  faut  qu'oii  dit  tout  i  U  fois 

tdngt<^    et    tangt>^ 

ParMi  les  diverse^  vsilbbrs  ^ui  satlsfeniiem  I  t^tte  disable 
bbnditiod,  on  peut  falre  tang  f  ^1,  et,  dans  be  cas  {Miriieiiii^, 
le  rapport  du  travail  ndotbiir  M  travail  r^sistant^  quel  qde  sOit 
le  corps  tournant  qui  ro^ne  Tautre>  est  toujours 

i±f. 
i-r 

les  deux  vitesses  v  ei  v'  sontalors  dgales,  et  le  rapport  des 
forces  P  et  Q  est  egal  k  celui  de  leurs  travaux.  Si,  en  mfime 
temps  que  tang»=i,  on  suppose,  par  exemple,  /*=0,i,  le 

rapport  des  forces  et  de  leurs  travaux  est  -p~= 1,222. 

III.  Connaissant  le  coefficient  f,  oil  pent  se  prdposer^  dias 
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chacon  des  deux  cas,  de  trouver  la  valeur  de  tang  i  qui  ripond 
au  minimum  du  rapport  du  travail  moteur  au  travail  resistant. 
C'est  ce  qu'on  trouve  ais^ment  par  la  differentiation  en  prenant 
tang  {  pour  variable. 

Dans  le  premier  cas,  le  minimum  du  rapport    >~    repond  k 


tang»=— /+K/^+i,  quantity  trfes-peu  diff^rente  de  i  — f, 

^laqueUedorrespond    g^=     ;_y^.^'       i  ^^^  ,    tris-peu 

diffiSrent  de  (i  +  /^(l  +  /'+/^),  ce  qui,  dans  Thypothtee  oil 
f=^O^i,  donne  1,221  k  trfes-peu  prte. 

Dans  le  second  cas,  le  minimum  du  rapport    —^    repond  ii 


tang  »=/4-r7*-H-,  qui  difffere  par  1  +  A  d'od  Ton  conclut 

6P 

-—  =:  (1  +/)  (1  +f+  f^),  comme  dads  le  t>remier  cas. 

IV.  Les  formules  pr^c^denles  ont  ^te  etablies  en  ne  consi- 
d^rant  que  le  glissement  suivant  rh^lice  primitive  dans  le  voi<^ 
sinage  de  la  perpendiculaire  commune  aux  axes  de  la  vis  et  de 
la  roue.  On  tiendrait  compte  avec  une  approximation  suffisante 
du  fxottement  qui  a  lieu  dans  les  autres  situations,  en  ajoutant 
au  rapport  du  travail  moteur  au  travail  resistant  principal  le 
terme  qui  se  joindrait  k  runitd^  suivant  la  formule  [i]  du  nu- 
m^ro  949,  s'il  s'agissait  de  I'engrenage  de  la  roue  avec  une 

cr^maill^re.  Ainsi,  en  iaisant    ^  =  0   dans  celte  h)rmule,  ou 

-==0   dans  la  formule  [2]  du  m6me  article,  on  aurait  dans  le 

,   ,     .  ,      e<?  tangt+/  /ic 

cas  de  la  vis  menante    -—  =         . ,  ? — ^-^ — ^  =  — . 
6P      tang  I  (1  —  /^  tang  t)       n 

Cette  augmentation  serait  dans  le  premier  eiemple  0,006»  et 

dans  ie  second  0,012,  ce  qui  donnerait  au  rapport  des  travaux 

des  forces  Q  et  P  les  valeurs  1,376  et  1,262. 
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On  voit  qu'on  peut,  sans  erreur  notable,  n^liger  cette  mo- 
dification des  formules  ^tablies  d'abord. 

V.  II  r^suile  de  ce  qui  pr^c6de  que,  dans  I'engrenage  de  h 
vis  sans  fin^  ie  travail  proportionnel  du  fix>ttenient  est  bienplos 
grand  que  dans  les  engrenages  k  axes  parallftles  ou  conooo- 
rants ;  aussi  ne  s'en  sert-on  g^n^ralement  que  pour  transmettre 
de  faibles  quantit^s  de  travail,  ou  bien  lorsque,  dans  une  ope- 
ration accidentelle,  il  importe  pen  de  perdre  du  travail,  poarvH 
qu'^  I'aide  d^une  petite  force  on  exerce  un  grand  effort  sar  un 
corps  qui  se  meut  trfes-Ientement. 

2tt7.  FrolleaieBt  de  TeMgreaftipe  hyi^erbeleMe.  —  Noos 

avons  expose  dans  notre  Traite  de  Cinimalique  (de  114  k  123) 

la  th^orie  de  ce  mtomisme,  au  point  de  vue  gtem^trique,  et 

abstraction  faite  des  forces.  Nous  ne  nous  occuperons  ici  que 

du  cas  le  moins  compliqu^,  oil  les  axes  de  rotation  sont  reotan- 

gulaires  entre  eux  comme  dans  la  vis  sans  fin. 

w 
Soient  p  la  distance  de  ces  axes,  et   — ;  le  rapport  des  n- 

tesses  angulaires.  Supposons  que  I'axe  A  B  (fig.  96)  autoor 
duquel  la  vitesse  est  w  soit  vertical,  et  par  cons^uent  Tautre 
axe  A'B'  horizontal.  Dans  cette  figure,  A  A'  ^le  ii  ft  est  la 
perpendiculaire  commune  aux deux  axes;  les  longueurs  AB  et 
A'B'  sont  proportionnelles  k  w  et  w\ 

On  sait  que  les  hyperboloides  primitifs,  dont  les  g^niratrioes 
sont  k  la  naissance  des  surfiices  saillantes  et  rentrantes  des 
dents,  se  touchent  suivant  une  g^n&ntrice  commune  dont  les 
projections  sont  TM'  et  AM,  le  point  T  sur  A  A'  ^tant  de- 
termini  par  la  relation  {Cin.y  121) 

AT  _  g  _  w^« 
A'T  ""  a'  ^  w« 

et  la  droite  A  M  ayant  la  direction  de  la  diagonale  du  rec- 
tangle ABM  6,  dont  les  c6t&  s(mt  proportionnels  aux  vitesses 
angulaires  tv  et  «/• 
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On  sait  encore  que  la  vitesse  de  glissement  des  deux  surfiices 
lelongde  cette  g^n^ratrice  (TM',  AM)  estexprim^e  par  la 
formule  {Ctn.,  121) 

Supposons  maintenant  que  le  point  projett  en  If  et  M'  soit 
le  miUeu  de  I'artte  commune  des  dents  actuellement  en  con- 
tact. Soient  AB=:A,  distance  du  plan  moyen  de  la  roue  ho- 
riiontale  k  Taxe  horizontal,  et  A'B'=fc',  distance  du  plan 
moyen  de  la  roue  verticale  A  raxe  vertical.  Soit  AM!=zr,  rayon 
moyen  de  la  roue  horizontals  Soit  enfin  AM=%,  distance  du 
point  de  contact  (M',  M)  au  point  T  sur  la  perpendiculaire  AA' 
commune  aux  deux  axes. 

Considerons  les  forces  qui  sollicitent  la  roue  horizontals  en 
dehors  du  contact  (M'  M),  comme  ^uivalentes,  quant  k  lenrs 
moments  autour  de  AB,  ii  une  force  resistante  unique,  P, 
tangenle  k  la  circonf^rence  dont  le  rayon  est  r.  Son  moment 
est  Pr  etson  travail  par  unit*  de  temps,  Prw.  Dans  le  m£me 
temps  la  m«me  roue  mende  re^oit  de  I'autre  une  pression  qui 
86  decompose  en  une  force  normale  N  aux  surfaces  des  dents 
en  contact,  et  une  force  tangentielle  fN  dirig^e  sur  I'arfite  de 
glissement  (TM^  AM).  Le  travail  de  N  est  nul;  celui  de  fN 
parseconde  est  igal  k  cette  force  fN  multipU^e  par  la  vitesse 
de  glissement  r,. 

On  a  done 

^_/^^t_^^       P^  ,Nh'p 

6P       ST""'  5'.'7=F===^  =  /«  — » 

&  cause  de 


^    ^y^;^+;7^~'  p  * 


K  =  -  et  J/Ti+Ii-^z. 


n  nous  reste  k  trouver  le  rapport  ^  en  fonction  des  donnies, 
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et  pour  oela  il  faut  Seme  que,  le  mouvement  de  la  roue  bcri- 
BOntale  6tant  uniforiDe,  il  7  a  dqaitibre  ealre  l«i  Ui^cm  HI 
et  fN.  Nous  venons  de  dire  que  le  moment  4a  F  eal  #r«  U 

h! 

force  fN^  dont  la  projection  bomontale  est   fN  —  ,  a  poor 

Ka 

moment  fN — .  La  force  JS^  normale  aux  deux  dents  en  cod- 

taet^  est  silu^e  dans  leplan  tangent  en  (If » itf)  i  rhyperboloftb 
d(Mit  Taxe  est  A  B,  et,  dans  ce  plan,  elle  esl  perpendienhiiek 
la  gto^ratrtce  (TM'«  AM).  Ce  m^me  plan  tangent,  cootemal 
la  tangente  honzontale  en  (m,m')  k  la  oifeonference  denlto 
vayon  est  r,  a  sa  trace  horizcMilale  smfanfe  to  dreite  Tl  neo^ 
par  T  perpendiciilairemeBt  it  AM'.  Ceta  dWnt,  rabKMM bo- 
rizontalement  le  plan  dont  il  s'agit  autonr  de  sa  traee  s  le  ponil 
(M'»M)  vient  en  m  sur  le  prolongement  de  K^,  to  dislttlce 
Tm  restant  ^le  ii  AM  on  9,  et  to folte  N  m  trcinrf  f#» 
pendiculaire  )i  T  n*  faiaant  aveo  Thofizontale  petpendteninfl 
k  ■!  A  Tangle  y  ^1  ii  Tangto  AmT^  La  ftme  M  daw  rev- 
pace  pent  done  se  d^ompoaer  en  une  fetce  henioBlato  HM't 
dont  le  moment  est  iVcosy.  r  el  uneftirce  dont  to  noAeilMI 
mil,  pnisqu'elle  est  dans  un  m^me  plan  avee  I'aze  AB^ 

Conduons  que  T^uatioQ  des  moments  dee  lercea  M  tafi^ 
Kbre  autonr  de  cet  axe  est 

h'a. 
PK-^fPf ZVC0SYT=0- 

z 

Or  Tangle  ^  est  li^  tr^s-simplement  aux  longueois  qui  en- 
trent  dans  cette  ^atk»at>  ear  les  trian^ei  ATa«  et  ATM 
donnent : 

SIDY         «*•«,.  *'      J.  >.      •  ^' 

.  '     *    =-    et    smTAm=-.,    doti    sinY= — , 

sm  T  Am      z  r  '  *       sr  ' 

et  T&iuation  d*6quilibre  se  r^duit  k 

P—iV  (cosy  + /sin  y)  =0. 


D'aprte  ces  deux  derniires  relations,  le  rapport  pr^c^dem- 
ment  coDsid^r^  devient 

6P       a  l+Z'tangY* 

formule  h  hquelle  il  faut  joindre  la  d^termiDation  de  a  et  de 
Tangle  f  en  fonctions  des  donn^es  que  nous  supposons  £tre  p^ 
%'^\  k  { cps  deux  demi&res  distances  propOrtionnelles  aux 
titesses  aagvlaires). 
Ott  a,  p^r  Mela, 

^^^"f?^^^    i=5[/*M^,    r^y/W^, 
I  mlMtiiDer  dan^  ia  Ibrmule 

ah 

sin  Y  =  —  , 

d'ob  Ton  poarra  eoncinre  tang  y- 

L'angle  y  est  g^n^ralement  assez  petit  pour  qu'on  puisse, 
sans  erreur  notable^  remplacer  tang  y  pa^  sin  T^  ^^  n^gliger 
/tangY  auprte  de  4.  Ia  formule  pr^e^ente  devient  done  ap- 
proximativement 

^f^^  fl^ f 


6P     Vh^+^'^VK^+c: 

f 


'  i/HiiiiW) 


qQaMil6  i|n  reste  invariable  si  Ton  fait  vari^  proportionnellc- 
atnt  p^  &  et  A',  et  par  consequent  «,  mais  qui  dterolt  k 
naesure  ^*om  fait  crattre  k  et  A'  en  conserrant  les  mimes 
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taleurs  k  p^  k  p  9  et  par  cons^ent  k  a.  Dans  les  exemples 

suivantSy  ies  doan^  p,  k  ei  V  sont  rapports  k  one  aoU 
quelconque. 

EuHTus.!.    |i=l,  A=3,  A'=S,  /=0,10;  ~^=OfiB 

II.  p=l,  A=1,5;A=1,  /=0,10;  ^=0,053 

111.^  =  ^,  A=5,  V=l.  f=0,10;  ^=0,071 

Rbmakqcis.  I.  Les  nombresde  dents  n  et  »'  desdeax  roues, 
rteiproques  k  leurs  vitesses  angulaires,  sont  proportionneh  am 
distances  h!  et  h,  Mais  ces  nombres  de  dents  ne  sont  pas  exae- 
tement  proportionnels  aux  rayons  primitib  r  et  /.  On  a,  d*!- 
prte  ce  qui  prfeMe, 


et 


ce  qui  donnerait^  dans  le  premier  exempie,  r= 2,023  et 

r'=  3,079. 

II.  On  voit  combien  Tengrenage  hyperboloide  est  pr6fi6rablel 

la  vis  sans  fin,  quant  k  Teconomie  du  travail  des  forces,  puisqne, 

en  conservant  la  m6me  distance  f  des  deux  axes  et  le  mtaie 

tv        ik 
rapport  -7  ou  77  des  vitesses  angulaires,  on  pent,  en  angmen* 

tant  convenablement  la  grandeur  des  roues^  r6daire  anUnt 
qu'on  veut  le  rapport  du  travail  du  frottement  des  dents  so 
travail  des  autres  r&istances,  tandis  que  dans  la  vis  sans  fin  ce 
rapport  ne  peut  descendre  au-dessous  de  2/*+2/^-h/*. 


POmUS  R  PALARS. 
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(de  ISO  k  IBS). 

9)S8.  i^qvlUbM  dl*ui6  pealle  almple  (Bg.  97).  —  Soient : 

P  et  Q  les  deux  forces^  Tune  r^sistante,  Tautre  mouvante, 

agissant  suivant  les  parties  droites  de  la  corde  qui  em- 

brasse  la  poulie ; 
r  le  rayon  de  la  gorge  de  la  poulie^  augments  de  celui  de  la 

corde; 
f^  la  distance  de  la  r&istance  P  k  I'axe  de  figure  de  la 

poulie ; 
p  le  rayon  de  Tessieu,  si  celui«ci  est  fix^  k  la  poulie^  ou  le 

rayon  de  Tceil  de  la  poulie,  si  Tessieu  tient  k  la  chape; 
R  la  resistance  oblique  totale  que  la  poulie  re^it  de  ses 

appuis. 
En  ndgligeant  le  poids  de  la  poulie^  on  a  les  deux  Rations 
d'&pulibre 

«r-iV-/;ilp  =  0, 
d'oii,  en  y  joignant  la  formule  du  numiro  132, 

Pf^=Pr+^{A  +  BP), 

on  conclut 

<?=P+i. (A  +  BP)  +  f,  ^|/F»4-e»+2P0cos(P,0). 

Dans  le  cas  particulier  oil  les  forces  P  et  Q  sont  parall^les, 
cette  formule  devient 

Equation  qui  est  de  la  forme  Q=aH-^P)  dont  noosallonsfiiire 
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usage.  Les  quantity  a  et  ^  augmentent  ea  mdrne  temps  que 
la  groaieur  de  la  corde»  te  rayon  p  de  Tessieu  et  le  coefficieDt 
da  frottement^  et  k  mesure  que  le  rayon  r  de  la  poulie  diminne. 

S»9.  ifcqvliibM  d-u  palam  (fig.  98).  —  Nous  n^jgeoDS  ie 
poids  de  la  corde,  celui  des  poulies  et  le  frottement  lateral  de 
celles-ci;  nous  supposons  les  poulies  ^gales^  et  1^  cordom 
(parties  droites  de  la  corde)  sensiblement  parallfeles.  Soient : 

r,,  r^,  7,,...  Tn  les  tensions  des  n  cordons  allant  d'one 

moufle  k  Tautre,  et  non  eompris  le  cofdoD  mr  leqad 

agit  la  force  mouvante  Q ; 
r  le  rayon  de  chaque  poulie,  augments  de  eeliii  de  la  oflrde; 
p  les  rayons  des  Irous  eentraux  des  poolies. 
a  et  9  ^tant  des  fonctions  d^feanninto  comme  ii  fai  lln  da 

num6ro  pr&)^ent  des  quantity  connues  r,  p,  ^,  A  et  f, 

ona 


r»=  ft 


De  plus,  en  appelant  P  la  chatge  appliqu^e  k  la  moofle 
mobile, 

J»s3  T,  -f  r,  4-  T,-h...  ■+-  n . 
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Ea  placant  en  Mte  de  ces  ^uations  I'^litd 

et  ajoutant  les  n  tensions  depuis  T^  jusqu'it  Tr,  on  obtient 

l^yminant  7,  entre  cette  Equation  et  celle  qui  donne  ('ex- 
pression de  Qt  on  trouve 

Si  I'oB  fiusait  abstraction  du  frottement  et  de  la  roideur, 
toutes  les  tensions  seraient  6gales,  et  I'on  aorait 

wnormnwr  dbs  cobdbs  oo  cocrhok0  bvb  tn  cnamxB 
(138  •(  iU), 

S60.  Heaeemte'  d'un  toimean  biu*  nne  ^liell^  bi^Ui|i4»e  on 
sw  m  escaiier  (fig.  99).  —  Une  corde  ABCDEF  fix^e  en  Tune 
de  ses  extr^mit^s  A  embrasse  la  moitie  BCD  du  tonneau, 
vient  ensuite  8*enrouler  par  deux  ou  trois  tours  sUr  un  oyh'ndre 
fixe  £,  et  est  enfin  tenue  en  F  par  la  main  d'un  ouvrier^  qui 
i  Yolont^  laisse  descendre  I^jstement  le  tonneau  en  Iftchant  un 
peu  la  corde,  ou  arr^te  son  mouvemeQt  par  une  tension  mo- 
ddr^e.  Dans  I'^tat  d'^quilibre,  si  I'enroulement  de  la  corde  est 
de  3  tours,  la  tension  est  del  lit  12  fois  plus  petite  entre  £  et  F 
qu'entre  D  et  E  (134). 


Sei.  BaleatlMemevt  d'nn  telenn  an  mmwfnmumU  ~  One 

corde  £tant  attach^  en  Tune  de  ses  extr^mitte  a  un  anneau  ou 
i  un  poteau  d'aauurrage  fix6  k  tene,  un  marinier  renroole  rapi- 
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dement,  pendant  qu'elle  est  encore  Iftdiei  autoor  d'an  autre  po- 
teau  tki  sur  un  bateau  en  mouvement.  Gette  operation  fiule, 
le  marinier  tient  la  corde  entre  ses  mains,  au  deU  de  reoroo- 
lement,  et  la  laisse  glisser  avec  une  Titesse  qui  d^crott  comme 
celle  du  bateau.  Soient : 

P  le  poids  du  bateau,'y  compris  son  chargement, 
V  la  Vitesse  qu'il  s'agit  d'amortir^ 
T  la  tension  de  la  corde  entre  les  deux  poteaux, 
r.  sa  tension  au  delk  de  Penroulement^  dgale  k  Peffort  con- 
stant exerc6  par  le  marinier, 
I  Pespace  parcouru  par  le  bateau  depuis  Tinstant  oil  sa  Vi- 
tesse est  V  jusqu'k  celui  oil  elle  est  nuUe. 

L'iquation  de  Teffet  du  travail,  abstraction  faite  de  la  fiubie 
rtoistance  de  Teau  an  mouvement  du  bateau  qui  y  flotte,  est 

et  la  condition  du  glissement  presque  uniforme  de  la  coide  sur 
le  second  poteau  est  (133) 

On  en  conclut 

0,051  Fv>=Tj«^, 

ExBWLi:  P  =  300000tt;  ti  =  0»,80,  ^=0,13,  &==&, 
e^  =  41,66  (nM34), 

r.£=33«- 

Si,  pour  computer  Texemple  on  suppose  T^  s:i5^,  etpir 
consequent  r=289i^,  on  obtient  IslS^^.M. 

Le  mouvement  du  bateau  ^tant  uniform^ment  retaide  et  se 
terminant  par  une  vitesse  nulle,  pour  obtenir  la  duree  du  par- 
cours  de  la  distance  I  il  suffil  de  diviser  cette  longueur  par  la 
Vitesse  moyenne  qui  est  la  moiti6  de  la  vitesse  initiale  v ;  cette 
durte  est  done,  dans  I'ezemple^  de  63  secondes. 
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RnusQus.  La  force  T  est  limitto  par  la  plus  forte  tension 
que  puisse  supporter  avec  steurit^  la  corde  employ^.  Cette 
limite  est  d'environ  3  kilogrammes  par  millimetre  quarrd  de  la 
section  de  la  corde. 

S6fi.  D^vble  trenll  h  gorges.  —  Get  appareil ,  dicrit  au 
Dum^ro  i82  de  notre  Iraiti  de  Cinimatique,  offire  un  ing^nieux 
et  utile  emploi  de  la  resistance  au  glissement  des  cordes.  Les 
diverses  portions  de  la  corde  allant  d'un  cylindre  k  I'autre  ont 
des  tensions  di£Krentes  faciles  k  calculer,  ainsi  que  les  frotte- 
ments  qu'elles  produisent  sur  les  toarillons  des  arbres  toumants. 

963.  FmIm  h   lame  m^talUqne  embraosant  nne  ponlle 

(fig.  iOO).  —  Un  corps  cylindrique,  telque  celui  d'un  treuil, 
est  anim^  d'une  rotation  rapide  autour  de  Taxe  A,  par  suite  de 
la  descente  d'un  corps  pesant  li^  au  treuil  par  une  corde.  Ce 
second  corps  ^tant  arrive  au  bas  de  sa  chute,  on  pent  arr^ter  le 
mouvement  du  treuil  qui  tourne  inutilement.  Pour  cela ,  sur 
Tarbre  du  treuil  est  mont^^  une  poulie,  dont  une  partie  BGD 
est  embrass6e  par  une  lame  flexible  dont  les  extr^mit^  sont 
attach^es  d'une  part  au  point  fixe  O,  et  de  I'autre  au  bout  E 
d'un  levier  EOF.  Un  ouvrier  exerce  en  F  une  force  Q  qui  fait 
que  la  lame  se  tend  et  produit  sur  la  poulie  un  certain  frotte- 
ment.  On  demande,  moyennant  les  donn^es  n^cessaires,  com- 
bien  de  temps  il  faudra  pour  rMuire  le  cylindre  au  repos^  soit 
qa'il  tourne  dans  le  sens  BCD,  soit  qu'il  tourne  dans  le  sens 
oppose.  Soient : 

0F=:  b  le  bras  de  levier  de  la  foree  8,  i 
OG=c  la  distance  du  point  fixe  O  au  prolongement  de  la 

tangenteen  D,  i 

V  la  Vitesse  variable  de  la  circonf6rence  de  la  poulie,  j 

[  F  sa  valeur  initiale  connue,  I 

B  le  rayon  de  la  poulie^         *  J 

—  le  moment  d'inertie  du  corps  toumant  (y  compris  la  I 
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ponlia  et  i«s  rouM  qui  penvent  r  Mra  fimdes)^  wlour  de 
Kiue  A  qui  coatient  son  e^ntro  de  gmviti, 

li  et  I.  le  temps  demand^  dans  lea  deus  bypotbteea, 

7,  la  tension  inconnue  de  la  lame  en  D, 

7  la  tension  inconnue  en  B. 

L'^uilibre  du  levier  FOK  donne  la  relatioa 

Qh=:T,e.  [i] 

La  lame  Mant  en  repos  pendant  le  gliflsement  de  la  poiiKe, 
dent  le  flrottement  est  ind^pendant  de  rintensit6  de  la  tite«e, 
lea  tensions  T  et  T^  ont  la  m^me  relatioa  que  si  cette  lame 
glissait  uniform^ment  sur  la  poulie  devenue  fixe,  en  sens  ooih 
traire  de  la  rotation  effective.  Donc»  si  celle-ci  ost  dans  le 
^os  BcD>  OQ  a 

La  poulie  a  un  mouvement  varii  dont  la  formule  g4n4rale  (68] 
eat  rjijf^YSn^^  daQslaqueatioDaetuaUeracettdiatloiiaKH 

gulaura  ^^  ;^ »   ^i^  comme  on  fait  abstraotion  dv  (fottaaiem 

de  Tessieu  du  treuil,  les  seules  forces  h  consid^rer  commeagiS' 
sant  sur  la  poulie  sont  celles  qu'exeroe  la  lame  en  dqnitibre  et 
qui  ont  par  rapport  a  Taxe  A  la  tndme  somme  de  moments  que 
les  tensions  7  et  7, .  La  formule  cit6e  devient  done 

dv  g{T  —  T,)R  _  Pdv 

«dl  PB*  afJ  —  T^)' 

d'oii^en  integrant  de  Okt^  pour  t,  et  parconsAquentde  FkO 
pour  i;,  on  eonclut 

De  ces  trois  equations  oontenant  llncotmlie  ptineipale  f^  et 


couuon  iAHS  rn.  3911 

Im  deux  incomiues  %uxili«ir6$  T  el  To  on  tire 

1^ r .  [*J 

Dans  la  aeoonde  hypotbfesej  la  rotation  ayant  lieu  dans  la  sens 
DCB,  r^quation  [i]  subaial^,  I'^uation  [i]  est  remplaoto  par 

T,  =c^ T,    et  r Equation  [3]  par    i,  =  ;  on  en  tire 

<«SS'  ,   ■     ■'  .  [4Wil 

Rnuiovn.  I.  Le  temps  l,  est  plus  grand  que  t^  dans  le  rap- 
port de  e^  k  1.  II  est  done  avantageux  que  la  plus  fbrle  des 
dem  tensions  T  et  T^  ait  sa  direotion  passant  par  le  point 
fixe  O;  et  oette  tension  devra  Atre  oaleuMe  afin  qu'on  puisse 
s'assnrer  que  la  lame  a  une  section  transversale  sufflsante  pour 
y  r&ister. 

II.  Le  point  fixe  de  la  lame  peut  Mre  allleura  que  sur  Taxe 
de  rotation  du  levier  F£. 

AppUeailoB  Bimi^riqiie.  Donn^es  :  P  =  2000^«;  &=:0",80; 
c  =  0^,08;  F:=40-;  f==0,iQ  (fer  sur  fonte  gang  endwit); 

P  =  ---,  (3/4decirconf(§rence);  (J  =  15*«. 

X 

On  en  conclut  /^=2,56,  et  dans  le  premier  cas  T,  =:160*«; 
T=384*t;  I. =fr,T.  Dans  le  second  cas  T,=150*»;  r=68,6; 

S64.  TranamissioB  de  niq«ve»eBl  »v  atoyeB  §rmmm  e«rde 
mm  emmnole  mpm  lim.  —  Deux  arbres  qui  toument  autour  des 
axes  A  et  A'  (fig.  1(H)  portent  des  poulies  sur  lesquelles  s'en- 
roule  une  corde  ou  courroie  sans  fin  contenablement  tendue. 
Les  forces  Q  ei  P  ^taqt  appliqn^s  respectivement  k  deux 
poulies  ou  rones  mont^es  sur  les  m6mes  arbres,  et  les  poids 
des  deux  systimes  tournants>  dont  les  centres  de  gravity  fsoat 
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dans  les  axes  A  et  A',  ^tant  d^gn^  par  S  el  sf^  ondemande 
les  conditions  d'^quiiibre  k  ilnstant  oil  le  mouvement  est  uni- 
forme  ou  sur  le  point  de  nattre  dans  le  sens  de  la  force  moo- 
vante  Q,  eu  6gard  au  frottement  des  touriilons,  mais  abstrac- 
tion faite  de  la  roideur  de  la  courroie,  laquelle  est  ordinairemeat 
peu  sensible.  Pour  plus  de  simplicity  des  calculs^  on  suppose 
les  forces  Q  et  P  verticales  et  la  courroie  sensiblemeat  hori- 
xonlale  entre  les  deux  poulies. 

Ennommant  r  et  r'  les  rayons  des  deux  poulies,  p  et  p'les 
rayons  des  tourillons^  q  ei  p  les  bras  de  levier  des  forces  Q 
et  Pf  et  en  d^signant  par  Q^  et  P^  les  tensions  inconnues  des 
deux  parties  rectilignes  de  la  courroie,  d*ou  il  r&alte  qa'aux 
points  de  contact  de  cette  courroie  et  de  sa  poulie  A,  une 
force  Q|  est  r^sistante  et  une  force  P^  naouvante,  tandis  que 
tangentiellement  k  la  poulie  A'  une  force  ^le  Q^  est  mou- 
vante  et  une  force  P«  r^sistante,  on  a^  pour  le  corps  A : 

<?»-«?!  -^i)  r-f,P  \/{Q+S)^  +(e.+P,)t  =0,  [11 
pour  le  corps  A' : 

Pour  que  la  courroie  ne  glisse  sur  aucune  des  deux  poulies, 

11  faut  (433)  que  le  rapport  ^  soit  plus  petit  que  la  valeur  cal- 

cul^e  pour  le  cas  oil  le  glissement  est  sur  le  point  de  nattre. 
Ainsi  on  doit  avoir  en  mdme  temps  * 

Bca>     B'c'iy   , 

P  et  p'  6tant  les  rapports  et  — j—  des  arcs  embrasses 

sur  les  poulies  k  leurs  rayons. 
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Dans  rhjpotbtee  de  r^nonc^,  on  a  trte-approximativement 
p  =3  ^'=TC ;  mais  le  coefficient  f  pent  n'6tre  pas  le  mdnie  pour 
les  deux  poulies. 
V  Soit  i  le  plus  petit  des  seconds  membres  des  in^alit^s  pr6- 

c^entes;  11  faut  satisfaire  &  Tin^galite  ^<  i  qu'on  peut  rem- 

placer  par  Tdquation 


^i 


|i  =  *,  [31 

le  rapport  r  ^tant  moindre  que  Tunit^^  et  d*autant  plus  petit 

que  I'appareil  sera  plus  expose  k  des  secousses.  Si  cette  cir- 
Constance  n'existe  pas^  il  suffira  de  faire  ^=:0,9f  environ. 

Les  &iuations  [1],  [^]  et  [3]  fournissent  la  solution  du  pro- 
bl&me  dont  Piuconnue  principale  est  Q,  et  dont  les  iucon- 
nues  auxiliaires  sont  Q^  et  P,. 

Les  deux  premieres  Equations  suffiratent  si  la  somme  Q,+P| 
des  tensions  ^tait  donn^e  a  priori,  Cette  somme  ne  varie  pas 
notablement  quand  la  macbine  passe  du  repos  au  mouvement, 
parce  que,  pendant  qu'une  partie  de  la  courroie  s'allonge^  une 
autre  partie^  d'abord  ^ale,  se  raccourcit  d'autant. 

RxiABQUBs.  L  Latbtorie  pr^c^denten'estpascompl^tement 
exacte,  puisqu'elle  ne  tient  compte  ni  de  la  roideur  de  la  cour- 
roie^ ni  de  son  ^lasticit^  longitudinale  produisant  une  in^galit^ 
de  Vitesse  des  circonf^rences  des  deux  poulies  (Cin,,  157).  Mais 
les  consequences  de  ces  inexactitudes  quant  au  rapport  des 
forces  Q  et  P  peuvent,  sans  erreur  notable,  6tre  ndglig^es,  eu 
^gard  aux  incertitudes  qui  existent  toujours  dans  revaluation 
du  frottement  des  tourillons. 

n.  En  mkabnX,  on  doit  ^viter  de  tendre  la  courroie  beaucoup 
plus  quUl  n'est  n^cessaire,  parce  que  la  r^sultante  des  deux 
tensions  produit  une  pression  sur  cbacun  des  deux  arbres  et 
donne^  par  consequent,  lieu  k  un  accroissement  de  frottement. 
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III.  ladApendarainent  des  variathms  de  tetttfoml  <}ttl  solil  Aks 
it  oellM  des  fbrees  pf iDoipaiea,  la  couitoie  en  suint  d'airtred  en- 
core, qui  dependent  de  I'^tat  hygrometrique  de  Tatiiiteplidfe. 
Pour  y  reonMieis  on  emploie  une  poolie  dite  poulie  de  i^nm 
ou  tendeur,  qui,  par  une  manceuvre  trfes-simple  du  sorveiilnt 
de  la  machine,  presse  plus  ou  moins  la  courroie. 

IV.  Une  courroie  sans  fin  ^tant  en  moUTemetit,  si  k  r6fi- 
iance  P  vient  k  augmenter,  la  difference  des  tensions  Q^  el  JP^ 
AUgmente,  quoique  leur  somme  reate  constante^  et  il  peut  arri- 

ver  que  la  condition  ^  *<  **  ^^  soit  plus  satisfaite.  Dans  ce  cas, 

la  courroie  glisse  sur  Tune  au  moins  des  deux  poulies^  et  le  tap- 
port  de  leurs  vitesses  angulaires  est  alt^r^.  Cette  circonstance 
n'est  pas  toujours  desavantageuse  \  elle  peut  Stre  utile  lorsque. 
par  exemple,  la  poulie  men&Q  A^  est  U^e  k  un  outil  susceptible 
d'un  travail  variable  :  si  cet  organe  vient  k  rencontrer  un  ob- 
stacle exceptionnel,  il  peut»  par  suite  du  glissement  de  la  cour- 
Iroie,  se  ratentir  et  vaincre  la  r&istance  accidentelle  par  une 
diminution  tnomentan^e  de  la  puissance  vive  du  corps  toornant 
dont  il  fait  partie,  ou  bien  it  peut  s'arriter,  si  la  r&istance  est 
trop  grande  pour  6lre  ainsi  vaincue.  Dans  Tun  etl*autre  cas,  t 
la  poulie  menante  A  et  tout  le  reste  du  mtomisme^  jusqu'ao 
Diottur  primitif t  n'^prouvent  pas  de  ralenUssemeat  aolabto  dins 
leur  mouvement ;  lea  chocs  vioients  ei  les  ruptures  qui  pemmA 
a'ensuivre  soni  Miis. 

MOUTiaiiiT  TJJiii  fi*ini  vbbdo.. 


fHiaitii  (fig.  iM).  ^  Un  treuil  form^  d'un  arbre  tounaant  at- 
tour  d'une  droite  horizontale  O  porte  deux  tamboDrs  on  tj- 
Uadrea  ayant  la  mdme  droite  pour  axe.  Sur  ebaqne  tambour 
eat  enroulfo  une  oorde  qui  y  est  fixto  par  un  bout  et  qui  tMt 
miapendtt  k  ('autre  boot  un  corps  d*un  poids  eonBn.  On  demande 
la  lot  du  mottvament  qui  a  lieu  el  IM  tenskms  des  deux  ooides 


eh  inappmrnX :  l*  t{ue  Id  centre  (M  gravity  du  treuil  soit  dans 
rate  O^  99  que  lea  cordes  aoient  trfis-flexibtes  et  qu*crtl  n^lige 
laur  poMa  trta^petlt^  ootnparativement  aoi  poids  P  et  J**  dea 
eorpa  auapendua.  Soient : 

Q  le  poida  du  treuil , 

p  (A  j/  \es  fa^fons  dt!s  tdfnbdtira^ 

f  el  1*  \Bi  tetisidtis  indontiiles  des  cordes, 

w  la  Vitesse  angulaire  dii  treuil  ii  la  fin  du  temps  L 

Le  mouvement  actuet  ayant  lieu  dans  le  sens  indiqui  par  la 
flkbe,  on  a,  pour  les  corps  suspendus  consid^r^s  si&par^- 
ineni  (iO), 

Lfe  Ireuii  consider^  aussi  separ^ment  se  meut  sous  Taction 
des  forces  T,  V^  Q  et  des  ructions  des  coussinets  sur  lea 
touriUons.  Son  centre  de  gravity  est  immobile;  done  la  r&ul«- 
tante  It  de  ces  reactions  est  ^ale^  parall^le  et  de  sens  oppose 
ilar^ultante  de  T,  T  et  <?.  Ainsi,on  a  il=r+T'  +  Q,  et 
pour  le  frottement  tangent  aux  touriUons  f^R  =  f^  {T+  7^4-  Q)^ 
en  appelant  ^  le  sinus  de  Tangle  du  frottement. 

Cela  pos^,  Tacc^I^ration  angulaire  du  treuil  est  (68),  k  tttnt 
son  rayon  de  giration  et  r  le  rayon  des  touriUons, 

De  (i],  [t]  et  [3]  od  tire  : 

^      „      1»»  dw 
9   « 

^  -     +  9    «  ' 
«r        Qtfi^PpKi^P^p%-f^r{Pp^P^p')  * 
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On  voil :  1**  que,  en  g^n^ral,  le  mouvement  est  i]iiifi>nii6- 
ment  vari^ ;  2*  que  les  tensions  r  et  T'  ne  sont  ^gales  sok 
poids  P  et  P^  que  dans  le  cas  parttculier  oil  Facc^l^ration  an- 

gulaire    —    est  nulle,  c'est-ii-dire  que  le  mouvement  est  um 

ou  que,  apr&s  avoir  6t6  imprim^  par  des  forces  qaeloonques, 
il  devient  uniforme  sous  Taction  des  forces  ddsiguites  dans 
les  Rations. 
Cette  throne  s'applique  k  la  machine  d'Atwood^  qnand  on 

Pour  tenir  compte  de  la  roideur  de  la  corde  ascendante,  il 
faudrait  (13S)  dans  I'^ation  [3]  substituer  au  moment  Tff 

la  somme  Tp'  -f  -  (^  +  bT). 

Pour  avoir  ^ard  au  poids  des  cordes  tant  enroul^  que  pen- 
dantes,  il  faudrait  k  la  rigueur  consid^rer  Q,  P  et  P"  comme 
continuellement  variables ;  mais,  dans  la  pratique,  ilsuflSraitde 
diviser  le  ph^nom^ne  en  plusieurs  parties  dans  chacune  des- 
quelles  on  attribuerait  k  ces  variables  leurs  valeurs  moyennes. 

DBS  MARTCAVX  lAl  PAR  DIt  CAHU. 

sett.  CMB«r»llMs  pv«lintBalMa  nw  ee  rajet. — Avant  I'in- 
vention  du  marteau-pilon  k  vapeur,  fort  usit^  aujourdliui^  on 
employait  comme  instrument  de  percussion,  pour  la  fiibricatioa 
du  fer,  de  lourds  marteaux  oscillantSy  mCis  par  des  cames.  Nous 
prenons  ici  ces  appareils  pour  sujet  d'^tude,  nous  proposant  de 
calculer  le  travail  moteur  qu'ils  exigent  pour  accomplir  lenr 
fonction. 

On  distingue,  dans  les  marteaux  dont  il  est  question,  la  t6te  en 
m^tal,  qui,  altemativement  soulevte  et  retombant,  exerce  par 
sa  chute  de  violentes  percussions  sur  le  corps  que  supporte 
Tenclume,  et  le  manche,  arm^  de  deux  tourillons  qui  Tassujet- 
tissent  k  tourner  autour  d'un  axe  fixe  horizontal.  L'il^vationde 
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la  life  est  produite  par  un  arbre  tournant  continuellement  et 
muni  de  cames  qui  saisissent  par  intervalles  le  manche  du  mar- 
teaa  et  TabandoDneDt  ensuite  k  Taction  de  la  pesanteur. 

Ces  marteaux  sont  de  trois  sortes  priDcipales,  savoir  : 

i""  Les marteaux  a  bascule  ou  martinets y  dans  lesquels  les  ca*^ 
mes,  tournant  dans  le  nidme  plan  moyen  que  le  marteau^  agis- 
sent  en  descendant  sur  Textr^mit^  du  manche  opposite  k  celle 
oil  est  fixee  la  t^te,  de  sorte  que  Taxe  de  rotation  du  marteau 
est  entre  ces  deux  points; 

i"*  Les  marteaux  a  souUvement  latiral^  dont  le  manche  est 
souley^  par  la  came^  entre  la  t^te  et  Taxe  de  rotation,  lequel 
est,  dans  ce  cas,  perpendiculaire  k  celui  de  Tarbre  k  cames ; 

30  Les  marteaux  frontaux,  dans  lesquels  les  cames,  tournant 
dans  le  m^me  plan  moyen  que  le  manche,  agissent  de  bas  en 
baut  sur  Textr^mitd  du  manche,  tout  pr^s  et  au  delk  de  la  t^te. 

La  th^orie  que  nous  aliens  exposer,  et  dont  le  fond  est  dft  k 
H.  le  general  Poncelet,  qui  Ta  enseignie  a  TEcole  de  Metz,  s'ap- 
plique  aux  trois  esp^ces  de  marteaux,  moyennant  les  change- 
ments  de  signes  convenables  dans  les  formules.  Nous  admettons, 
avecH.  Poncelet,  que  le  choc  de  la  came  centre  le  manche  a 
lieu  dans  un  plan  horizontal  contenant  les  deux  axes  de  rotation. 

Chaque  p^riode  d'un  coup  de  marteau  se  divise  en  trois  pha-* 
ses  :  la  premiere  est  celle  du  choc^  qui  commence  quand  le 
marteau  est  saisi  par  la  canie  et  finit  k  Tinstant  oil  la  vitesse 
dn  marteau  et  celle  des  cames  sont  devenues  ^gales  entre  elles, 
pour  les  points  situ^s  sur  les  circonferences  passant  au  point 
de  contact;  la  deuxi^me  est  celle  de  la  levee  du  marteau  en  con- 
tact avec  la  came ;  la  troisi^me,  dite  de  la  marche  a  videde  f  arbre 
a  cames f  commence  k  Tinstant  ou  la  came  quitte  le  manche  et 
finit  k  Finstant  ob  la  came  suivante  vient  le  choquer. 

267.  PhMe  da  ehoe.  —  Le  choc  de  deux  corps  solides,  m^me 
dans  le  cas  particulier  oil  Tun  des  deux  est  d'abord  en  repos^ 
et  oil  ils  sont  assujettis  k  deux  axes  fixes^  est  un  ph^nom^ne 
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eompliqud  que  Ton  ne  pftrvient  k  soumettre  au  calcol^  otitemeDt 
pour  sa  pratique^  qu'k  Takte  d'hypoth^ses  qui,  en  efltel,  s'^M- 
gnent  peu  de  la  verite  dans  les  circonstaDceffactoeRes.  Ledhot 
commence  k  riusCant  oil  ia  came  est  snffisamnient  rapprocbee 
du  marteau  pour  que  naisae  entre  les  deux  eorps  une  action 
mutuelle  repulsive  qui,  k  roesure  qu'ils  se  rapprocbent  et  se 
compriment  davaotage,  ccoit  rapidement  de  isiro  k  une  ifth 
grande  intensity.  Ce  ph^Mm^ne  est  ie  m^me,  sauf  la  grandeur 
des  forces,  que  celui  qui  a  lieu  lorsque  notre  main  frappe  na 
corps  quelconque :  nous  exercons  sur  eeiui-ci  une  pressioo  ^gale 
k  ia  reaction  dont  nous  avons  la  sensation^  pressioD  qui,  d'^- 
bord  tr^^^lite^  augmente  k  mesure  que  bos  mttsctes  se  com- 
priment. De  m^me,  Taction  mutnelle  de  la  came  et  do  naarteau 
fait  que  ces  deux  corps  se  d^forment  aux  environs  de  leur  eon- 
tact,  c'est-k-dire  de  leurs  points  les  plus  rapproc^^s;  mais  leur 
nature  et  leurs  fortes  dimensions  font  que  cette  ddfennation  ne 
s'etend  sensiblement  qu'a  de  petites  distances,  ce  qui  eraidmt 
k  admettre,  comme  tr^-approximalHrement  vrai,  que  la  presqoe 
totality  de  chaque  corps  teumant  conserve  une  figure  mva- 
riaUe,  de  sorte  que,  abstraction  faite  d'une  tr^pefite  portfon 
qui  se  niart^e  et  se  d^orme  suivant  nne  loi  inoonnue,  )e  corps, 
consid^r^  dans  son  eoseoible,  poss^de  k  ohaqae  lasfant  vne  vi- 
tesse  angulaire  commune  k  presque  toate  sa  masse,  et  doni  k 
variation  est  due  aux  forces  exterieures,  suivaot  Ie  theortmede 
Facc^l^ralion  angulaire  exprime  par  la  formula  [92|  do  nn- 
m^ro68. 

La  Vitesse  angulaire  du  marteau,  d'abord  nuUe^  natt  et  aaf- 
mente  sous  Taction  de  la  pression  qu'il  re^oit  de  la  came,  tandis 
que  la  vitesae  angulaire  de  la  came^  qui  a  sa  plus  grande  vakor 
k  Tinstant  initial  du  choe,  dterolt  pat  Peffet  de  hi  r^actios  do 
marteau  \  i\  arrive  bient6t  que  les  points  du  marteau  et  de  Tarbre 
k  cames,  qui  se  trouvent  sur  deux  drconf^renees  analogntt  anx 
circonf^rences  primitives  d*un  engrenage,  c'est-k^dire  ajaot 
leurs  centres  sur  les  axes  de  rotation  et  pasaant  au  pomt  de 
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contact,  ont  une  m£me  vitesse  lin^aire.  C'esl  ce  que  nous  con- 
sid^rons  comme  Tinstant  final  du  choc,  et  nous  admettons  que, 
h,  partir  de  cet  Instant,  les  deux  corps  tournent  autour  de  leurs 
axes  respectifs  sans  se  separer,  fait  que  I'observation  constate, 
et  qu'il  faut  attribuer  en  partie  h  ce  que  les  deplacements  molA- 
cnlaires  aux  environs  du  choc  d^passent  les  limites  de  T^lasticit^ 
et  en  parlie  ^  ce  que  la  puissance  vive  disparue  se  transforme 
en  vibrations  imperceptibles,  quoique  r^elles. 

Cela  pos^^  appelons 

I'  le  moment  d'inertie  du  marteau  autour  de  son  axe  de  ro- 
tation ; 

ir'  la  pression  variable  verticale  que  le  manchadu  marteau 
regoit  de  la  came  h  un  instant  quelconque  de  la  phase  du 
choc; 

w  la  Vitesse  angulaire  du  marteau  h  cet  instant; 

r'  la  distance  de  I'axe  de  rotation  du  marteau  au  point  de 
choc  ou  k  la  force  rf; 

V  la  valeur  de  la  vitesse  wV  de  ce  point  ii  la  fin  du  choc. 

i^tablissons  la  relation  qui  existe  entre  cette  vitesse  v  et  lee 

valeurs  successives  de  la  force  variable  y'. 

D'apr^s  la  formule  [22]  rappel^e  ci-dessus,  Facc^l^ration  an- 

*«/ 
gulaire  —    depend  k  chaque  instant  des  moments  des  di- 

verses  forces  qui  agissent  sur  le  marteau,  et  par  cons^uent, 
non-seulemeqt  de  la  force  1S\  mais  encore  de  Taction  de  la  pe- 
santeur  et  des  reactions  des  appuis  sur  les  tourillons.  Mais  le 
poids  du  marteau,  quelque  considerable  qu'il  soit,  peut  dtre  n^- 
glig^  anpr^s  de  la  valeur  moyenne  de  la  force  iV  pendant  le 
choc;  car  oe  ph^oom&ne  s'accomplissant  dans  un  temps  extr^ 
mement  court,  au  bout  duquel  le  marteau  acquiert  une  vitesse 
considerable,  il  s'ensuit  que  Tacceieration  angulaire  de  oe  corps 
pendant  ce  m^me  temps  est  tres*grande  coroparativement  ^ 
eelle  qu'il  recevrait  de  la  seule  action  de  la  pesantenr.  Qoant 


404       SECT.  II,  CHAP.  IT.  FROTTBHEIIT  DBS  CORPS  80UDBS. 


aux  reactions  des  coussinets  d'appui  sur  les  tourillons,  lesquelles 
peuvent  6tre  tr6s-grandes  pendant  le  choc,  particuli^rement 
dans  le  cas  du  marteau  k  bascule  ou  la  pression  de  la  came  sur 
le  manche  et  le  poids  du  marteau  sont  des  forces  de  mtoie  sens, 
il  importe  sans  doute  de  les  prendre  en  consideration  dans  la 
determination  des  dimensions  des  tourillons ;  mais  leur  moment^ 
etant  tr^s-petit^comparativement  a  celui  de  la  force  ^,peut  etre 
neglige  sans  erreur  notable  dans  Fexpressiou  de  racceieretioo 
angulaire,  qui  devient 

dw'  _  r'n' 

dt  ~  r  ' 

d'oii,  en  irndtipliant  par  di  et  en  integrant  jusqu'k  Tinstant  final 
du  choc  oil  w  devient  -7 ,    on  conclut 

r 


equation  qui  se  simplifie  encore  en  repr^sentant  par  Btr^  le 
moment  d'ihertie  JT,  comme  nous  Favons  fait  au  num6ro  170. 
On  a  ainsi 

Jlf'v=:  jN'dty 

c'est-k-dire  que,  a  Tinstant  final  du  choc,  la  qvantite  de  mouve- 
ment  de  la  masse  if',  ficlivement  condensee  au  point  de  contact, 
est  egale  k  Timpulsion  de  la  force  JS'  pendant  la  duree  du  choc. 

Cette  impulsion  est  une  inconnue  auxiliaire  que  nous  allons 
eiiminer ,  en  faisant  pour  Parbre  k  cames  ce  que  nous  avons  fait 
pour  le  marteau,  c'est-Mire  en  le  consid^rant  pendant  le  choc 
sous  Taction  d-une  pression  Pf  egale  et  contraire  k  ^,  qa  il 
regoit  du  marteau^  en  vertu  du  principe  fondamental  de  la  reac- 
tion egale  et  contraire  h  toute  action. 

Par  les  motifs  analogues  k  ceux  qui  viennent  d'etre  expliques, 
nous  negligeons  pendant  le  choc  le  poids  de  Tarbre  k  cames,  la 
force  qu'il  regoit  de  son  moteur  quelconque  etles  reactions  que 
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ses  tourilloDs  regoivent  de  leurs  appuis.  II  ne  reste  ainsi  qu'k 
introdoire  dansTexpression  de  Tacc^I^ration  angulaire  de  Tarbre 
I  cames,  k  un  instant  quelconque  du  choc,  le  moment  n^atif 
de  la  force  iV  ^gale  et  contraire  k  iV'.  En  appelant 

r  la  distance  du  point  de  contact  ou  de  cboc  k  I'axe  de  rota- 
tion de  Tarbre  k  cames ; 
I  le  moment  d'inertie  de  cet  arbre  et  des  pieces  solides  qui 

y  sont  fix^es ; 
M  une  masse  calcul^e  pour  satisfaire  k  I'^quation  /=illr>; 
IV  la  Vitesse  angulaire  du  m6me  arbre  k  Tinstant  quelconque 

du  choc; 
u  la  valeur  de  la  Titesse  wr  k  T instant  initial  du  choc. 
Vy  suivant  la  notation  pr^cMente,  la  valeur  de  cette  vitesse  k 

rinstant  final,  on  a 

dt~     I     ^      rM' 

d'oii,  en  multipliant  par  dt  et  en  integrant  depuis  Tinstant  ini- 
tial  oil  la  vitesse  angulaire  w  est    ->  jusqu'k  Tinstant  final  du 

choc,  oil  elle  est  r^duite  k    -    (puisque,  suivant  rexplicalion 

pr^cedente^  ce  qui  caract^rise  la  fin  du  choc,  c'est  que,  k  cet 
instant^  les  points  de  Tarbre  k  cames,  qui  sont  k  la  distance  r 
de  Taxe  de  cet  arbre,  ont  la  m^me  vitesse  lin^aire  v  que  les 
points  du  marteau  qui  sont  k  la  distance  /  de  son  axe),  on 
obtient 

Af(v— ii)z=— rM<. 

Or  les  impulsions    1 2Vd<    et    /  iV'df    sont  egales.  On  en 
conclut 
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e*eRt-lt-dSf e  que  la  qoantit^  de  mouY^ment  {lerdue  pendant  le 
(ikot  par  la  maaae  Active  M,  qui  repr^aante  k  masae  de  I'arbra 
k  eaiMs>  M  ^ale  k  oelle  qu*a  gagn^  la  maase  fictive  iT,  qai 
represente  la  masse  du  marteau,  relation  pareille  k  celle  qui  a 
lieu  dans  le  choc  direct  de  deux  corps  en  mouvemeat  rectiligne. 
Remarquons  que  si  la  masse  M  est  grande  par  rapport  k  It 
masse  Jf ,  il  r^ulte  de  T^quation  [i]  que  la  difference  v  — v 
entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  vitesse  est  une  petite  frac- 
tioa  de  Tuue  ou  de  Tautre.  Or,  c'est  ce  qui  a  lieu  dans  la  pra- 
tique ordinaire,  car>  d^aprfes  H.  Poncelet,  pour  les  martinets  et 
les  marteaux  k  soul^vement  lateral,  employes  k  la  fabrication 

du  fer,  on  a  au  plus  M'=:—M,  et  pdur  les  tnarteanx  frw- 
taux,  au  plus   Jlf'  =— ilf  ^   pour  cela,  Tarbre  k  Mtnea  est,  au 

30 

besoin^  muni  d'un  volant. 

Suivant  ce  que  nous  avons  dit  6n  comniengant,  notre  but  est 
de  calculer  le  travail  que  le  moteur  quelconque  de  Tarbre  k 
cames  exerce  sur  lui  pendant  la  periode  d*un  coup  de  marteaa. 
Or,  pendant  la  phaae  da  choc«  te  travaii  du  mdmit  «bI  tttiAma** 
ment  petit^  parce  que  ce  ph^nomfene  s^accomplit  en  un  temps 
trte^M>urt  B  pendant  toquel  Tarbre  k  camea^aoiBi^  d'uae  vitaM 

afigolairQ  nioyenne  entre   -^  et  -7^  ue  dterit  par  ooas^ueiil 

uO  vO 

qu'on  angle  trds-petit)  oompris  entre    — ;-  et  —7;  c'est  poiu^ 

quoi  nous  consid^rons  comme  nul  le  travail  du  moteur  pendant 
le  choc.  Mais  nous  venous  de  voir  que  Tarbre  k  cames,  pendaat 
ce  m^me  temps,  quoiqufe  sans  d^pkcemeut  appreciable,  a  n^- 
moins  subi,  sous  Taction  d'une  trfes-grande  force,  une  perte 
notable  de  Vitesse  angulafre ;  il  faudra  done  que^  pendant  le 
reste  de  la  periode,  le  moteur  r^pare  cettp  perte,  en  m^me  teftips 
qu'il  vaincra  les  resistances  sp^cjales  aux  deux  derniferes  phaaes. 
Cherchons  done  k  calcitler  la  portioa  de  travail  que  le  moteur 
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devra  exercer  pour  restituer  au  syst^me  solide  de  Tarbre  k  oa- 
mes  la  vitesse  qu  il  a  perdue  :  nous  savons  (19)  que  cette  portion 
de  travail  que  nous  d^signons  par  T,  est  egale  k  ia  puissance 
vivequ'il  sagit  de  rendre  au  syst^me,  et  qui  a  pour  expression 


2     ir>        r»/ 


ou    -*{!•»  —  »*);    ainsi 


T,  =  ijlf(u«-.t;«),  [2] 


expression  dans  laquelle  les  vitesses  liniaires  u  et  v  sont  li^es 
par  la  relation  {!]  ci-dessus  ^tablie,  qui  ne  suiBt  pas  pour  les 
6liminer. 

n  nous  manque  done,  pour  calculer  r^  soil  de  connaltre 
I'une  des  deux  vitesses  u  et  v,  .soit  d'avoir  une  relation  de 
plus  entre  elles.  Or,  il  serait  trfes-diflBcile  d'observer  Tune  ou 
Tautre  de  ces  deux  quantit^s,  tandis  que,  si  Ton  considfere  que 
Tune  est  la  plus  grande  et  Tautre  la  plus  petite  vitesse  de  la 
came,  pendant  sa  revolution,  et  que  leur  difference  est  petite, 
comparativement  k  la  premifere,  on  pent  admettre  que  leur 

moyenne  arithm6tique    — —    difffere  trfes-peu  de  la  vitesse 

moyenne  d^duite  du  nombre  de  tours  que  Farbre  k  cames  fait 
ou  doit  faire  dans  un  temps  donne.  Ainsi,  si  Ton  suppose  que 
ce  nombre  soit  de  n  tours  par  minute,  nombre  qui,  mulliplie 
par  celui  des  cames,  sera  le  nombre  de  coups  de  marteau  par 
minute,  en  designant  par  r  la  vitesse  moyenne  dont  il  s'agit, 
on  aura 

^^  2Tcr» 

Vitesse  que  nous  consid£rons  comme  donn^e  dans  T^quation 

i±j:=k.  [3] 
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De  [i],  [2]  et  [3]  on  conclut  d'abord 
puis 


tM+M 

ct  cnfin 


2Jf+Jlf'~  M' • 

On  voil  que  celle  quantite  diff^re  peu  de  JTi^  lonqoeb 
fraction  —  est  petite,  ce  qui,  comme  on  vienl  de  le  voir,  t 
a  lieu  ordinairement  dans  la  pratique,  de  sorte  que  la  diminu- 
tion de  puissance  vive  que  subit,  par  suite  de  sa  rencontre  avec 
le  marteau,  I'arbre  a  cames,  a  sa  nioitie  -  jr'f^  k  pea  pris 
Agale  j^  la  puissance  vive    1  .¥V    que  gagne  le  marteao; 

Tautre  moiti^  est  perdue  en  vibrations,  en  deformations  et  ea 
chaleur  produite  par  I'effet  du  choc. 

868.  Phase  4e  la  leir^e  d«  Marteaa.  —  Pendant  CetlC  se- 
conde  phase,  le  inouveinent  du  inarteau  et  celui  des  cames 
sont  k  peu  pres  uniformes.  Le  moteur  qui  agit  sur  I'arbre  a 
cames  doit  fournir  un  travail  que  nous  repi-esenterons  par  r 
necessaire  pour  enlretenir  son  raouvement  sous  Taction  da 
poids  resistant  du  marteau  el  des  frottements  soit  des  tourillons, 
80it  de  la  came  et  du  manche  du  marteau,  et,  vu  le  mouvemeot 
uniforme,  nous  pouvons  assimiler  le  syst^me  au  treuil  k  engre- 
nage.  traits  comme  exemple  au  numero  252.  Ainsi 

Q  etant  la  force  supposee  verticale  et  descendante  que  le 

moteur  exerce  sur  Tarbre  k  cames; 
f  la  distance  de  cette  force  kY^e  du  m&ne  arbre; 
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P  remplacant  S  dans  la  formule  [4]  du  num^ro  2S2  et  ex- 
primant  le  poids  de  cet  arbre  et  des  pieces  qui  y  sont 
fixees»  le  tout  ayant  son  centre  de  gravity  dans  Taxe  de 
rotation ; 

P  remplacant  P  dans  la  m6me  formule  et  exprimant  le 
poids  du  marteau,  force  rteistante  indipendante  des 
ructions  des  appuis ; 

p*  rempla^nt  p  et  exprimant  la  distance  du  centre  de 
gravity  du  marteau  \  son  axe  de  rotation ; 

a  ^tant  le  cbemin  sensiblement  vertical  que  parcourt,  pen- 
dant la  lev6e,  le  point  de  contact  de  la  came  et  du 
manche; 

p  et  p\  r  et  r'  conservant  leurs  significations  pr^c^dentes^ 

dans  le  cas  du  marteau  frontal  et  du  marteau  k  soulivement 
latiral^  analogues  k  la  premiere  disposition  du  num^ro  252,  on 
a,  comme  on  le  trouyerait  directement  en  r^p^tant  le  raisonne- 
ment  de  cet  article^ 

<?(<^-/;p(jH-i))=Ap' 

Dans  le  cas  du  martinet  analogue  ^  la  seconde  disposition  du 
mime  namiro  252,  on  a 

+^^(.'+/.p'(.+^))(.+?(i+i)). 

Dans  Fun  et  Tautre  cas,  le  cbemin  d^crit  pendant  la  lev^e 
par  le  point  d'application  de  la  force  <;  dtant  ^  la  hauteur  a 
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dans  le  rapport  de  7  It  r,  on  a  T^:=i^!^ ,  et  par  con- 
a^aent 

les  signes  sopirieiHrs  das  doubles  si^ies  :^  conFeiia&twixiiiap- 
taaux  SBr  lesqueb  la  came  agit  eo  soulevant  le  aaodie  da  oMe 
da  la  tAta»  et  les  signes  ioCMeurs  coDvenaol  au  martkiet  sat 
lequel  la  came  appuie  en  descendant. 

RiKAiQci.  Le  chemin  a  sensiblement  vertical  qne  dteritle 
contad  de  la  came  el  da  manche,  depuis  rinstant  initial  dn 
choc  JQsqu%  rinstant  oil  la  came  ^>andoane  le  aiarteaa,  se  de- 
termine aisiment  par  le  traci  correct  de  la  came  et  de  la  partk 
du  mancbe  qu^elle  toucbe. 


969.  niue  de  la  aiwreke  k  vide.  —  Pendant  cette  troi- 
si^me  pbase,  le  marteaa  oontinae  de  a'tiever  en  verta  de  sa  Vi- 
tesse acquise.  Tant6t,  cette  yitesse  ^tant  pen  considerable, 
comroe  dans  le  marteau  frontal,  son  ascension  n'esi  limitee  qoe 
par  Taction  de  la  pesanteur,  qui  le  Tait  ensuite  retomber  sor  It 
mati^re  k  comprimer ;  tant6t  la  vjtesse,  k  I'instant  de  la  separa- 
tion da  mancbe  et  de  la  came,  ^tuit  grande ,  raaoension  do 
marteau  est  limitee  par  un  ressort,  dit  rabat^  <pii  diaiige  bras* 
quement  le  sens  de  son  mouvement  et  bftte  sa  descente  sor 
Tenclume.  Ce  sevait  evidemniedl  una  erreur  de  croire  que  oe 
ressort  accrott  la  vitesse  avec  laquelle  le  marteau  firappe  sor 
Tenclume  la  matiena  k  comprimer;  c'est  plutAt  le  contraireqai 
a  lien,  k  osMse,  soit  de  llmpatfatte  elasticity  du  raba!,  soit  des 
vibrations  qu'il  acquiert  k  cbaque  cboc,  et  qu'il  transmet  k  ses 
supports  :  le  rabat  aen4  gagner  da  temps,  c'eat-a-iJite  i par- 
mettre  un  plus  grand  aombre  de  c<^p6  de  umrtew  da^s  ua 
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teo^M  donn^  ^  mais  rintervalie  des  eames  une  fois  dMeriiiin6 
d'aprte  ia  fr^uenoe  des  €oups»  las  circonstaneea  du  mouvemant 
da  marteau  peadaat  la  marofaa  k  vide  de  Farbfe  n'eDtrent  pour 
rian  dana  te  cdcul  du  travail  du  moteur. 

L'arlNre  k  oames  pendant  ia  rnarche  k  vide  n'est  aoumis  k 
awQoe  autre  force  rteittaata  que  celie  du  frottement  sur  las 
touriikMia.  Get  arbre  ayant  son  centre  de  gravity  dans  Taxe  de 
rotaUon>  la  reaction  tolale  dee  appuis,  mime  pendant  le  mou* 
tuaeDt  varii,  est  ^gala  at  oppos^e  k  la  rdsultante  du  poids  P 
el  da  la  foroe  qn'exeroe  ie  moteur,  force  tr^s-peu  diffiirente  de 
eeHe  qui»  d^gn^e  par  <^,  a  dt^  attribute  k  raction  du  moteur 
de  Tarbre  k  camea  pendant  la  seconde  phase,  et  approaimati- 
vament  calcul^e  au  num^ro  i68. 

D'apr^s  cela,  ai  Ton  designe  par 

«'  le  chemin  que  decrit  Textr^mitd  du  rayon  primitif  d'une 
Mtnie  depuis  Tinstant  oil  elie  e  quitt^  le  manche  du  nplarteau 
jat<p'4  celui  oil  la  came  auivante  vient  le  choquer, 

it  travail  moteur  n^eessaire  pour  eompenaer  le  trafail  du 
frottement  pendant  cette  Irofsiirae  phase  eat 

«'+«  eat  rintervalle  de  deux  cames  cons^cutives  ^al  k 
Sar  divis^  par  le  nombre  des  cames. 

270.  Trftvall  motear  par  ehaqne  eonp  de  marteaii.  — -  Le 

travail  k  exercer  par  le  moteur  sur  Farbre  k  cames  pour  chaque 
coup  de  marteau  est  T,  +  T^  +  r, ,  et  on  en  conclut  ais^ment 
le  travail  moteur  par  eeconda. 

BflUBQins.  L  Suivant  ee  que  nous  avonadil  |M\6aMemniiint, 
h  travail  exerce  par  le  moteur  est  nul  pendant  la  premie 
pi^e.  Aioai  le  travail  r,  est  produit  concunremaent  avec  la 
tomae  r,  -+■  T^  dans  la  durte  des  deux  derni^res  phases, 
dur^e  ^gale  k  celie  qu'emploie  cbaque  coup  de  marteau. 
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II.  La  marche  suivie  poor  calculer  le  travail  moteur  neoes- 
saire  k  rentretien  da  mouvement  p^riodiquement  imifoitne 
d'un  marteau  mtk  par  des  cames  est  applicable  aax  pilons,  egt- 
lement  souleves  par  des  cames,  sauf  rinfluence  des  frottemoits 
qu*on  pourra  apprecier  d'apr^s  ce  qi|i  a  ^te  dit  au  nnmiro^Q. 
Le  travail  resistant  Ad  au  choc  des  cames  contre  les  mentOB- 
nets  des  pilons  peut  £tre  att^nu^  par  le  moyen  indique  aa 
numero  iW,  p.  M4,  de  notre  TraitedeCinematique.  Admettons 
que  la  distance  de  I'axe  de  I'arbre  tournant  au  point  de  contact 
de  la  came  et  du  pilon  soit  successivement  a,  !2a  et  3a.  Si 
Ton  d&igne  par  M'  la  masse  du  pilon,  et  que  Ton  suppose  le 
moment  d'inertie  de  Tarbre  a  cames  trfes-grand  comparative- 
ment  au  produit  Olfa*,  on  en  conclura  que  la  puissance  vive 
de  cet  arbre  pourra  changer  d'une  quantity  notable  k  chaque 
choc,  sans  que  sa  vitesse  angulaire  w  varie  d'une  firaction  sen- 
sible de  sa  valeur  moyenne,  et  Von  reconnattra  que  la  perte  de 
puissance  de  cet  arbre,  calculi  approximativement  pour  les 
trois  chocs,  sera  successivement  Mw*a*,  puis  le  double,  puis  le 
triple  de  cetle  quantite,  en  tout  OMtv'a*,  perte  que  le  travail 
moteur  devra  r^parer;  tandis  que  si  la  vitesse  3wa  doit  £tre 
imprim^e  par  un  seul  choc  au  pilon,  la  perte  de  puissance  vive 
subie  par  Tarbre  sera,  d*apr^s  le  m^me  calcul  approximatif, 
9Mui*a*.  La  reduction  du  travail  perdu  k  chaque  chbc  se  mani- 
feste  experimentalement  par  la  diminution  du  bruit  qui  accom- 
pagne  le  changement  brusque  de  vitesse,  et  k  cet  avanti^ 
accessoire  se  joint  celui  de  rendre  moins  rapide  la  d^gradatioo 
des  cames  et  des  mentonnets. 


▼18   k  PBRCVSSIOH   OU  BiLLAHCUR. 


^71.  DMeriptloMdeeettemMhIiie.  DIvlsloMde  Im  p«ri«ie 
d'wi  e«ap  de  balaaeler  en  trols  phases.  —  (Nous  abr6geOB5 
et  modifions  un  peu  la  description  et  la  th^rie  que  M.  Poo- 
celeta  donn^es  de  cette  machine  dans  son  Gours  de  Hetz,  deji 
cit6.) 
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Une  vis  en  Ter,  mobile,  k  axe  vertical  et  k  filet  quarr^,  tra- 
verse un  ecrou  en  bronze  loge  dans  un  chapeau  fixe.  Ce  chapeau, 
ses  deux  montants  et  un  plateau  inferieur  appel^  semelle  Tor- 
ment un  ensemble  solide,  ordinairement  coule  d'une  seule 
pifece.  Au-dessus  du  chapeau^  la  t6te  de  la  vis  est  solidement 
liee  a  un  grand  levier  en  fer  dit  balancier,  dont  les  deux  extre- 
mit^s  portent  des  corps  spb^riques  ou  lenticulaires  de  grande 
masse  qui  donneut  k  ce  syst^me  mobile  un  moment  d'inertie 
considerable.  La  vis,  k  sa  partie  inf^rieure,  est  ^sembl^e  avec 
une  autre  pi^ce  mobile  nomm^e  mandrin  qui  monte  et  descend 
avec  elle,  mais  sans  toumer^  etant  guid^e  par  des  coulisses 
fixees  aux  deux  montants  ou  supports  du  chapeau.  Au  bas  du 
mandrin  est  engage  et  arr^te^  avec  des  vis  ou  avec  une  clef, 
Toutii  en  acier  tremp6  destine  k  exercer  une  forte  pression  sur 
les  plaques  m^talliques  que  Ton  place  au-dessous  et  qui  repo- 
sent  sur  la  semelle.  Lorsqu'il  sert  k  percer,  Toutil  se  nomme 
emporte-piece  ou  poingon.  Sa  base  plane,  perpendiculaire  a  la 
direction  de  son  mouvement,  a  son  contour  k  vive  ar^te,  au- 
dessus  duquel  les  dimensions  transversales  du  poinQon  dimi- 
nuent  un  peu,  afin  qu'apr^s  son  passage  dans  le  trou  qu'il  fait, 
le  reste  de  Toutil  n'^prouve  dans  sa  descente  aucune  resistance 
lat^rale.  La  semelle  pr6sente  une  ouverture  au-dessus  de  la- 
quelle  se  fixe  une  plaque  en  acier  tremp^,  nomm^e  matrice, 
perc^e  d'un  trou  que  le  poingon,  parvenant  k  rexlr^mite  inf^- 
rieure  de  sa  course,  traverse  exactement  sans  jeu  ni  frottement. 

La  p^riode  d'un  coup  de  balancier  se  divisc  en  trois  phases 
distinctes.  Dans  la  premiere,  le  syst^me  mobile  partant  de  sa 
position  la  plus  ^levee,  des  hommes  qui  agissent  aux  extr^mites 
du  levier,  soildirectement,soit  par  rinterm^diaire  de  tiraudes^ 
impriment  k  la  vis  et  k  son  equipage,  dans  le  sens  de  la  des- 
cente, un  mouvement  heligoidal,  et  par  consequent  une  puis- 
sance vive  considerable.  Au  travail  qu'ils  d^veloppent  s*ajoute 
celui  de  la  gravity  diminue  de  celui  des  frottements.  Le  poingon 
atteint  la  pi^ce  k  percer  ou  k  decouper  qu'on  a  pousste  sur  la 
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matrice.  Mors  commence  la  seconde  phase  :  en  Tertu  de  la 
puissance  vive  acquise  par  le  systfeme,  el  quelqtiefois  dn  trani 
que  les  hommes  exercent  encore  pendant  le  percenaent^  k 
poin^on  p^n^tre  k  tracers  la  mati^re  qu'ii  rencontre  el  en  d^ 
lache  une  partie  qui  tombe.  La  vitesae  de  la  tis  est  considte- 
blement  diminu^e  k  la  fin  dn  percement,  aprts  quoi,  la  r^ 
tanoe  se  r^duisant  an  frottement,  le  mouvement  s'aeodt^re  de 
nouveau,  k  cause  de  la  forte  pente  de  la  vis,  jusqu'i  rinsteot 
oil  le  systi^me  mobile  est  arrdt^  soil  par  un  obstacle  fixe  qui 
6teint  en  pure  perte  la  puissance  tire  qti'elle  possMe,  soit  pv 
des  ressorts  qui,  apr6s  I'arrM,  lui  en  restituent  one  portico.  La 
troisiime  phase  est  celle  pendant  laquelle,  le  balanoier  toumant 
en  sens  contraire  de  sa  premi&re  rotation,  la  vis  se  d^oame  €t 
remonte  k  sa  position  initiate. 

27S.  Pliase  de  la  des«ente  Ik  vide. »-  Calculons  la  puissioioe 
vive  acquise  pendant  cette  phase.  Soient 

^  Pz:zMg  le  poids  de  la  vis  et  de  son  equipage  ^ 

l:=zlmr^  le  moment  d'inertie  de  la  partie  toaroanle  autav 

de  Taxede  rotation; 
Qg  le  moment  g^6ralement  variable  du  couple  boriiaDlil 

moteur; 
r'  le  rayon  moyen  de  la  vis; 
ft  Tangle  de  Tbelice  moyenne  ii  Tborizon; 
/"=  tang  9  Tangle  du  frottement  de  la  vis  sur  T^eroa; 
N  et  fN  les  reactions  de  T^rou  k  un  instant  qudcon^oe; 

da 

tu  =  —    la  Vitesse  angulaire  k  cet  instant ; 

u = wr'  tang  ft  la  vitesse  lin^aire  verticale  k  oe  m6me  ioflluil ; 
w'  la  valeur  de  w  ii  Tinstant  final  de  la  premiere  phase; 
u'  la  valeur  de  m  a  cet  instant. 

Appliquotts  le  principe  de  d*Aiembert  (118).  A  nn  insttBt 
queleonque  il  y  a  ^uilibre  enire  : 
i^  Le  poids  Mg; 
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^  Les  forces  hor izontales,  dont  le  moment  totat  est  Q^ ; 

3"  Les  reactions  2V  et  fN  de  I'ecrou ; 

4^  Les  forces  d'inertie  tangentielles,  qai  se  d^composent : 

dtu 
En  forces  horizontales   mr  — ,   dont  la  somme  des  moments 

diu  dtf^ 

notour  de  Taxe  est  -—  Imr^    ou    /  -^  » 
dr  d| 

du  dtu 

Et  en  forces  verticales   m  — -    ou    mr^  tang  t  — .    dont  la 

dt  ^     d/  ' 

dtf^ 
somme  est   Mr^  tang  i  -— ; 

df 

9*  Les  forces  centrifuges,  dont  la  r^snltante  est  nulle  k  cause 
de  la  sym^trie  autour  de  I'axe. 

Ainsi  en  n^gltgeant  le  tr^s-faible  frottement  du  mandrin 
contre  la  vis  et  contre  ses  guides,  nous  avons  les  deux  Equations : 
projections  verticales 

dtv 
M^-.cos»2iV— f  sin  tZif—Jlff' tang  f — =0, 

di 


moments 


<?^r +r'sin  f  SZV  — r'/cod  »  2;V— I  —  =0, 

df 

d^oii,  pour  ^liminer  IN, 

dw 

r'fsint  — /'eosi)        ,,       ,.       ,  «      ^^ 

-4— -r— ^-7— r-^  =  r' tang  (»  —  <p)  = 


co8»+fsini  ^^       ^'      ^        ^.^       .dw' 

'  M^  —  Mr  tang  t  — 


deU^ 

';[{!+ Mr'^  tang  t  tang  (f- 9))= Jlf^' tang (i- ?)  +  «?; 
puis^  en  multipliant  par  tvdf=da  pour^liroiner  df  etenint^- 


dw/ 
d7l 
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grant  de  w=0  k  11;  =  tv^  etde  a=:0  k  a=a\  on  a 

1  w'«  (f +irr'nang»  tang  (»— 9))  =**»•'«' tang  (i- 9)-+- Joyi* 


2 


3  /  Qqdi 


Dans  cette  formule  /  Qqda  est  le  travail  des  forces  horizon- 


tales  Q;  le  travail  dt  k  la  pesanteur  est  Mgr'a!  tangf.  La  puis- 
sance vive  acquise  est 

-w'«/  +  iilfu'«    ou    iw'>(I+Jlfr'«tang«»). 

Ainsi,  sans  le  frottement,  c'es^k-^re  si  Fonfaisait  r=:Oy  oette 
demi^re  Equation  exprimerait,  ce  qui  doit  6tre,  que  Taccrois- 
sement  de  la  puissance  vive  serait  ^gal  k  la  somme  des  travaux 
des  forces  Q  et  P. 

Si  Ton  suppose,  par  exemple,  tang  t=si  et  /*=:tangf =0,10, 
on  en  conclut  tang  (i  —  9)  =0>82;  et  Pon  voit  ainsi  Pinfloenoe 
du  frottement  dans  la  premiere  phase. 

S75.  Phase  da  pereenemt.  —  Proposons-nous  de  calcoler 
la  Vitesse  angulaire  vf  qui  reste  k  la  vis  k  la  fin  de  cette  phase. 
Soient 

k  r^paisseur  de  la  t6Ie  k  percer ; 

jc  la  hauteur  dont  le  poiuQony  a  p^n^tr^  k  an  instant  de  la 

seconde  phase ; 
c  ie  contour  du  poingon  et  de  la  partie  de  tdle  k  enlever ; 
F  la  resistance  actuelle  que  la  pi^ce  k  percer  exerce  sor  le 

poiuQon. 
Suivant  H.  Poncelet^  en  repr^sentant  par  R  un  coeflScient 
qui  depend  de  la  nature  de  la  tdle,  on  a  la  relation 

F=Ec{h—x). 

D'aprfes  des  experiences  de  H.  A.  Morin,  cette  fonnale  se 
v^rifie  en  donnant  k  K  les  valeurs  suivantes  : 
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8  206  000  kg.  pour  le  fer  chauff^  au  rouge  brun ; 

4  249  000  kg.  pour  le  plomb  froid. 

Cela  pos^^  k  un  instant  quelconque  du  percementil  y  a  ^ui- 
Irbre  entre 

i<»  Lepoids  Mg; 

2"*  Les  forces  Q  dontle  moment  total  variable  est  Qq\ 

3*  La  resistance  ascendante  F; 

4^  Les  reactions  iV  et  fN  des  surfaces  h^li^ides  inf^rieures 
de  r^crou ; 

5°  Le  frottement  du  pivot  d'assemblage  de  la  vis  et  du  man- 
drin^  qui  a  ^t^  n^glig^  dans  la  premiere  phase; 

6**  Les  forces  d'inertie. 

Nous  remarquons  que  la  puissance  vive  du  raandrin  ^(aiit 
tr^s-petite  comparativement  k  celle  du  corps  ionrnant,  on  pent, 
sans  erreur  sensible^  admettre  que  la  pression  Fy  qui  s'exerce 
entre  le  poincon  et  la  tdle  h  percer,  se  transmet  int^gralement 
au  pivot  d'assemblage.  On  a  done,  en  appelant  r^  le.  rayon  de 
ce  pivot :  projections  verticales 

dw 
Mg-  F— ilfr'tangt h  COS  i22V— /'sini2/V=0; 

moments 

(jy  — £/y^F—l—  — r' sin  tSiV  —  r/ cosi22V  =  0, 

d'oii,  par  rumination  de  ZiV, 

2  ^  „  dw 

— i— ^ — ^_J  =  /  tang  (»4-(p  = — ; 

COS*  — /^smi  ^'  ^      .^    .  MM^^       .**w 

F—Mg+Mr^imgi— 

delk 

^(l+Mr^Hmgim%(i+<f))={F^Mg)r'\mf^{i+o)^ 

27 
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dx 

d'oii  en  inultipliant  par  wdf  =7  4a  = ?,  eo  metttntpour 

F  son  expression  Ke  [h  *—  jr)  et  en  intrant  de  w  =r  «  k 
w  =  ti/',  oude  jc=0  k  x  =  ik,  ou  encore  a=ra'  k  a=:a*, 
on  a 


.£^<?,da. 


Cette  demiire  integrate  estje  traraildes  forees  Q  pedant 
le  p«rcement;  on  poarrait  le  n^liger,  tu  ia  fisibid  amplitnde 
a  ^a , 

On  pourraU  auasi  a'ioiposer  la  condition  que  ^  ttki  oolie; 
on  en  conclurait  la  valeur  de  w'  et  par  ftnite,  an  moyen  d^ 
r^qnation  finale  du  num^ro  precedent,  la  valeur  du  travail 

/  Qgdd  pendant  la  descente  k  vide.  En  y  ajoutaot  le  travail  ne- 

cessaire  dans  la  troisi^me  phase  pour  relever  la  vis  k  sa  positiott 
sup^rieure,  on  aurait  le  inoindre  travail  motenr  possible  poor 
un  percement.  Or  le  calcul  du  travail  exig6  dana  la  trpifitoe 
phase  ne  pr^sente  aucune  difiicult^  apr^s  ce  qu'on  a  va  ao 
num^ro  235, 


CHAPHRE  V. 


§1. 

GfiNfiRALlTtiS   SUR   CB  SOJBT. 

S74.  Mfinltion  da  not  machine.  —  Une  machine  est  un 
assemblage  de  corps  dontles  uns  sont  fixes  ou  consid^r^s  coinme 
tels,  et  les  autres^  susceptibles  de  mouvement,  sont  destines  k 
recevoir  en  quelques-uns  de  leurs  points  certaines  forces,  et  h 
exercer  par  d'autres  de  leurs  points  des  forces  qui  difPferent  or- 
dinairenient  des  premieres  par  leurs  intensit^s^  par  leurs  direc- 
tions et  par  la  vitesse  de  leurs  points  d'application. 

^79,  intportaftee  da  (raTall  des  forces  dans  rindnstrie. 

—  II  est  sans  doate  utile  de  savoir  calculer  les  intensit^s  des 
forces  que  supportent  les  diverses  parties  des  machines,  afia 
de  determiner  les  dimensions  qu'eltes  doivent  avoir  pour  r^sis- 
let  aux  chances  non-seulement  de  rupture,  mais  encore  de 
deformations  cxcessives.  Mais  le  plus  souvent  ce  qu'il  importe 
•iirtout  de  connattre,  c'est  le  travail  des  forces  qu'une  machine 
doit  subir  de  la  part  des  corps  ext^ricurs  qu'on  a  en  vue  de  sou- 
itiettre  k  son  action,  et  le  travail  que  doit  developper  sur  elle 
Vagent  disponible  employ^  pour  cet  effet. 

Le  premier  de  ces  deux  travaux  est  generalement  negatif  et 
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le  second  positif,  quoique,  par  exception,  le  contnire  pnisse 
avoir  lieu,  comroe  dans  le  cas  d*une  grue  employ^  k  descendre 
lentement  des  fardeaux  :  le  corps  pesant  qui  descend  fait  sorh 
chatne  de  la  grue  un  travail  positif,  et  la  main  de  I'ouvrier  sor 
la  manivelle  fait  alors  un  travail  n^tif  on  r^istant. 

Hors  de  rares  exceptions  de  ce  genre,  toute  operation  m^- 
nique  industrielle  suppose  un  effort  exerc^  sur  un  corps  en 
mouvementy  qui  r^iproquement  r^iste  en  cMant  k  cet  effort. 
C'est  ce  qu'on  appelle  en  langage  ordinaire  une  resistance 
vaincue,  k  laquelle  s'attache  naturellement  I'idte  d'lm  travai] 
m^canique. 

Exemples  :  i""  Un  fardeau  k  Clever  :  depuis  Tinstant  oil  ce 
corps  a  ^{6  pris  en  repos  jusqu'a  celui  od  il  est  laiss^  en  repos 
dans  une  position  plus  ^levie,  s*il  est  suppose  n'avoir  subi  an- 
cune  deformation,  le  travail  qu'a  exerc^  sur  lui  la  machine 
quelconque  qui  a  produit  cette  elevation,  ^tant  ^gal  et  de  signe 
contraire  au  travail  de  la  pesanteur^  est  exprim^  (20)  par  le 
poids  du  fardeau  multipli^  par  la  hauteur  dont  son  centre  de 
gravity  a  M  6les6,  quantity  qui  est  ind^pendante  du  temps  et 
qui,  sauf  certaines  circonstances  accidentelles,  est  la  mesore 
du  service  rendu. 

2®  Si  Ton  a  k  transporter  horizontalement  un  fardeau,  soit 
sur  un  tratneau,  soit  sur  une  voiture,  le  produit  de  Teffort  hori- 
zontal n^cessaire^  suivant  I'esp^ce  de  v^hicule  et  la  nature  de 
la  voie^  pour  entretenir  le  mouvement,  multipli^  par  le  chemia 
parcouru,  c'est-k-dire  le  travail  du  rooteur,  dans  chaque  cas, 
est  encore  la  mesure  de  Tutilit^  de  Pagent  qui  exerce  cet  effort. 

3""  S'il  s*agit  de  scier  du  bois  plus  ou  nioins  dur,  de  limeroa 
de  polir  un  m^tal^  la  valeur  de  Touvrage  varie  encore  en  raison 
compos^e  de  Teffort  exerc^  par  Toutil^  et  de  Tespace  qu^il 
parcourt. 

S76.  RtelsUiiieepriBelpale.  R^sistaaees  ■eroBdalrcs.  WMdt 
dyBanlqne.  —  Les  reactions  qu'exercent  sur  une  madune  les 
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corps  destines  k  subir  son  action  constituent  ce  qu*on  pent  ap- 
peler  la  risistance  principak^  pour  ladistinguerdes  autres  forces 
designees  sur  le  nom  de  risUtances  secondaires  dont  le  travail 
n^gatif  est  Stranger  a  Tobjet  de  la  machine  et  ne  pent  nean- 
moins  6tre  completement  £vite,  travail  dd  soit  aux  actions  mu- 
tuelles  des  diverses  parties  de  la  machine,  soit  aux  ructions 
des  appuis. 

Ges  resistances  secondaires  se  rattachent  aux  Etudes  que  nous 
avons  expos^es  pr^c^demment  sur  le  frottement,  la  resistance 
au  roulement,  la  raideur  des  cordes,  le  choc  des  corps  solides, 
etudes  qui  doivent  Stre  compietees  par  celles  qui  concernent  la 
resistance  des  fluides. 

La  valeur  absolue  du  travail  n^gatif^que  la  resistance  princi- 
pale  subie  par  une  machine  exerce  sur  celle-ci  dans  un  temps 
determine,  est  ce  que  nous  appelons  Yeffet  dynamique  de  la  ma- 
chine pendant  ce  m^me  temps,  parce  que  nous  le  considerons 
comme  egal  au  travail  positif  que  la  machine  exerce  sur  les 
molecules  qui,  appartenant  aux  corps  exterieurs  soumis  k  son 
action,  sont  immediatement  en  contact  avec  dies. 

S77.  Effei  utile  d'mie  nuMhlae.  —  II  importe,  pour  Texac- 
titude  et  la  clarte  du  langage>  de  n'attacher  k  Texpression 
d'effet  dynamique  que  le  sens  determine  par  la  definition  pre- 
cedente,  et  de  ne  pas  confondre  ce  travail  avec  ce  qu'on  pent 
appeler  proprement  Yeffet  utile  de  la  machine. 

Si,  par  exempie,  il  s'agit  d'une  sonnette  servant  k  battre  des 
pieux;  et  si,  comme  on  le  doit,  on  comprend  dans  cette  ma- 
chine le  mouton  et  non  le  pieu  qu'elle  enfonce ,  TefPet  utile 
consiste  dans  Tenfoncement  du  pieu  qui  exige  necessairement 
un  travail  egal  k  celui  qu'oppose  le  frottement  et  la  resistance 
du  terrain ;  mais  Teffet  dynamique  comprend  en  outre  le  tra- 
vail employe  k  det'ormer  la  lete  du  pieu  et  k  ebranler  le  sol 
a  une  plus  ou  moins  grande  distance,  travail  inutile  qu'on  pent 
diminuer(i42)en  snbstituant  un  lourd  moutou  tombant  d'une 
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moindre  hauteur  k  un  mouton  moins  lourd  tombaat  de  pis 
haut. 

S'il  s'agit,  autre  exemple,  d^une  fnachine  it  elever  de  Teau  an 
nioyen  d'une  pompe,  Teffet  utile  consiste  daos  rel^?ation  d'nne 
certaine  quantity  d*eau  k  une  hauteur  egale  k  la  difference  da 
niveau  des  deux  bassins  extremes;  il  exige  nicessairement  un 
travail  egal  au  poids  de  I'eau  multiplie  par  cette  hauteur.  L'ef- 
fet  dynamique  est  le  travail  exerc^  par  le  piston  de  la  pompe  sor 
Teau  en  contact^  et  comprend,  en  outre  de  Teffet  utile^  te  travail 
relatif  k  la  resistance  du  tuyau  et  k  la  vitesse  poss^ee  par  Teaa 
k  Tendroit  ou  elle  arrive  au  reservoir  sup^rieur,  travail  qui  de- 
pend de  la  longueur  et  du  diam^tre  du  tuyau. 

278.  OivflMi  mMes  d«  Crmvftil  ■§••»!»•  •»  Les  forces  qui 
agisaent  sur  une  machine  pour  produire  ou  entretenir  aoo  inou- 
vemenl,  pendant  qu'elle  est  soumise  4  diverses  rdststances, 
oonaiatent  quelquefois  dans  Taction  de  raaaorts  int^rieura;  mais 
le  plus  aouvent  elles  aont  exerctea  par  dea  corps  qui  ne  foot 
paa  partia  de  la  macbiae  et  qui  constituent  son  nioteur  disdnet. 
Ces  corps  reoipliasent  leur  fonction  de  deux  manidres  :  tanKH 
en  perdant  partiellement  la  vitesse  qu'ils  possMaient  (exemples : 
moulins  k  vent  el  certaines  rooea  hydrauliquea  dans  leaquefles 
Teau  ae  nieut  k  peu  prte  horizontalement,  en  y  entrant  avec 
une  viteaae  plua  grande  que  la  viteaae  de  aortie),  tantM  en 
exervant  dea  forces  ^lea  a  celiea  qu'ils  recmvenl  eux-mAmes 
soit  de  la  pesanteur/aoit  de  Telasticitj  des  fluides,  gaz  ou  Va- 
peura,  aoit  de  Taction  musculaire  dea  animaux  (roues  hydrau- 
liquea  k  augets,  machines  k  vapeur,  manges  mus  par  des 
ohevaux,  roanivelles  muea  par  dea  hommes). 

970.  Th^or^MO  ip^B^ral  de  U  traasmliiBloA  dm.  trmwrnU.  — 

Les  proprietds  generates  du  mouvement  d'un  syst&me  materiel 
sous  Taction  de  forces  ext^rieures  et  int^rieures  etant  appli- 
cables  k  une  machine  quelconque,  appelons 

Tm  le  travail  moteur  r&ultant,  pendant  un  certain  tempa, 


soil  de  ruction  de  ressorts  int^rieurs,  soit  de  forces 

exerc^es  par  un  moteur  special  exterieur^  c'est-a-dire 

He  fliidant  pas  partie  de  la  tnaohine ; 
Tm  yeffet  dj/namiqueet  par  consequent  —  T©  le  travajl,  dans 

le  m&u^e  teptps^  des  forces  qui,  agissapt  sur  la  machine, 

constituent  la  resistance  principale; 
T,  le  travail  des  resistances  secondaires  pendant  le  niSme 

ten)p8  \ 
P  le  poids  total  de  la  machine ; 
fi^  et  ^  les  prdonn^es,  initiale  et  finale,  de  son  centre  de 

gravity  au-dessous  d'un  plan  horizontal  fixe  \ 
p  ou  m0  le  poids  d'un  ^ierpent  materiel  de  la  ipacliine  et 

qui  continue  d'en  faire  partie  pendant  tout  le  temps 

dont  il  s'agit; 
Vq  et  V  les  vitesses,  initiale  et  finale,  de  ce  point  pour  le 

m6me  temps. 

L«  tb6o^^(ll^  4u  ir^vaiJ  (i0)  fit  Id  tl^or<^ii)a  «p^c|al  4  k  p»- 
santeur  (W)  dcfnneat 

d'pu  I'eS^t  dyn^miqifp 

Ainsi.  teflkt  dynamigue  d'une  machine,  pendant  un  temps 
dSiermine,  est  egal  au  travail  moteur  inddpendani  du  poids  de  (a 
machine,  plus  au  travail  de  la  pesanteur  sur  cette  machine,  e'est- 
d'dire  a  son  poids  multiple  par  la  hauteur  dont  son  centre  de 
gravity  s'est  abaissd,  plus  a  Vexcbs  de  la  puissance  vive  initiale  de 
la  machine  sur  sa  puissance  vive  finale,  mains  le  travail  des  resis- 
tances secondaires. 

280.  DlMOttsioB  de  ceCte  Equation.  —  A  partir  d'un  instant 

initial  determine^  les  quantitcs  T«,  T^  et  Tr,  essentiellement 


AU 
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positives,  croissent  avec  le  temps.  Au  contraire,  la  puissance  vive 

S  -  mv%    alternativement  croissante  et  dteroissaate^  atteiot 

promptement  une  valeur  qu'ensuite  elle  ne  d^passe  pas;  sou- 
vent  ni^me  elle  varie  peu  k  partir  de  Tinstant  oil  eile  a  atteim 
cette  limite,  de  sorte  que  si  c'est  aprfes  cet  instant  qu'on  prend 

r^tat  initial  de  ia  machine,  la  diffiSrence    Z  -  mv  *  —  Z  -  mv* 

2*2 

oscille  entre  des  valeurs  peu  considerables.  Dans  tous  les  cas, 

cette  difference  finit  par  pouvoir  6tre  negligee  aupr^  de  b 

quantity   croissante   Te.   U   en   est  de    mSme    du   prodait 

P  {H —  H^)y  k  moins  que  la  machine  ne  soit  locomotive,  auqud 

cas  la  valeur  absolue  de  ce  produit  s'ajoute  au  travail  motear 

Tm  ou  au  travail  resistant  T  suivant  que  ia  machine  descend 

ou  monte. 

On  pent  done,  en  calculant  les  termes  de  Tequation  pr6o6- 

dente  entre  deux  instants  suiBsamment  61oign6s,  ia  redoire 

tr^s-approximativement  k  la  formule  tr^s-simple 

re=Tm— Tr. 

Le  terme  —  Tt  est  dd  aux  frottements  et  aux  chocs  des 
parties  mobiles  de  la  machine,  soit  centre  leurs  appuis,  soit 
entre  elles,  et  aux  deformations  alternatives  de  divers  genres, 
parmi  lesquelies  on  peut  citer  celles  qui  constituent  la  raideor 
des  cordes.  Tous  ces  phenomenes  fort  compliqu^  se  manifes- 
tent  en  partie  par  Tusure  de  la  machine  et  par  des  vibratious 
plus  ou  moins  sonores  et  caiorifiques  qui,  sans  cesse  renouve- 
l^es,  se  communiquent  en  pure  perte  k  Fair  et  aux  corps  solides 
environnants,  et  Ton  n'est  parvenu  a  les  soumettre  au  calcui 
qu'a  Taide  d*exp6riences  nombreuses  et  varices,  qui  out  oou* 
duit,  non  a  des  formules  rigoureuses,  mais  k  des  regies  suffisam- 
ment  approchees  pour  les  besoins  des  applications  industrielles. 
C*est  ce  que  le  lecteur  a  vu  precedemment,  en  ce  qui  concerae 
particulierernent  le  frottement  de  glissement,  la  resistance  au 
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roulement  et  la  raideur  des  cordes,  dont  les  g^n^ralit^s  sont 
expos4es  aux  Dum^ros  128  k  134  et  expliqu6es  par  des  exem- 
ples,n~212  k  265.  Quant  aux  chocs,  nous  avons  montr6,  n*"  128 
et  suivants  et  n«  267^  comment  dans  certains  cas  de  la  pratique 
on  peut  ^valuer  le  travail  resistant  auquel  ils  donnent  lieu. 

Une  conclusion  g^n^rale  de  ces  etudes,  c'est  que  le  travail 
des  resistances  secondaires,  frotlements,  chocs,  etc.,  quMl  im- 
porte  de  r£duire  aulant  que  cela  est  praticable,  ne  peut  jamais 
dtre  compl^teroent  an^nti,  quelque  habilet^  qu*on  apporte  h  la 
disposition  et  k  I'exteution  d'une  machine.  Ainsi,  dans  la  der- 
nidre  formule,  le  terme  —  Tr  n'est  jamais  nul,  ce  qui  prouve 
que  le»  machines  ne  rendent  jamais  utilement  autant  de  travail 
que  les  moteurs  leur  en  donnent^  et  d^montre  Tabsurdite  de  la 
recherche  de  ce  qu'on  appelle  le  mouvement  perpetuely  c'est-Mire 
d'uD  appareil  dont  le  mouvement  se  maintiendrait  sans  Taction 
d'un  moteur,  ou  avec  un  moteur  dont  le  travail  serait  inf^rieur 
k  ceiui  de  la  r^istance  principale . 

281.  Utility  des  macliines.  —  Quoique  les  machines  ne 
cr^ent  point  le  travail  dynamique,  elles  n'en  sont  pas  moins  de 
la  plus  ^vidente  utility  :  prenant  le  travail  tel  que  la  nature  le 
presente  disponible,  dans  Taction  musculaire  des  animaux, 
dans  les  chutes  d'eau,  dans  la  vitesse  du  vent,  dans  Texpansion 
des  vapeurs,  etc.,  elles  le  transportent,  le  diss^minent  ou  le 
concentrent  de  mille  mani^res,  selon  nos  besoins,  en  faisant 
varier  k  volenti  Tun  ou  Tautre  des  facteurs  du  travail  transmis. 

288.  DiTera«»  parlies  des  naehiBes.  —  Une  machine  est 
ordinairement  composee  de  plusieurs  parties  distinctes,  mais 
ii^es  entre  elles,  dont  Tune^  appelle  ricepteur^  regoit  Taction  du 
moteur,  et  d'autres,  appel^es  organes  de  transmission  de  mouve^ 
ment^  sont  interposees  entre  le  recepteur  et  les  corps  sur  lesquels 
s'op^re  Teffet  dynamique.  Chaque  pi^ce  d'une  machine  com- 
posee peut  6tre  consideree  elle-m^me  comme  une  machine 
ayant  son  moteur  et  sa  resistance  principale.  II  arrive  mdme 
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commuoeroeiit  que,  daii$  ie  oalcul  d'uoe  machine,  ra  paitaal 
dii  recepteur»  od  g'arrAte  k  une  certaiiie  pi^  au  deU  de  laqgeUe 
le  reste  est  considire  comme  un  oMtil  donl  lea  fooolioitf  soot 
determines  surtout  par  Texperiencej  laquella  fait  egakment 
connattre  la  vitesse  qui  convient  k  certains  points  de  cette  ma- 
chine sp^ciale,  et  I'iiitensit^  des  forces  qu*il  faut  appUqner  i 
ces  mdmes  points  pour  la  faire  fonctionner  reguli&reoient* 


S8S.  G«Bsl4«racUM  ap^eliaMi  m«m  4It*pms  9#»fl«a  4m 
m^eiiinM,  --  Les  recepteur$  doivent  n^cessairement  varier  mi* 
vant  Tesp^ce  et  les  ciroonstances  partiouliires  du  moteur  qu'ii 
s'agit  d'employer.  La  thteria  joue  ua  r6le  important  dapa  le 
choix  et  la  disposition  des  moyens  d'iconomiser  les  foicea  qoa 
la  nature  offre  k  Tindustrie :  T^tude  des  r^pteurs  bydviiiliqiiia 
en  presente  des  examples  remarquablesi 

Les  transmi$sum$  de  mouvemait  sont  soumises  aux  preoeplfls 
de  la  cinematique  et  de  la  dynamique,  doRt  Tune  itudie  les 
conditions  geometriques  k  remplir,  et  I'autre  calcule  les  efforts 
que  les  diverses  pieces  doivent  sublr,  lvalue  les  r^tstances 
secondaires  inevitables  et  fournit  les  moyens  de  rem^dier  aux 
irrdgularitis  de  mouvement  inh^rentes,  soft  k  la  nature  du  mo- 
teur^ soli  k  celle  de  la  resistance  principale.  L^empoii  des  volants, 
dont  nous  avons  exposd  la  theorie  (de  173  k  i82)|  est  un  exem- 
pie  de  ce  genre  de  service. 

Quant  aux  machines-outils,  il  on  est  pour  lesquelles  le  catcul 
des  forces  capables  d*entretenir  leur  mouvement  est  d^un  inte^ 
ret  secondaire,  Teis  sont  heaucoup  d'appareiU  daatioes  k  app- 
pleer  h  1  adresse  de  la  main  de  Thomme,  el  dont  Tobjet  eeaaa- 
tiel  est  la  perfection  de  Touvrage  k  accoaq>Ur  ot  la  r^ularite 
du  mouvement  k  produire>  avnntages  qui  peuvent  grtndftuieat 
compenser  Taccroissement  du  travail  moteur  necesaaire^  U 
description  et  Tetude  de  ces  machines  appartiennenl  k  um  boat 
che  tres-elendue  et  trea*imporlante  de  la  n^ecanique  :  c'est  la 
teehnokgk  mecanique. 


§2- 
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884t  njnmmomHrm,  —  Ce  nom,  qui^  d'aprte  son  litymolo- 
gie,  devrait  seulement  signifier  meenre  de  la  force^  a  6t6  en  effet 
doona  primitivement,  par  Regnier,  k  un  initrumont  du  genre 
des  balances  h  ressort>  propre  k  mesurer  dea  efforts  de  pression 
ou  de  traction*  II  a  ^t^  depuis  attribue  k  des  appareils  qui  ont 
pour  objet  de  mesurer^  non-aeulement  une  force,  mais  cette 
force  combin^e  avec  le  cbemin  d^crit  par  le  point  auquel  elle  est 
appliqu^e.  Nous  nous  bornons  k  une  indication  succincte  de  six 
de  ces  instruments  dont  la  premiere  conception  est  due  k  M.  le 
general  Pohcsuti  et  dont  on  trouvera  la  description  dritaiil^e  et 
Accomp^gnee  de  figures  dans  lee  Leponi  de  Mieanique  pratique, 
et  dans  ua  trait<l  special  sur  lesAppareiU  d^tMinom^iriques^  par 
M.  le  g^n^rat  Moaiif t  Nous  exposerons  ensuite  la  theorie  du  frein 
de  Prony  et  du  dynamometre  de  rotation  i^  contre-poids  de 
M.Palor. 


288.  DyBAin^iii^Ire  de  traction  i^  bande.  — -  li  est  sp4oia«» 
lament  propre  aux  experiences  sur  le  tirage  des  voilures.  L'ef*- 
fort  est  naesur^  au  moyen  de  deux  laoies  ^lastiques  uoies  par  des 
articulations  k  leurs  extr^mit^s  :  Tune  des  lames  est  fixee  en 
son  milieu  k  la  voiture;  le  milieu  de  Tautre  est  tir^  par  le  mo* 
teur,  L'^cartement  des  deux  milieux,  k  partir  de  leur  situation 
naturelle,  est  reconnu  par  experience  proportionnel  k  Teffort. 
Afin  de  donner  aux  lames  la  plusgrande  sensibility,  relativement 
aux  dimensions  qu'on  adopte  pour  la  section  transversale  en 
leurs  milieux,  on  diminue  leur  ^paisseur  depuis  ces  points 
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jnsqu'aux  extr^mit^,  de  mani^re  kfaire  de  ces  lames  de&soUia 
(Tegale  risistancty  c'est-ii-dire  r^istant  partout  ^galement  a  ime 
flexion  qui  subsisterait  apr^  la  suppression  de  Teffort  qu'il  s'agit 
de  mesurer  (on  peut  voir  sur  ce  sujet  notre  Traite  de  la  rent- 
tance  des  solides).  line  bande  de  papier,  dont  les  extremites 
sont  fix6es  sur  deux  cylindres  parallMes,  s'enroule  sur  Tun  etse 
deroule  de  dessus  I'autre,  mouvement  qui  lui  est  communiqae, 
k  I'aide  de  poulies  et  de  cordes,  par  une  roue  de  la  voiture,  et 
de  mani^re  que  sa  vitesse  est  proportionnelle  a  celle  du  moteur. 
Pendant  ce  mouvement,  elle  regoit  les  impressions  de  deai 
pointes  tragantes  attach^esaux  lames  elastiques,  et  il  en  rfeuite 
que  Taire  comprise  entre  les  deux  courbes  d6crites  par  oes 
pointes  sur  la  bande  est  proportionnelle  au  travail  k  mesurer. 

Si  I'effort  exerc^  par  le  moteur  est  constant  ou  s'il  ne  varie 
que  lentement,  Tfeartement  des  deux  courbes  mesure  k  cbaque 
instant  Tintensit^  de  cet  effort;  mais  il  n'en  est  plus  de  mtoe 
si  celui-ci  regoit  des  variations  rapides  :  la  masse  des  ressocts 
les  emp6che  de  prendre  instantan^ment  Taccroissementde  dis- 
tance qui  correspond  k  Taccroissement  de  la  force,  et  quand 
celle-ci  atteint  son  maximum  et  s'y  maintient,  la  puissance  vive 
acquise  par  les  ressorts  fait  que  leur  distance  continue  d'aug- 
menter  et  depasse  la  valeur  qui  correspond  it  celle  de  la  rorce, 
et  k  laquelle  elle  ne  revient  que  par  une  s^rie  d'osciUations. 
Les  mdmes  fails  se  produisent  en  ordre  inverse  loi*sque  Teffoit 
exerc^  sur  les  ressorts  decrott  rapidement.  Mais  il  importe  de 
remarquer  que  Tinexactitude  des  indications  du  dynamom^tre; 
quant  k  Tintensitd  de  cette  force  k  chaque  instant,  n'entraine 
pas  la  mdme  inexactitude  quant  a  son  travail,  surtout  si  la  vitesse 
du  moteur  ne  varie  pas  brusquement.  A  une  ordonn^  trop 
grande  de  la  courbe  en  succ^de  une  trop  petite,  ce  qui  etablit 
une  compensation,  sinon  rigoiireuse^  au  iiioins  suffisante  pour 
que  I'aire  de  cette  courbe  mesure  le  travail  du  moteur. 

Divers  moyens  indiques  par  M.  Morin  peuvent  6tre  employfe 
pour  faire  la  quadrature  de  cette  aire. 
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286.  Dyaamom^tre  de  traction  &  eomptenr.  —  II  sert  poiir 
1g  inline  genre  d'exp^riences  que  I'appareil  pr^c^dent,  mais  il 
ne  donne  que  la  mesure  du  travail  du  moteur.  Un  plateau  tour- 
nant  autour  d'un  axe  perpendiculaire  it  son  plan  re^it  une 
Vitesse  angulaire  proportionnelle  k  celle  d'une  roue  de  la  voi- 
tore.  Une  roulette  s'appuyant  au  centre  de  ce  plateau,  lorsque 
le  dynamom^tre  n'est  pas  tendu,  s'^loigne  de  ce  centre  k  une 
distance  egale  k  Taccroissenient  de  distance  des  lames  sous  Tac- 
tion du  moteur.  II  en  r^sulte  que  la  vitesse  de  rotation  de  la 
roulette  variant  en  raison  compos^e  de  Tintensite  de  Teffort  et 
de  la  Vitesse  du  moteur  est  proportionnelle  au  travail  par  unit^ 
de  temps^  et  que  le  travail  produit  en  un  temps  quelconque  est 
proportionnel  au  nombre  de  tours  de  la  roulette  pendant  le 
ni6me  temps.  Un  compteur  k  chiffres  indique  ce  nombre. 

287.  DynaBioniAtre  &  Bi^eaalsme  ehronom^trlqae.  —  II 

est  employ^  dans  les  experiences  sur  la  resistance  des  bateaux 
au  halage  ou  des  charrues  sans  avant-train.  La  bande  de  papier 
ou  le  plateau  du  compteur  re^ivent  d'un  m^canisme  d'horlo- 
gerie  un  mouvement  uniforme.  Les  indications  recueillies  don- 
nent  alors,  non  le  travail^  mais  Timpulsion  produite  par  le 
moteur.  On  tient  note  separ^ment  du  temps  employ^  k  parcou- 
rir  des  espaces  connus ;  on  en  conclut  approximativement  le 
travail  correspondant  k  une  section  du  parcours^  en  divisant 
rimpulsion  par  le  temps  et  multi pliant  le  quotient  par  Tespace. 

288.  Dynamoia^tre  de  rotation  &  bande.  —  Sur  un  arbre 
tournant  sont  etablies  trois  poulies,  dont  Tune  est  foUe.  La  se- 
conde,  cal^e^  recoit  et  transmet  k  Tarbre  Taction  du  moteur.  La 
troisi^me  est  en  communication  avec  la  machine  r^sistante; 
assembiee  k  frottemenl  doux  sur  Tarbre,  eile  n'est  entratnee 
que  par  la  pression  d'une  des  extr^mit^s  d'une  lame  de  ressort 
dont  Tautre  extr^mite  est  solidement  implant^e  perpendiculai- 
rement  k  cet  arbre.  La  flexion  de  la  lame  est  proportionnelle  k 
la  resistance  vaincue.  Elle  est  constat^e  par  la  trace  qu'un  pin- 
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ceau,  flx^  soit  ati  bout  de  la  lame,  soit  k  un  bras  de  la  troisifeme 
potilie,  laisse  sar  une  bande  de  papier,  qui,  einport ie  dans  le 
mouvement  de  rotation  de  la  seconde  ponlie  et  de  Tarbre,  a, 
relativement  k  oelul-ci,  utie  vitesse  linteire  parall^Ie  ii  Taxe  et 
proportionnelie  h  la  vitesse  angulaire  de  ^et  arbre.  Ce  mouve- 
ment relatif  est  obtenu  au  moyen  de  roues  dent^,  doot 
Tune,  concentrique  k  I'arbre  sur lequel  elle  est  ajusf^  k  frotte- 
ment  doux,  est  rendue  k  voIont6  immobile  dans  Pespace  pen- 
dant que  Tarbre  est  en  tnouvement.  Une  quadrature  donne  le 
travail. 


S89,  DyBMMiB^tM  «e  ivtMIra  A  ••«ipta«v4  ^  La  bande 
de  papier  est  encore  ici  (286)  remplac^  par  un  plateau  touf^ 
nant  et  une  roulette ;  et  le  travail  est  indiqui  par  les  ohiffirai 
d'un  compteur. 

890.  ladleaienr  de  l^Vatt.  —  C'est  oncore  un  dyDamomitre 

k  ressort  qui  sert  k  mesurer  le  travail  exerod  par  la  vap^Htr  lor 
le  piston  mobile  d'une  machine.  La  partie  de  cet  iDatrumeat 
qui  indique  la  pression,  tantdt  8upirieure»  taot^t  inferieure  k  la 
pression  almosph^riquef  est  un  piston  mitallique  glisaant  taoi 
frottement  sensible  dans  un  petit  cylindre  termini  iBf§rieiira- 
ment  par  un  bout  de  tuyau  a  robinet  qu*on  visse  sur  le  cbapeaa 
du  cylindre  de  la  machine  k  vapeur.  La  vapeur  presse  le  petit 
piston,  et  la  tige  de  celui*ci  est  liee  a  un  ressort  en  htiice  qui 
par  sa  deformation  mesure  la  Torce  qu'il  revolt.  Pour  obtenir 
rindication  du  travail  de  la  vapeur  suf  le  grand  piston,  on  arme 
la  tige  du  pelit  piston  d'une  pointe  tra^atite  qui  d6critune  coorbe 
sur  une  bande  de  papier  collie  sur  un  cylindre  qui,  au  moyefl 
de  poulies  de  renvoi,  tourne  autour  de  son  axe  fixe,  paraltele  k 
la  course  du  petit  piston,  d'un  mouvement  alternatif  propor- 
tionnel  k  celui  du  grand  piston  de  la  macfiine.  L'aire  de  la 
courbe  ferm^e  qu'on  obtient  repr^sente  Texcis  du  travail  mo- 
teur  que  produit  la  vapeur  confre  la  fiice  du  piston  qu'elle 
pousse  en  avant;  sur  le  travail  resistant  qu'tme  partie  dilate  de 
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c^tft  vapeitf  eterce  ensuite  sur  la  meme  fkcd  quancl  celle-ci 
reirient  en  arriftre. 

991.  VMin  d«  Pi^oBt-  —-  Un  arbre  dd  transmission  est  sup- 
pMi,  80US  ra^tion  d'un  moteur^  toui^nef  unifbrmtfment  et  trans- 
ttiettre  par  un  engrenage  ou  par  une  ootirroie  sans  fin  un  travail 
uniforme,  c*est4i-dire  proportionnel  au  temps.  11  s'agit  de  rae- 
fturer  oe  tratail.  Pour  cela  on  arrftte  la  maohine,  on  d^sembraye 
ta  communication  de  I'arbre  aveo  les  pieces  sur  lesquelies  il 
agissait,  et  on  les  remplace  par  un  frein  dont  nous  alions  expli- 
quer  la  disposition  et  Temploi. 

8ttr  cet  arbre,  que  nous  supposerons  d'abord  horizontal^  on 
cale  solidement  une  poull<§  ou  collier  AAA  (fig.  103)  parfaite- 
tement  centra.  Sur  ce  collier,  en  dessus  et  en  dessous,  on 
installe  deux  pieces  de  bois  BB',  CC,  od  sont  ajust^s  deux 
coussinets  en  bois  dur  formant  deux  m&choires  qui,  Ji^es  par 
deux  boulons,  serrent  entre  elles  le  collier,  en  exergant  sur  lui 
des  pressions  r^l^es^  par  le  moyen  de  deux  Serous  E,  E'. 
L'une  des  deux  mftchoires  se  prolonge  horizontalement  jus- 
qu'en  F,  ou  se  trouve  un  crochet  auquel  on  suspend  un  plateau 
G  propre  k  recevoir  des  poids.  Le  sens  du  prolongement  E'F 
est  tel  que  ces  poids  tendent  h  faire  tourner  le  frein  en  sens 
contraire  dumoiivement  de  Tarbre.  On  dispose  au-dcssus  des 
mftchoires  un  vase  contenant  de  Teau  de  savon  qu'on  fera  couler 
continuellement  pendant  Texp^rience  pour  empficher  Techauf- 
rement  trop  grand  du  collier  et  du  frein.  Enfin^  on  ^tablit  pr^s 
de  I'extr^mit^  F  deux  appuis  fixes  H  et  H'  et  deux  cales  I 
et  I'  qui  assurent  provisoirement  la  position  k  peu  prfes  hori- 
zontale  de  la  longue  pifece  BF  du  frein.  Ces  pr^paratifs  ^tant 
ex^cut^s,  on  met  Tarbre  en  mouvement  en  faisant  agir  le  moteur 
de  la  m^me  mani^re  et  dans  les  m^mes  conditions  que  lorsqu'ii 
fonctionne  utilement,  et  Ton  r^gle  le  serrage  des  Serous  E 
et  £'  de  telle  sorte  que  I'arbre  prenne  et  conserve  la  vitesse  qu'il 
doit  avoir  dans  Tetat  normal  de  la  machine.  Cette  premiere 


•43^  SBCT.  II,  CHAP.  Y.  TRATAIL  DAIIS  LBS  MACHniBS. 

partie  de  Texp^rience'exige  un  certain  temps  de  tfttonnemeDt, 
parce  qu'il  faut  que  le  collier  et  les  m&choires  du  freio  se  polis- 
sent  et  s'^chauffent  mutuellement,  jusqu'k  ce  que,  sous  un  ser- 
fage constant  des  ^rous,  la  vitesse  de  Tarbre  conserve  ioTa- 
riableraent  la  vaienr  qui  lui  est  assignee.  Cette  condition  etaot 
remplie,  on  se  hftte  d'enlever  les  cales  I  et  I',  et  le  plateau  € 
n'etant  pas  encore  charge  ou  ne  T^tant  que  de  poids  insuffi- 
sants,  il  en  r^sulte  que  le  levier  E'F  entrain^  par  Tarbre  va 
toucher  I'appui  sup^rieur  H,  centre  lequel  il  s'arr^te.  On  charge 
alors  le  plateau,  et  lorsqu'en  pressant  le  levier  de  la  main,  on 
s'aper^it  qu'il  est  sur  le  point  de  quitter  Tappui  sup^rieor,  on 
augmente  la  charge  peu  h  pen  jusqu'k  ce  que  le  levier  descende 
lentenaent  vers  I'appui  inf^rieur,  et  alors  le  travail  resistant  que 
Tarbre  re^it  du  frein  en  ^quilibre  est  tr&s-facile  k  calcoler. 
Appelons 

P  le  poids  du  plateau  et  de  sa  charge; 

P  le  poids  du  frein,  c'est-k-dire  des  deux  mftchoires  et  de 
leurs  ferrures,  sans  comprendre  le  collier  tournant  avec 
Tarbre ; 

I  la  distance  du  point  de  suspension  F  au  plan  vertical  pas- 
sant par  Taxe  de  rotation  de  Farbre; 

a  la  distance  du  centre  de  gravity  du  frein  au  mftroeplao; 

p  un  poids  qui,  applique  au  point  de  suspension,  aurait  le 
mSme  moment  que  P^  autour  de  Faxe  de  I'arbre,  d'oii 
r^sulte  la  relation 

P^a=pl; 

w  la  vitesse  angulaire  de  Tarbre  (les  quantit^s  P,  p,  I,  » 

sont  donn^es) ; 
T  le  travail  qu'il  s'agit  de  mesurer  et  qui  est  6gal  k  celui  de 

la  resistance  que  le  frein  exerce  sur  Tarbre ; 
F  le  frottement  que  deux  elements  de  contact  du  frein  et  da 

collier  exercent  Tun  sur  I'autre  j 
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r  le  rayon  du  collier,  s'il  est  cylindrique;  plus  g^n^ralement, 
si  le  collier  est  bomb6  longitudinalement  ou  s'il  a  des 
rebords  par  lesquels  il  louche  le  frein,  r  est  la  distance 
de  r^lement  de  contact  ou  de  la  force  F  a  I'axe  de  I'ar- 
bre  (ces  quantit^s  JP  et  r  sont  des  inconnues  auxiliaires 
toutes  deux  variables  du  probleme). 

Cela  6tant,  on  a  6videmment,  d'apr^s  la  signilication  de  la 
notation  7, 

r==:SFrw=:w2Fr . 

D'ailleurs,  le  frein  etant  en  equilibre  sous  Taction  des  forces 
P  et  P'  et  d'une  multitude  de  reactions  qu'il  regoit  du  collier, 
chacune  desquelles  se  decompose  en  une  force  tangentielle  F 
et  une  force  qui,  ^lant  dans  un  m^me  plan  avec  Taxe,  a  son 
moment  nul^  on  a  Tequation  desmoments 

i:Pr  =  Pl-hP'a=:{P  +  p)l. 
Par  consequent,  le  travail  cherche 

T={P+p)lw  =  {P'^p)v, 

V  etant  la  vitesse  qu'aurait  un  point  116  k  Tarbre  tournant  et 
situe  h  la  distance  I  de  Taxe. 

Ce  r^sultat  tr^s-simple  est  independantdes  lois  du  frolteraent, 
Lorsque  Tarbre  tournant  est  vertical^  le  frein  est  tenu  en 
Equilibre  au  moyen  d'une  corde  bien  flexible,  qui,  passant  sur 
une  poulie  de  renvoi,  se  termine  par  le  poids  P,  determine, 
comme  nous  venons  de  le  dire,  par  des  essais  successifs.  Dans 
ce  cas^  le  poids  propre  du  frein  P'  n'entre  pas  dans  la  formule 
finale,  qui  se  r^duit  a  celle-ci : 

T:=Phv=Pv, 

Lorsque  Farbre  est  horizontal,  le  poids  propre  du  frein  et 
celui  qui  charge  le  plateau  n'entreut  dans  la  formule  que  pour 
leur  moment.  Cependant,  si  la  somme  de  ces  poids  etait  tr^s- 

as 
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grande,  elle  affecterait  le  r&ultat  de  Texp^rieDce  saus  que  la 
formule  du  travail  recu  par  le  frein  cessftt  d'etre  vraie.  Cest 
que  alors,  oes  poids  augmentant  senaiblement  le  firottemeut  des 
tourillons  de  Tarbre  sur  ses  aupports,  il  faudrait  au  travail  T, 
constat^  par  le  frein,  ajouter  celui  de  ce  frottement  additionoel 
evalu6  approximativement,  pour  avoir  le  travail  que  dSvelofqie 
eftectivement  Tarbre  tournant,  lorsque,  d^barrass^  du  freio,  il 
fonctionne  suivant  sa  destination. 

Calcol  Approximatif  dec  lenslOBtt  des  de«x  bamloBs,  et  4m 
pressioBB  des  mdehoirea.  —  Ge  calcul  est  n^cessaire  pour  s'as- 
surer  d'avance  si  les  dimensions  d'un  frein  donne  sent  suffisaotes 
^ur  un  arbre  dont  la  vitesse  et  le  maximum  de  travail  sont  ap- 
proximativement connus.  Pour  simplifler,  nous  faisons  abstrac- 
tion de  la  courbure  des  surfaces  de  contact,  et  nous  donnons  aux 
mftcboires  la  disposition  indiquee  par  la  figure  104.  Appeloos 

Q  et  Q^  les  tensions  des  deux  boulons; 

q  et  q'  leurs  distances  h  Taxe  de  Tarbre  tournant; 

N  la  pression  verticale  du  collier  sur  la  m&choire  superieure; 

rf'  sa  pression  verticale  sur  la  miohoire  infi6rieure ; 

IS''  sa  pression  horizontale  sur  Tune  de  ces  deux  m&choires. 

En  conservant  les  autres  notations  pr^c^denles^  nous  auroos, 
pour  r^quilibre  de  Tensemble  du  frein^  deux  Equations  de  pro- 
jections et  une  de  moments^  savoir  : 

P  +  P'  —  ZV+ZV'— /^iV''  =  0,  [I] 

frf^fN'—N^zizO,  [sg 

Pl+P'a—fr{]S  +  lS'  +  rf'')=0.  p] 

L'^uilibre  de  la  mftchoire  inf^rieure  consider^  s^parimeai 
donnerait  de  m^me  trois  Equations,  dont  Pune,  qui  ferait  inter- 
venir  la  resistance  horizontale  des  boulons,  est  inutile.  Les  deux 
autres  sont  celles  des  projections  verticales  et  celle  des  mh 
menta: 

Qq-Qfq'^fJS'rz^zO.  (ftj 
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Ces  cinq  ^uations  suflSaent  pour  d^lerminer  cinq  iMonnttas 
i¥,  N\  IS\  Q  et  Q'. 
(1]  et  [2]  donnent  pour  dliminer  N" 

P  +  F'-{rf-N')  (1+^  =  0;  [6] 

done  Pf>Ii'  et  par  consequent,  d'apr^s  [2],  M^  est  positive 
at  a  bien  la  sans  qu'iodique  la  figure.  Les  Equations  [2]  et  [3] 
donnent,  pour  ^liminer  encore  iV'^, 

Ces  deux  Equations  [6]  et  [7\  d^terminent  iV  et  iV',  aprfes 
quot  les  Equations  [4]  et  [5]  serviraient  h  determiner  Q  et  Q'. 

Celte  dernifere  determination  permettra  de  verifier,  d'aprfes 
lea  connaissances  acquises  exp^rimentalement  sur  ta  resistance 
da  fer,  si  le  diarndtre  des  boulons  est  suffisant.  Connaissant  iV, 
on  pourra  s'assurer  si  celle  pression  n*est  pas  trop  grande  pour 
la  surface  qui  doit  la  supporter. 

Reharqcbs.  —  I.  II  se  passe  un  certain  temps  depuis  Tinslant 
oil  Ton  est  parvenu  par  le  serrage  des  l>oulons  k  annener  la 
Vitesse  de  Tarbre  k  la  valeur  exigee,  jusqu'^  celui  oii^  le  grand 
bras  du  frein  etant  decaie,  on  trouve  le  poids  P  qui  le  tient  en 
equilibre.  Or,  si  ce  temps  est  un  peu  long,  ii  arrive  quelquefois 
que  dans  cet  intervalle  les  m&choires  ou  coussinets  du  frein 
s'usenty  et  par  suite  I'arbre  un  peu  desserre  prend  uoe  augmen- 
tation de  Vitesse^  ce  qui  oblige  de  resserrer  les  boulons.  Le 
moyen  d'attenuer  cette  diflSculte  serait  d'interpoaer,  entre  les 
ecrous  des  boulons  et  leurs  rondelles,  des  ressorts  indiques  par 
la  flgure  130. 

II.  Le  frein  deProny,  compare  aux  appareils  precedemment 
deerits^  a  deux  inconvenients  :  it  exige  que  ie  travail  moteur 
exerce  sur  I'arbre  toumant  soit  uniformement  proportionnel  au 
temps,  et  il  necessite  pendant  toute  la  duree  de  cfaaque  expe- 
rience rinterruption  de  la  communication  du  inotear  avec  les 
machinea  resistantes  qu'il  est  dealing  a  faire  fonctionner  ou  avec 
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la  r^istance  dont  on  veut  ^valuer  le  travail.  Le  dynamom^re 
donl  nous  allons  faire  la  description  et  exposer  la  theorie  n'a 
pas  ces  inconv^nients  et  offre  des  avantages  qui  lui  soot  propres. 


tears  de  ■.  Paiier.  —  LMnventeur,  membrede  la  Societe  lihre 
d'^mulation  de  Rouen,  a  public  sur  ce  su|et,  en  1858,  une  des- 
cription suivie  d'un  rapport  approbatif  de  H.  Slawedu.  Soient 

(fig.  i05); 

AA,  arbre  horizontal  dont  les  tourillons  sont  supportes  par 
deux  paliers  fixes  B,  B.  Get  arbre,  qui,  m^me  lorsqoe 
la  machine  fonctionne,  est  tant6t  en  repos  et  tantdt 
toume  lentement  dans  un  sens'ou  dans  Tautre,  porte 
trois  poulies  C,  D,  £  ayant  le  m^me  axe  de  rotation 
que  lui  et  dont  le  mouvement  est  d'ailleurs  independaot 
du  sien. 

C,  poulie  fixee  sur  un  canon  libre  sur  Tarbre  AA.  Cettepou- 

lie,  au  moyen  d'une  courroie  sans  fin,  transmet  le  mou- 
vement k  une  ou  plusieurs  machines  subissant  un  travail 
resistant  qu'on  se  propose  de  connatlre. 

D,  poulie  fix^e  sur  un  autre  canon  libre  sur  Tarbre.  Au  moyen 

d*une  courroie  sans  fin,  elle  re^it  le  travail  dii  au  mo- 
teur. 

E,  poulie  folle  sur  le  canon  dela  poulie  D,  et  surlaquelle  se 

met  la  courroie  inotrice  de  D  quand  on  veut  que  le 
reste  de  la  machine  s'arr^te. 

Pour  etablir  la  communication  de  mouvement  entre  les  deux 
poulies  C  et  D,  on  place  entre  elles  un  syst^me  d'engrenage 
k  mouvement  epicycloidal  sph^rique,  appele  improprement 
dans  ce  cas  (I  appareil  k  mouvement  difKrentiel.  »  (Voir  Traiii 
de  Cinematique,  n*"*  150  et  165.) 

FF',  arbre  fix6  en  croix  sur  I'arbre  A,  les  deux  axes  dans  le 
mdme  plan  et  k  angle  droit,  de  sorte  que  si  Parbre  AA 
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tourne  autour  de  son  axe  borizoDtal,  I'axe  de  Tarbre  FF' 

decrit  un  plan  vertical. 
G,  Q\  deux  roues  denizes  coniques  ^les,  toumant  libre- 

ment  sur  deux  tourillous  terminus  par  des  terous  aux 

deux  bouts  de  I'arbre  FF'. 
H,  I,  deux  roues  deut^es  coniques  ^gales,  dont  le  rayon 

moyen  est  r,  engrenant  avec  les  roues  G^  G',  et  fix^es. 

Tune  H  sur  le  canon  de  la  poulie  C^  Tautre  1  sur  le 

canon  de  la  poulie  D. 
II  en  r&ulte  que  lorsque  Tarbre  AA  est  immobile,  ainsi  que 
I'arbre  FF'  par  consequent,  si  la  poulie  D  est  en  roouvement, 
les  deux  roues  H  et  I  et  par  suite  les  deux  poulies  G  et  D 
tournent  avec  des  vitesses  angulaires  egales»  roais  de  sens  con- 
traires. 

Cela  pos^,  remarquons  que  par  suite  des  pressions  motrices 
que  la  roue  I  exerce  sur  les  roues  G  et  G\  et  des  pressions 
resistantes  que  ces  deux  m£mes  roues  G  et  G'  re^ivent  de  la 
roue  H,  Tensemble  solide  de  I'arbre  FF'  et  de  I'arbre  AA' 
ne  pent  rester  en  repos,  k  moins  qu'une  autre  force  ne  Tempftche 
de  toumer. 

Pour  fixer  les  id^es,  supposons  que  le  mouvement  des  poulies 
et  des  engrenages  ait  le  sens  indiqu^  par  les  flfecbes  de  la  figure ; 
dans  ce  cas  la  pression  mouvante,  que  nous  d&ignons  par  N, 
de  la  roue  I  sur  la  roue  G^  et  la  reaction  resistante,  ^galc  k  N 
(nous  n^gligeons  les  frottements),  de  la  roue  H  sur  la  m£me 
roue  G  poussent  la  branche  F  de  I'arbre  FF'  du  devant  au 
derri^re  du  plan  de  la  figure  par  une  force  dont  I'intensit^  est 
2iV.  En  m6me  temps,  la  pression  mouvante^  d^sign^e  par  iV'^ 
de  la  roue  I  sur  la  roue  G\  et  la  reaction  r^sistante,  ^gale  it  iV\ 
de  la  roue  H  sur  la  mdme  roue  G\  poussent  la  branche  F'  de 
Tarbre  FF"  du  derri^re  au  devant  du  plan  de  la  figure  par  une 
force  2iV'.  Done  le  systfeme  des  arbres  FF'  et  AA  est  solli- 
cite  ^  toumer  dans  le  m6me  sens  que  la  roue  I  par  deux  for- 
ces dont  la  somute  de  moments  autour  de  I'axe  de  AA  est 
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^(N  +  N')r.  Done,  pour  maintenir  ce  systfeme  eD  equilibre^il 
suffirait  de  fixer  sur  Tarbre  AA  uoepoulie  J  envelopp^  d'aoe 
eourroie  termini  par  une  portion  verticale  h  rextr^mit^  de 
laqoelle  lerait  appliqu6  un  poids  P,  en  avant  de  I'axe;  et  si 
Ton  appelle  /  le  rayon  de  cette  poulie,  augment^  de  la  deml- 
6paiMeur  de  la  eourroie,  il  faudrait^  abstraction  faite  des  finotte- 
roeata  et  da  la  raideur  de  la  eourroie,  qu'on  eftt  requation 

De  plus,  si  la  somnie  des  forces  N  et  if'  ^tait  constante  ainsi 
que  la  vitesse  angulaire  w  des  poulies  C  et  D,  le  travail  mo- 
taur  exerc^  par  D  k  chaque  seconde  etant  T,  on  aarait,  abs- 
traction fkite  des  frottements, 

T  =  (2V  +  iY>w, 

•t  par  oons^uent 

^~     2      ' 

de  sorte  qu'il  suffirait  d'observer  le  poids  P  et  la  vitesse  w 
pour  en  eonolure  le  travail  T.  L'appareil  fbnctionnerait  k  pen 
prte  oomme  le  frein  de  Prony,  avec  Tinconv^nient,  dhine  part, 
de  quelques  pertes  par  les  frottements  des  canons  des  poulies 
G  et  D  sur  Tarbre  AA  et  des  engrenages  des  roues  inlerme- 
diaires;  avec  Ta vantage,  d'autre  part,  d*^viter  le  ddserobrajage 
et  de  laisser  fonctionner  le  moteur  et  les  machines  r^stantes. 

Hais  il  est  souvent  utile  dans  Industrie  de  raesorer  le  travail 
de  machines  dont  la  resistance  est  variable. 

Pour  atteindre  ce  but,  M.  Palier  remplace  la  poulie  ordinaire 
J,  que  nous  venous  de  supposer  comme  moyen  de  raisoone- 
ment,  par  une  sorte  de  poulie  excentrique  en  forme  de  spirale 
(ffg.  406)  qu'enveloppe,  tantdt  plus,  tant6t  moins,  Ul  eourroie 
supportant  le  poids  P.  Par  ce  moyen,  le  bras  de  levier  r  de  la 
force  P  autour  de  Taxe  pent  devenir  variable  :  si  le  travail  T 
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▼lent  k  augmenter  dans  un  rapport  plus  grand  que  la  vitesse  w 
ne  s'accrolt,  les  forces  iV  et  N'  devenant  plus  grandes  pen  k 
pen  font  tourner  le  systfeme  FF'AA  et  le  plateau  en  spirale, 
dans  le  sens  de  la  fliche  de  la  figure  106,  jusqu'k  ce  qu'un 
nouvel  ^tat  d*^quilibre  s'^tablisse  dans  ce  syst^me^  si  le  travail 
augment^  devient  constant  par  unit^  de  temps.  L'^quation 
pr6c^dente  subsiste  alors,  et  si  la  spirale  est  tracee  de  manifere 
que  le  rayon  r'  soit  proportionnel  au  d^placement  angulaire  du 
plateau,  k  partir  d'une  position  initiale  connue,  Tobservation  de 
06  d^placement^  combin^e  avec  celle  de  la  vitesse  angulaire  qui 
peut  aussi  varier,  permet  de  calculer  la  valeur  actueile  du  tra- 
vail par  unit6  de  temps. 

L*emploi  du  plateau  k  spirale  constitue^  dit  H.  Slawecki^ 
a  une  invention  dont  le  m^rite  appartient  tout  entier  k  H.  Pa- 
Her.  » 

II  a  perfectionn^  son  appareil  en  y  adaptant,  par  des  moyens 
connus  en  Cin^matique,  deux  compteurs,  dont  Tun  mesure  le 
nombre  de  lours  que  font  les  poulies  C  et  D  depuis  un  instant 
initial  jusqu'k  celui  de  Pobservation,  et  Tautre,  le  travail  d^ve- 
lopp6  dans  le  mdme  temps. 

Le  mtoanisme  du  compteur  du  nombre  de  tours  n'ofPre  rien 
de  particulier  :  il  se  reduit  k  deux  aiguilles  disposiies  comme 
celles  d'un  cadran  d'horloge  et  dont  Tune,  tournant  100  fois  plus 
lentement  que  la  poulie  D,  marque  les  tours  depuis  1  jusqu'k  ' 

100,  et  Tautre  tournant  100  fois  plus  lentement  que  la  premiere, 
permet  de  compter  jusqu'h  10  000  tours.  ' 

Le  compteur  du  travail  est  une  ingenleuse  imitation  de  celui 
du  dynamom^tre  de  MM.  Poncelet  el  Horin  (286).  Un  plateau  \\ 

de  friction  circulaire  K  (flg.  107),  tournant  aulour  d*un  axe 
perpendiculaire  k  son  plan,  regoit  une  vitesse  angulaire  propor- 
tionnelle  k  la  vitesse  w  de  la  poulie  D.  Une  roulette  M  s'ap- 
puyant  au  centre  de  ce  plateau^  lorsque,  celui-ci  6tant  dans  sa 
position  initiate^  le  bras  de  levier  r'  de  la  force  P  est  nul, 
s'61oigne  de  ce  centre  k  une  distance  proportionnelle  k  la  valeur 
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de  ce  bras  de  levier,  et  par  consequent  proportionndle  ao 
deplacement  angulaire  du  plateau  k  spirale  J.  Pour  cela,  paral- 
i^lement  au  plan  du  plateau  K  est  etabli  un  arbre  a  rainure,  libre 
de  toumer  sur  deux  paliers  L,  L;  sur  cet  arbre  est  enfile  un 
long  canon  a  languette  qui  est  libre  d'y  glisser  longitudiaalement. 
mais  dont  la  rotation  entratne  celle  de  Tarbre ;  sur  ce  canon  est 
fix^e  la  roulette  M  qui  s'appuie  contrc  le  plateau  K,  et  en  re- 
^it  une  rotation  proportiodnelle  k  sa  distance  au  centre  da 
plateau ;  sur  le  mSme  canon  est  encore  fixe  un  cylindre  NX 
cannele  transversaiement,  solide  de  revolution  dont  le  profil 
m^ridien  a  la  figure  d'une  cremaill^re ;  cette  cremaill^re  de 
revolution  engr^ne  avec  un  pignon  O,  dont  I'arbre  est  lie  par 
un  engrenage  h  Tarbre  principal  AA,  de  sorte  que  ses  d^plaoe- 
ments  angulaires  sont  les  m^mes  que  ceux  du  plateau  a  spirale 
Jy  et  par  consequent  les  d^placements  lineaires  de  la  roulette 
M  sont  proportionnels  aux  variations  de  moment  Pr\  Ainsi  la 
Vitesse  angulaire  de  Tarbre  LL,  variant  en  raison  composee  de 
la  Vitesse  w  (proportionnelle  k  celle  du  plateau  K]  et  du  mo- 
ment Pr,  varieproportionnellementau  travail  T  parseconde. 
Au  moyen  d'une  combinaison  facile  d'engrenages,  cette  vitesse 
angulaire  de  I'arbre  LL  est  transmise^  en  se  r^duisant  dans  ud 
rapport  convenable,  aux  deux  aiguilles  d'un  cadran  appeie  tote- 
Usateur^  et  qui  indique  en  effet  le  travail  total  transmis  k  la 
poulie  C  depuis  Tinstant  initial,  sauf  de  petites  pertes  dues  au 
frottement. 

Voici  k  peu  pr^s  en  quels  termes  M.  Palier  d^crit  le  pro- 
cede  qu'il  emploie  pour  tracer  la  spirale  ci-dessus  mentionnee. 

Avec  un  rayon  egal  k  la  plus  grande  valeur  qu'on  adopte 
pour  le  bras  du  levier  r'  de  la  force  P,  on  trace,  autour  da 
centre  s^  une  circonference  qu*on  divise  en  40  parties  egales 
(Bg.  106);  on  trace  les  rayons  si,  s2,  s3,...  ^40;  surladroite 
si^  on  marque  le  point  a  dont  la  distance  au  centre  s  est  1/40* 
du  rayon ;  sur  la  droite  b2^  on  determine  le  point  b,  dont  la 
distance  bs  est  2/40**'  du  rayon.  De  mSme  sur  83,  s4,  s5,... 
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on  porle  les distances  ■c  =  3/40~,  sdz=4/40",  ■e  =  6/40~..., 
el  ainsi  de  suite  jusqu'an  rayon  840,  oil  le  point  r  se  confond 
avec  I'extr^mit^  40 du  rayon  de  la  circonf^rence.  Ensuite,  pour 
chacun  des  points  a,  b,  e,  d^  e,...  dont  la  reunion  formerait 
une  spirale  d'Archim^de^  on  trace  les  droites  aa'^  bb',  ce', 
dd',  ee',...  perpendiculaires aux  rayons  sur  lesquels  elles  pren- 
nent  leur  origine.  Ces  droites  sont  autant  de  tangentes  ^  la 
coarbe  qu'il  s'agit  d'obtenir,  et  elles  suflSsent  k  la  determiner. 
Remarquons  cependant  que  cette  construction  ne  tient  pas 
compte  de  I'^paisseur  de  la  courroie,  et  qu'il  serait  tr^s-facile 
d'y  avoir  ^gard  en  modifiant  convenablement  la  courbe.  II  est 
d^ailleurs  bien  entendu  que  le  centre  de  gravity  du  plateau  k 
spirale,  abstraction  faite  de  la  charge  de  la  courroie^  doit  6tre 
dans  Taxe  de  rotation  de  Tarbre  AA. 


§3.. 

NOTIONS  8Ut  U  TBAVAIL  DB  MOTIDM  4irmtS. 

!i93.  C«ii4Utma  4h  tvawll  {•■miller.  —  Le  travail  qoa 
peuvent  fournir,  dans  un  temps  donn^,  rhomme  Qt  les  aoioiain 
appliques  comtne  moteurs  aux  machines,  depend  du  geare  da 
r^cepteur  sur  lequei  ils  agissent  et  de  la  dur^e  des  periodes  da 
leur  action  et  de  leur  inaction.  Les  nombres  du  tableau  ci-jcHut 
(295),  resultats  inoyens  de  nombreuses  observations  recueillies 
et  comparees  par  MM.  Navikk  et  Poncelvt,  suppofient  un  intvail 
r^pete  chaque  jour  sans  exceder  U  fatigue  que  r^pareot  te  repot, 
la  nourriture  et  le  sommeil.  A  chaque  mani^re  d'agir  repoo- 
dent  :  1"^  reffort  moyen  et  la  vitesse  constituant  le  travail  par 
seconde  qu'on  doit  attendre  du  moteur  indique;  2*  la  dureeda 
travail  journalier  et  par  suite  le  travail  obtenu  chaque  jour. 

294.  ObseriralioBs  snr  les  rtenltats  de  I'experleaee.  —  Les 

articles  1°  et  S""  du  tableau  montrent  que  le  plus  grand  travail 
dynamique  qu'on  obtienne  d'un  homme  a  lieu  lorsqu'il  agit 
par  les  muscles  de  ses  jambes,  avec  une  vitesse  cgale  k  cdk 
dc  la  machine,  en  exer^nt  sur  I'appui  qui  le  supporte  une 
pression  egale  k  son  poids.  Si  Teffbrt  de  Thomme  augmente,  il 
faut,  pour  le  maximum  d'effel,  que  la  vitesse  diminue;  mais  il 
n'y  a  pas  compensation,  comme  on  le  voit  k  rartide  3  do 
tableau^  quand  m^me  on  compterait,  pour  partie  de  Te^ 
utile,  r^l^vation  du  corps  du  mauceuvre.  Cette  observation  de 
Coulomb  a  ^t^  mise  en  pratique  avec  succ^,  par  M.  Goignet, 
ing^nieur  militaire,  aux  travaux  de  terrassement  de  Yinoennes  : 
k  une  corde  passant  sur  une  grande  poulie  ^taient  attadies 
deux  plateaux,  dont  Tun  portait  la  charge  k  elever,  et  Taotre 
rhomme  qui  descendait  en  se  reposant  et  remontait  ensuite  pr 
une  echolle.  L'experience  a  constat^  qu'un  homme  pesantea- 
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▼iron  70  kg.  s'tlevait  journellement  310  fois  k  la  hauteur  de 
13  mMres,  ce  qui  fait  28t  100  kg.  m. 

Les  roues  k  chevilles  ayant  environ  5  mMres  de  diam^tre  ser- 
vent  encore  de  nos  jours  pour  extraire  les  pierres  des  carri^res. 
Elles  pr^sentent  des  dangers  qui  devraient  leur  faire  pr^fiirer 
les  treuils  h  manivelles. 

En  Angleterre^  on  a  employ^  des  prisonniers  k  faire  mouvoir 
soit  des  moulins  k  bl6,  soit  des  machines  k  filer,  en  les  faisant 
agir  sur  deux  roues  d'environ  1",50  de  diamfetre  et  d'une  grande 
largeur,  portant  des  planchettes  ou  marches  sur  lesquelles  mon- 
taient  90  hommes  k  la  fois,  en  s'appuyant  des  mains  contre  une 
perche  fixe,  plac^e  k  la  hauteur  de  leur  poitrine.  La  tAche  jour- 
naljfere  de  chaque  prisonnier  ^tait  de  monter  50  marches  de 
0"^20  de  hauteur  par  minute,  et  d'executer  ce  travail  pendant 
sept  heures,  divisees  par  de  frequents  repos  oh  les  hommes  se 
succ^daient  saos  arr^t^r  U  (Qaobinei  to  dur^e  de  l^ur  pr^seooi^ 
k  la  rou^  et«Qt  de  dix  tiavre^  par  jour*  Kn  suppos^nt  k  Ihomme 

un  poids  de  65  kg,,  on  en  conclut  que  son  travail  dyQ&(niquci 
joomalier  ^Uiit  de 

65^»  X  0-,80  X  80  X  6Q  X  7  =?73  m^-^. 

On  ne  peut  si'eiiipAeher  de  req^rquer  combien  est  d^radant 
pour  rbomme  cet  emploi  exclusif  de  sa  foro^  physique,  sang 
locomotion  et  sans  ie  moindre  coneours  de  son  intelligence. 

Le  mode  d'action  indiqu^  a  Tarticle  2  est  defavorable,  parce 
qu'il  emploie  uniquement  les  bras,  et  k  certains  mornonts  dans 
une  position  tr^s-fatigante.  14a  manivelle,  article  7,  qui  fait  aussi 
principalement  fonctionner  les  bras,  Q*a  pas  au  mdma  degri  cet 
inconvenient.  II  est  utile  que  le  treuil  fasse  volant,  afln  de  per- 
niettre  k  Touvrier  de  faire  varier  un  peu  Tintensit^  de  la  presaion 
qu'il  exerce  $ur  la  manivelle,  au)^  divers  points  de  la  pirconf^^ 
rence  qu'ejie  parcourt.  Le  bras  ou  rayon  de  la  manivalle  est 
or4miren)ent  de  0",35  k  0",40. 

Les  articles  de  lO*'  &  Id""  montrent  que  le  cheval  attel^  k  un 
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manage  ne  produit  pas  le  travail  de  75  kilogrammtoes  par 
seconde,  adopte  pour  I'unit^  dite  cheval-dynamique.  U  faot  que 
le  diamitre  du  man^  soil  assez  grand  poor  que  le  che?al  ne 
soil  pas  g£n^  dans  sa  marche  circulaire,  et  travaille  k  peu  pr^ 
Element  des  deux  ^paules. 

En  g^n^ral,  les  nombres  du  tableau  ne  sont  que  des  valeurs 
moyennes  qu*il  convient  d 'adopter,  et  dont  il  fant  peu  s'ecarter 
pour  r^aliser  le  meilleur  r^ultat.  Si  dans  une  application  oo 
roodifie  Tun  des  facteurs  du  travail  journalier^  il  fant  chan^ 
an  moins  Tun  des  deux  autres.  H.  Christian  {Meeamgne  indus- 
trietU)  cite  I'exerople  d*un  homme,  probablement  au-dessos 
de  la  vigueur  moyenne,  qui,  employe  pendant  trois  mois  k  tour- 
ner  une  manivelle,  a  developpe  chaque  jour,  pendant  sept  heu- 
res,  un  effort  moyen  de  14  kg.  avec  une  vitesse  de  0"y50  par 
seconde,  ce  qui  produit  par  jour  176  400  kg.  m. 


4tm  travail  {•■nuUler 
4mMH  diTevs  elre^i 


MODE  D'ACTIOl^. 

P0ID6 

■«W0rt* 

oa 
cAwt 

■VfCB. 

Titesae 

Travail 

mmfB 

i«Er. 

TMATAXL 

kt. 

■. 

kfai. 

IMUCS. 

k8.« 

f  Un  bomme  mooUnt  one 
rampe  douce  on  un  escilier, 
son  travail  consisUnldans  Te- 
le vaiion  de  son  corps 

6S 

0,15 

9,75 

8 

980  800 

1*  Un    manaeuTre   ^levant 
des  maieriaus  avec  les  mains. 

iO 

0,17 

a,40 

6 

73  440 

S*  Un  homme  porUnt  des 
fardeaux  sur  Ir  dos  au  haul 
d^une  rampe  douce  ou  d*iin 
escalier,  ei  ivvenant  a  vide. 

«5 

0,04 

a,60 

6 

56  IfO 

i»  Manoeuvre  eievanl  des 
terres  a  la  pelle.  i  la  hauteur 
movenne  de  1*.60 

a.T 

0,40 

1,08 

10 

38  860 

MOTKURS  AMmte. 


445 


MODE   D' ACTION. 


Aotlon  Bar  lea  BwohineB. 

5«  Manoeuvre  agissant  sur 
UDe  roue  4  chevllles  ou  a  lam- 
bour  : 

a  Au  niveau  de  Taxe.  . . 

6  Vers  le  bas  de  la  roue. 

6*  Manoeuvre  agissant  ho- 
rizon talement  sur  un  cabes- 
tan 


7«  Manoeuvre  4  une  manl- 
vcUe 


8«  Ud  bomme  exerc^  pous- 
sanl  el  lirant  alternativement 
suWaoi  une  verticale  (scieur 
de  long) 

^  Manoeuvre  ^levant  des 
Fardeauz  avec  une  corde  el 
nne  poulie,  et  descendant  la 
corde  4  vide 

10«  Un  cheval  k  une  voi- 
ture  : 

a  Au  pas 

b  Au  irol 

11*  Un  cheval  k  un  ma- 
nege : 

a  Au  pas 

6  Au  iroi 

li«  Uttboeiiri  un  manage. 

130  Unmnletkun manage. 

Uo  Un  &ue  &  un  nian^c. . . 


POIDS 


«flbrt 


60 
18 


18 
8 


18 


70 
ii 


45 
30 

60 

80 
U 


Tilesse 

p«r 


0^15 
0,70 


0,60 
0,75 

0,75 

0,80 


0,90 
8.80 


0,90 
8,00 

0,60 

0,90 

0,80 


Travail 

par 


kg«  m. 


9,00 
8.40 


7,80 
6,00 

4,50 

3,60 


63,00 
96,80 


40,50 
60,00 

36,00 

87,00 

11,80 


da 
tnvaU 

Jour. 


10 


10 
4,5 


8 
4.5 

8 

8 


TRAVAIL 


kg.». 


859  800 
851  180 


807  360 
178  800 

168  000 

77  760 


8  168  000 
t  568  160 


1  166  400 
97i  400 

1  036  800 

777  600 

388  560 


APPENDICE 


DIE    LA    POIISSEE    DES    tBRRES. 


9M.  Mi«i  ««  «etie  iMorte.  ~  Uo  massif  de  terre  ^tanl 
soutenu  par  un  mur,  la  th^orie  de  la  pouss^e  des  terres  a  pour 
objet  de  determiner  la  pression  totale  que  supporte  la  face  pos- 
tirieure  du  mur,  et  la  loi  de  la  repartition  des  forces  ei^men- 
tftires  dont  cette  pression  totale  est  la  r^sultante.  La  solution 
depend  deshypothtees  qu'on  peut  faire  sur  les  forces  mutuelles 
qui  agissent  entre  les  molecules  de  terre  lorsqu*elles  glisseni 
oa  sent  sur  le  point  de  glisser  les  unes  sur  les  autres. 

S97.  DlT«rs  degr^  de  r^lstanee  an  glissement  des  tenres. 

—  La  resistance  au  glissement  relatif  des  parties  d'un  massif 
de  terre  varie  non«seulement  avec  la  nature  speciale  de  cette 
terre,  mais  encore  avec  sa  consistance. 

Lorsque,  recemment  remuee,  la  terre  ayant  perdu  sa  cohesion 
est  amassee  en  remblai  sans  appui  lateral  au  moins  d*un  cdte, 
elle  ne  peut  se  maintenir  en  repos  qu^apr^s  avoir  pris  un  cer- 
tain taluS;  sur  lequel  les  parties  desagregees  sont  en  equilibre, 
comme  un  corps  solide  sur  un  plan  incline,  sous  Taction  de  son 
poids  et  du  frottement.  Le  maximum  de  Tangle  k  Thorizon  de 
ce  qu'on  appelle  le  talus  naturel  de  cliaque  esp^ce  de  terre  a 
une  certaine  valeur,  qui  depend  de  la  nature  et  de  Tetat  de 
division  et  de  secheresse  de  cette  terre,  et  qui  reste  la  meme 
quelle  que  soit  la  hauteur  du  remblai.  La  tangente  de  cet  angle 
est,  par  consequent,  le  coeflScient  du  frottement  reciproque  des 
matieres  desagregees  en  contact. 
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Mais  lorsque  les  terres,  surtout  celles  qui  sont  plus  ou  moiis 
argileuses,  ont  acquis  de  la  cohesion,  soit  naiurellement  par  des 
depdts  lents  et  successifs  sous  riufluencedes  pluies  et  des  inoo- 
datioDs,  soil  artificielieinent  par  un  damage  aide  de  rhumidit^ 
comme,  par  exemple,  dans  la  fabrication  du  pise,  elles  p(»s^ 
dent  k  un  certain  degre  les  proprietes  des  corps  solides,  et  h 
resistance  au  glissement  mutuel  de  deux  parties  du  massif  n'eA 
plus  simplement  proportionnelle  k  leur  pression  nonzuiie  aa 
plan  de  glissement,  puisqu'elie  subsiste  lorsque  ceUe  presskm 
est  nulle.  Coulou  a  propose  de  considerer  cette  resistanoe,  k 
rinstanl  ou  elle  acquiert  son  maximum,  comme  composee  de 
deux  termes,  Tun  analogue  au  frottement  ordinaire  des  corps 
soiides  distincts,  et  proportionnel  k  la  pression  normale,  I'aotre 
qui  devrait  s'appeler  cohesion  tangentielle  et  suppose  simple- 
ment proportionnel  k  la  surface  de  disjonction.  Cette  hypotbte 
pent  6tre  v^rifi^e,  et  les  coefficients  du  frottement  et  de  la  co- 
hesion d^termin^  par  Texperience,  au  nioyen  de  formuies 
fournies  par  la  th^orie  dans  la  question  suivante. 

298.  Probi^Bie.  —  Un  massif  de  terre  donl  la  surface  sape- 
rieure  est  dans  un  plan  horizontal  AB  (fig.  108)  et  dont  la 
hauteur  est  CD,  est  termini  lat^ralement  par  un  plan  AC.  11 
s'agit  de  determiner,  eu  egard  au  frottement  et  k  la  coh^oo, 
Tangle  le  plus  petit  que  ie  talus  AC  puisse  faire  avec  la  verti- 
cale  sans  qu'il  se  produise  aucune  disjonction  dans  le  massif  (^!. 
Soient  : 

h  la  hauteur  donnee  CD ; 

n  le  poids  de  Tunite  du  volume  du  massif  ; 

f  et  c  les  coefficients  des  deux  termes  de  la  resistance  au 
glissement  sur  le  point  de  nattre  entre  deux  parties  ac- 
tuellement  adh^rentes; 

a  Tangle  cherch^  de  AC  avec  la  verticale. 

(*}  Le  foDd  et  la  solution  de  ce  problime  sont  empruntes  aux  Ltptmt  m 
la  resistance  des  maUriaux  de  M.  Na?ier,  1833,  pages  131  et  soiv. 
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ImaginoDs  par  Fhorizontale  G  un  plan  €B  formant  avec  la 
▼erticale  I'angle  BCD  =  ^.  U  s^pare  idealement  du  massif  un 
prisme  AGB  doni  le  poids  par  unit£  de  longueur  est  repr^sent^ 
par 

P  =  i  IIA«  (tang  P  —  tang  a).  [i] 

2 

Ce  prisme  est  en  ^quilibre  sous  Taction  de  la  pesanteur  et  des 
reactions  qu'exerce  sur  lui  la  parlie  du  massif  Inf^rieure  au 
plan  CB.  Soit  iV  la  somme  des  composantes  normales  de  ces 
reactions,  et  soit  F  la  somme  de  leurs  composantes  parall^les 
an  plan  dans  le  sens  GB.  On  a,  en  vertu  de  r^quilibre, 

iV=PsinP    et    F=Pcos3. 

Cette  force  F  ne  peut  pas  d^passer  une  certaine  intensity 
qui  a  lieu  seulement  lorsque  la  disjonction  et  le  glissement  sont 
sur  le  point  de  nattre.  Dans  tout  autre  cas  de  repos  et  d'^qui- 
libre,  la  force  F  est  inf^rieure  &  cette  intensity.  On  a  ainsi 
(e  £tant  la  coh^ion  par  unit^  de  surface)  la  condition 

F^/*2V+c-GB, 

ou 

ch 


Pcosp-^/'Psin&  + 


cosP' 

d'ody  en  substituant  Texpression  [1]  de  P,  on  tire 

-^,       .      2c    1+tang«& 
tanga^tangp--^-^. 


[2] 


L'angle  a  devant  dtre  tel  que  cette  in^galit^  subsiste,  quel- 
que  valeur  qu'on  assigne  k  Tangle  0,  il  s'ensuit  que  ia  plus 
petite  \aleur  admissible  de  tang  a  est  ^gale  au  maximum  du 
sacond  membre  relativement  2i  fa  variable  3* 

29 


480 
S<H«nt,  pour  abr^er  i'toilme, 

on  a 

La  dMvte  de  tang  a  dgalte  \  x£ro  donne,  pour  la  cooditiod 
du  maxiiiiQin^ 

et,  d'aprts  [1] ,  la  valeur  correspondante  de  tang  a  est 

Telle  est  la  valeiur  cherelite  de  tasg  a  qui,  comme  on  fdt, 
depend  non-seulement  des  propri^t^  de  la  terre  canust^risees 
par  les  quantiles  11,  f  et  €,  mais  autti  de  la  liaiiieiir  h^  qa 
doit  etre  assez  grande  pour  que  tang  a  ne  soit  pas  Degative, 
sans  quoi  la  tMorie  prec^denle  ne  s'appUquerait  pas. 

La  demi^  Aquation  r^aoiue  par  rapport  k  k  donnerait  h 
plus  grande  hauteur  k  sur  laquelle  le  massif  puisse  se  soutenir 
avee  riodinaison  a. 


aM«  VwMB  ^  w§m.  ^  Poor  una  eartaine  nJeor  A'  di  I, 
tang  3  est  nulle.  Ed  anpehot  «'  lavakMroonneipoiidaiitadtit} 
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on  a  alorft 

dod 
c*est-k-dif« 

c'est  la  pins  grande  haiitear  sar  hiquelle  le  terrain  homogine 
aaquel  conviennent  les  valeurs  B,  f  ex  c  pourra  se  tenir  k  pic. 
Pour  des  valetirs  de  h  plus  petites  que  h\  (ang  a  devient 
n^tive^  e'eat-ik-dire  que  le  terrain  pourrait  se  tenir  en  sur- 
plonib ;  mais,  comma  nous  veuons  de  le  dire^  la  theorie  qui  a 
dooni  la  formute  [3]  n'est  ^videmment  pas  applicable  h  ce  cas. 


500,  MtenalBAtloB  exp^rlmail^to  4m  #»6«al— <■  f  «t 

o.  —  Les  formules  [3]  et  [4]  s'appliquent  au  eas  particiilier  eii 
Ton  suppose  la  cohesion  nulie  :  en  faisant  cs:0^  on  trouv^ 

A'=  0  et  tang  a  =  -  •,  la  terre  ne  pent  alors  se  tenir  k  pic,  et  le 

plus  grand  angle  du  talus  avec  I'borizoA  a  sft  tangeale  igsit  h  f, 
comme  nous  Tavons  d^jk  reroarqu^  (275). 

Un  terrain  coherent  etant  donn^,  on  poarra  tfouvar  exp^i- 
meittalement  les  valeurs  des  coefficients  /  et  e  qui  lui  sont 
propres.  Pour  cela,  en  le  taillaut  ii  pic,  on  d^terminera  la  phis 
grande  hauteur  h'  sur  laquelle  il  peut  se  makiieair  en  eet  ^lii; 
puis^  avec  les  terres  d^sagr^g^es  tiroes  du  d^blai  et  misea  €Q 
remblai  sous  Tangle  le  plus  grand  k  Thorizon  qu'elles  compor- 
tent,  on  obtiendra  le  coeflScient  f,  ^al  k  la  tangente  de  cet 
angle,  et  ce  coefficient  mis  avec  h'  dans  T^quation  [4]  permet-> 

tra  de  calculer  le  rapport  = . 


4S2  AmaiDici. 

RniAiQiiB.  —  Le  proc6d6  qui  vient  d'etre  indiqu^  repose  sur 
une  hypothtee  :  c'est  que^  dans  les  terres  k  Tdtat  de  cobesoD, 
le  coefficient  f  du  frottement»  c*e8t-k-dire  de  la  partie  de  h 
r&istance  au  glissement  imminent  qui  est  proporlionnelle  k  It 
pression  normale,  a  la  m6me  valeur  que  dans  les  m6mes  terres 
fratchement  remu^es.  Or^  en  fait  de  frottement,  toute  loi  est 
exp^riroentaie,  et  celle  dont  il  s'agit  peut  6tre  contest^  jusqu'a 
ce  que  I'exp^rience  en  ait  d^montrd  i'exactitude.  La  possibilile 
de  niaintenir  k  pic  certaines  terres  pr^alablement  comprim^s 
prouve  bien  i'existence  de  la  coh^ion  independante  de  la  pres- 
sion normale;  mais  elle  ne  prouve  pas  la  n^cessit^  de  la  coexis- 
tence de  la  cohesion  et  du  frottement,  et  encore  moins  la  coo- 
stance  du  coefficient  f;  car  rien  n'emp^cheraii,  dans  Tanalyse 
du  num^ro  276  et  dans  la  formule  [4],  de  faire  f  queloonque  el 
m^me  nul. 

il  semble  qu'on  pourrait  coosulter  Texp^rience  i^  cet  ^gard, 
au  moyen  de  la  formule  [3]  :  apr^s  avoir  determine  la  plus 
grande  hauteur  h!  sur  laquelle  uu  massif  pourrait  se  maiotenir 
k  pic,  on  constalerait  pour  plusieurs  hauteurs  plus  grandes  V, 
h'^.^y  les  plus  petits  angles  o^,  o^'...  de  talus  correspondants, 
que  comporterait  le  mdme  massif.  Deux  syst^mes  de  valeurs  de 
a  et  de  A  d^termineraient  f  ei  c\  les  autres  serviraient  i  ve- 
rifier Texactitude  suffisante  de  la  loi  de  Coulomb. 

501.  R^ralUits  d«  divenes  exp^rleMees.  —  Navier,  daos 
ses  le^^ns  sur  la  resistance  des  materiaux,  a  rapports  les  r^sul- 
tats  suivants,  obtenus  par  plusieurs  observateurs,  sur  le  plus 
grand  angle  k  Thorizon  que  comportent  diverses  matiferes  d6sa- 
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DSSIGRATION  DB  U  MATlftRB. 


AN«U 


f  TANO. 


Sable  fia  el  sec 

Sable  de  riviere  tr^s-fio 

Sable  On  et  sec,  grte  pnl v^ris^ 

Terre  non  cob^rente,  trds-stebe 

Sable  le  plus  16ger 

Terre  ordloalre,  bleo  sftcbe  et  paWdris^e 

M6nie  terre  l^g^rement  bumectde 

Sol  le  plus  dense 

Grains  de  millet 

Cendr^e  de  plomb 

Grains  de  plomb  trois  fois  plus  gros. . . . 


8I« 
33 

89 

SO 

46*50' 

54 

55 

S3 

93030^ 

S5 


0^60 
0.65 
0,60 
0,80 
0,80 
1,07 
1,38 
1,43 
0,42 
0,41 
0,47 


Ce  tableau  justifie  la  denomination  de  terras  moyennes  qu'on 
donne  k  celles  dont  ie  talus  naturel  est  h  lb""  et  par  consequent 
le  coefficient  de  frottement  ^gal  k  Funite. 

Quant  au  poids  II  des  terres,  par  mitre  cube,  Navier  donne 
les  indications  moyennes  suivantes : 


Terre  f  ^^tale. . .  •    1400^1 
Terre  francbe.....    1500 
Terre  argileuse. . .    1600 


Glaise lOOO^c 

Sable  lerreui 1700 

Sable  pur 1900 


La  hauteur  sur  laquelle  on  peut  couper  verticalement  les  ter- 
ressans  causer  d'^boulement  est,  suivfint  Navier,  de  1  &  i  mitres 
pour  la  terre  franche^  et  de  3  &  4  mitres  et  mime  au  delii  pour 
celles  fortement  argileuses. 

En  supposant^  dans  la  formule  [4],  h!  =  i,  IIsslSOO  et 
/=  1,07,  on  trouve  cs  148'''  par  mitre  quarri  pour  la  terre 
francbe  la  moinscobirente;et  en  supposant  A':=4,  n=:1800 
et  /=1^4d,  on  trouve  e =662^' pour  les  terres  les  plus  fortes. 

a  Lorsque  les  terres,  dans  Pitat  naturel,  »  dit  M.  Navier, 
a  ont  Hi  coupies^  et  lorsque  la  surface  du  talus  demeure  ex- 


4ft4  iPWUMct. 

«  posAe  k  Tftf r,  les  alternalives  de  sicheresse  et  d*bumidite,  on 
<(  Yeffet  de  ia  gel^e,  chaogent  les  quality  de  cee  tenres.  Us 
a  psrties  voidifies  de  la  surface  se  delachent  successivement ; 
«  et,  en  g^n^ral,  les  terres  tendent  k  prendre  d'elles-mtoies, 
«  avec  le  temps,  les  talus  qu'elles  auraient  affect^s  d'abord,  si  It 
((  cohesion  n'edt  pas  exists.  Mais  si  la  paroi  bt^rale  a  Mi  re- 
c{  vMue  par  une  construction  en  maeonDerie,  I'altAimlion  dom 
(c  il  e'agit  n'a  pas  lieu.  » 


509.  Gte^mit^a  aw  U  tti^thode  de  dMenBteatleB  4e  Is 
povss^e  d'm  maaBlf  de  tcrre  eoatre  bob  reTeiemest.  —  Un 

massif  de  terra  s'appuyant  sur  ia  face  post^rieure  AB  d'uo  mur 
(fig.  iOO)  et  ayant  sur  une  longueur  IndMnie  un  profit  queleon- 
qud  mais  constant  BGDEFG;  il  s'agit  de  calculer  la  pressioo 
que  supporte  ce  rev^tement  par  unil^  de  longueur. 

Cette  question  n'est  pas  susceptible  d*une  solution  rigoureuse. 
comme  elle  le  serait  si  la  pression  support^e  par  le  mur  £tait 
exercee  par  un  iiquide.  II  s'agit  ici  d'un  solide  imparfait,  friable, 
dont  la  deformation,  premier  degr^  de  r^boulement,  qui  tend 
k  se  produire  par  Teffet  de  la  pesanteur,  dolt  dtre  empdchee  par 
la  reaction  du  mur,  aid^e  des  rfeistances  au  glissement  mutnel 
des  partioules  du  massif.  C*est  k  Goulqub  (M^moires  des  savants 
^trangerp  k  TAcadimie  des  sciences,  1773)  que  ron  doil  lame- 
thode  suivie  pour  tenir  compte  de  ces  resistances  en  les  suppo- 
saqt  eoumisea  ii  la  loi  inonoee  k  ia  fin  du  AtMii4n)  107« 

II  adtnel  que  si  la  paroi  postdrieore  AE  du  mur  de  soaiene* 
ment  venait  k  c^der  tant  aoit  peu  k  la  pression  des  leites^  le 
massif  se  romprait  seulement  suivant  nn  plan  AX,  dit  pkn  it 
rupiur^;  de  sorte  qu'k  rinstanl  oil  le  mouvement  serait  sur  le 
point  de  naltre,  le  prisme  BAX,  ditprufntftfen^/tire^pourrsil^ 
suivant  Coulomb^  Atre  assimiM  k  un  coin  solide^  en  Aqiiilibre 
sur  le  point  de  cesser,  entre  le  terrain  immobile  Inferieur  m 
plan  AX  el  la  paroi  AB  du  mur  prAt  k  reouler;  et  oet  iquili- 
bre  aurait  lieu  entre  ie  poida  du  prietne  el  lee  rMstenoes  ae 
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glissement  but  le  point  de  naltre  des  terres  sur  le  tains  AX 
d^une  part^  el  sur  la  ma^nnerle,  snivant  la  parol  AB,  d*autre 
part. 

II  est  Evident  qne  cette  hypoiMse  n'est  compl^fement  rtoli- 
sable  que  dans  le  cas  tris-rare  oti,  la  parol  AB  se  mouvant 
borizontalement  et  parallilement  k  elle-m^me,  le  mur  glisserait 
tout  d'un  bloc  sur  sa  fondation ;  et  que^  dans  toute  autre  cir- 
constance,  la  rupture  du  massif,  dont  les  fragments  ne  peuvent 
cesser  de  s'appuyer  sur  la  parol  du  mur,  s'op^re  par  plusieurs 
l^zardes  simultan^es  qui  s'eroplissent  de  menus  detritus.  Mais 
r^uilibre  suppose  par  Coulomb  n'est  certainement  pas  asset 
eloign^  de  la  v6rit^  pour  ne  pas  conduire  k  des  r^sultats  utiles 
dans  la  pratique  des  constructions. 

Ca  point  admis,  le  premier  pas  h  faire  est  de  dMermlner  la 
direction  du  plan  de  rupture ;  et  voici  comment  on  y  parvient. 

Supposons  d'abord  que  le  plan  AX  de  la  figure  lOOsoit,  non 
plus  le  plan  de  rupture,  mais  un  plan  men^  arbitrairement  par 
ia  droile  projet^e  en  A.  Entre  ce  plan  et  la  paroi  AB  se  trouve 
compris  un  prisme  BAX  qui  doit  6tpe  maintenu  en  repos  par 
la  reaction  du  mur.  Done  cette  reaction  doit  Atre  egak  ou  mpe* 
rieure  fk  celle  qu'il  faudrait  pour  empdcher  ce  prisme  de  se  s^'^ 
parer  de  la  partie  infirieure  du  massif  en  descendant  et  glissant 
le  long  des  plans  XA  et  BA.  Get  6quilibre  est  analogue  li  celui 
d'un  corps  IK  (Hg.  4 10]  en  repos  sur  un  plan  incline  IL,  sous 
Taction  de  son  poids  P  et  d'une  force  F  d'une  direction  don- 
D^.  8i^  par  example,  cette  direction  est  parallile  k  IL^  on 
pent  afflrmer  que  la  force  F  est  comprise  entre 

p  sin  I  —  fP  cos  {    el    P  sjq  i  +  fP  eos  >, 

valeurs  qui  correspondent,  la  premiere,  au  cas  oil  le  corps  est 
sur  le  point  de  glisser  en  descendant,  la  seconde,  au  cas  oil  il 
est  sur  le  point  de  glisser  en  montant. 

Ainsi,  en  calculant,  comme  nous  allons  le  bire  au  num^ro  303, 
ia  force  que  devrait  au  moins  exercer  le  mur  pouremp6cher  le 
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giissement  naissant  da  prisme  BAX  suppose  solide,  on 
une  liinite  inferieure  de  la  rteclion  n^cessaire  du  mor  sur  le 
massif. 

Cela  6tant,  si  Tod  parvient,  soit  par  des  essais  successife  sof- 
fisamment  iiorobreux,  soit  par  voie  de  raisoDoemeiit,  4  trouTer 
parmi  tons  las  prtsmes  imaginables,  ayant  AB  pour  face  com- 
mune, ceiui  qui  exigent  la  plus  graude  reaction  de  la  part  da 
mur,  ce  sera  celui-la  m^e  qui  sera  le  prisme  de  rupture  (quH 
vaudrait  mieux  appeler  prisme  de  plus  grande  pouss^^  puisqoe 
la  rupture  nVst  qu'bypothetique  et  doit  6tre  empteh^) ;  et  la 
r&iction  qui  lui  correspoudra  sera  celle  qu'il  suffira  que  le  mur 
puisse  exercer. 

II  ne  restera  plus  qu'k  cbercher  la  loi  de  Finegale  r^panitioii 
des  divorses  forces  dl^mentaires  dont  se  compose  la  rdaciioo 
totale.  Pour  cela,  on  pourra  prendre  sur  AB  plusieurs  points 
A',  A"... ;  calculer  la  reaction  de  la  paroi  A'B  comine  oa  a 
calculi  celle  de  la  paroi  AB ;  en  conclure  par  soustraction  h 
ruction  de  la  bande  projet^e  en  AA' ;  trouver  de  m^me  oelle 
de  la  bande  A'  A".  En  procMant  ainsi  de  suite  on  obtiendra, 
k  une  approximation  suffisante,  les  forces  partielles  et  parallties 
dout  la  reaction  totale  est  la  r^ullaute,  et  par  suite  on  deter- 
minera  la  distance  de  cette  rteultante  au  point  A. 

Passons  au  detail  des  calculs  que  nous  venons  dMndiqoer. 


505.  Calc«l  de  la  r^aeUoa  da  Mvr  a^ccMalM 
lev  a  la  dlsjoaetloa  da  maMlf  salvaBl  «a  plaa  d^u^  AX. 

—  La  reaction  de  la  partie  du  massif  inferieure  au  plan  AX^sor 
le  prisme  BAX,  d'une  longueur  ^gale  ^  lunit^ , rfeulte  d'ane 
multitude  de  forces  ^l^mentaires  qui  peuvent  se  rMuire,  k  Tin- 
stant  oil  le  glissemeut  est  imminent,  k  trois  forces  ^uin- 
lentesy  savoir  :  uae  pression  normale  N,  une  force  tangentielle 
analogue  au  simple  frottement,  proportionnelle  k  N  et  repre* 
sent^e  par  fPf;  enfin,  une  force  Element  parailfele  au  plan 
AX,  appel^e  cohision^  proportionnelle  k  la  surbce  AX,  et  que 
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nous  repr^ntons  en  consequence  par  c^,  enfaisant  AX=S, 
et  d^signant  par  c  la  cohesion  par  unit6  de  surface. 

I^  reaction  totale  du  mur  sur  le  prisme  peut  ^galement  se 
r^duire  k  trois  forces  :  une  pression  normale  Q,  un  frottement 
fQet  une  cohesion  ou  adherence  c'A.  Nous  d^signonspar  f 
le  coefficient  de  frottement  du  mur  centre  les  terres,  et  par  e' 
Tadh^rence  rapport^e  a  Tuniie  de  surface  le  long  du  mur^ 
dont  la  dimension  AB  est  representee  par  h. 

Enfin,  le  prisme  est  sollicite  par  la  pesanteur ;  representons 
son  poids  par  P. 

Les  forces  que  nous  venons  d'indiquer  satisfont  aux  condi- 
tions d*equilibre,  doni  Tune  est  que  leur  resultante  de  transla- 
tion est  nulle.  Transportons  ces  forces  en  un  point  quelconque, 
par  exemple,  en  un  point  de  la  droite  AX,  et  ^crivons  que  les 
sommes  de  leurs  projections  parall^lement  et  perpendiculaire- 
nient  k  cette  droite  sont  nulles.  Nous  avons^  en  faisant  Tangle 
kl'horizon  XAL  =  a,  et  Tangle  du  prisme  BAX  =  P,. 

/iV— Psina+Csinp4-r<?cosP  +  c'Acos&+c§=0, 
iV— Pcosa— Ocos^-t-f  <?8in  p -t-c'^sin  ^  =  0, 

d^ojiy  en  eiiminant  iV, 

P  (sin  «  — /"cos  a)  —  c'h  (cos  g— /"sin  &)--cg 
^""         sinp+Z^cosP  +  f  (cosp— /•sinp) 

Cette  formule  se  simplifie  en  remplagant  f  par  — ^   et  f 

par  7,  c'est-k-dire  en  repr&entant  par  9  et  9'  les  an- 
gles de  frottement  des  terres  sur  eUes-m^mes  et  contre  le 
mur.  On  obtient  aisement,  d'abord 

_  P sin  (a--9)  —  c'& cos  (P  +  y)  —  c?  cos y 
^""  sin(&  +  9}+^cos(P  +  ?) 
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puis 

Q         P  sin  (g — 9)  —  e'k  cos  (g-h  y) — eg  cos  i? 
cos  9'  sio  (3  +  9  +  9')  ' 

formulo  dans  laquelle  les  variable  f^,  F  ei  ^  soot  des  foae 
lions  de  «. 

La  force      ^  ,,  r&ullante  de  Q  et  dc  fO,  itant  ainsi  coo- 
cos  9  ^  '  ^ 

Que,  en  ia  composant  avec  c'k,  on  aurait  rinteosite  de  la  lo- 
tion totale  deraandee. 


804.  Reelierebe  dtt  yHsMe  4e  filva  grmwkde  pavaa^.  —  La 

question  se  rMuit  k  trouver  la  valenr  de  a,  ^  laquelle  corres- 
pond lemaximutn  de  Q,  puisque9^  r^et  A  ^tant  des  constantes. 

la  reaction  totale  est  la  r^sqitante  de ;  et  dec'A. 

C0S9 

II  est  clair  que  si  Ton  connatt  les  constantes  9,  9',  c  et  c\  en 
appliquant  le  calcul  du  numero  pr^cMent  k  une  suite  de  va- 
leurs  de  a  sufHsamment  rapprochees,  on  pourra  toujours  trou- 
ver approximativeiiient  la  valeur  de  cet  angle  pour  laquelle  ia 
reaction  n^cessaire  du  mur  atteindrasou  maximum,  qui  se  tron- 
vera  en  m^me  temps  determine. 

Plusieurs  savants  ing^nienrs  ont  cherch^  le  moyen  de  dispen- 
ser de  ces  tfttonnements  les  constructeurs,  soit  au  moyen  de 
formules  analytiques^  soit  k  Vaide  de  constructions  graphiques. 
lis  ont  tous  commence  par  simplifier  la  question  par  des  hypo- 
theses qui  s'eloignent  plus  ou  moins  de  la  reality.  HM.  db  Proht, 
Fran^ais,  Audot  et  Nayibr  ont  neglig^  la  resistance  que  la  paroi 
AB  du  mur  oppose  au  glissemont  des  terres ;  selon  eux,  U 
reaction  de  cette  paroi  lui  serait  perpendiculaire.  M.  Poscklbt, 
et  k  son  exemple  M.  Aidamt,  ont  restitue  parmi  les  dono^  da 
probl^me  la  consideration  du  frotUmmt  des  terres  sur  la  paroi 
du  mur;  maisils  ont  neglige  la  cohesion  sur  les  deux  faces  X3i 
et  AB  du  prisme.  Voici  leurs  motifs  : 

M.  Poncelet  dit  dans  son  m^moire  ins6r6  au  numero  13  dn 
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Mimmal  de  tofficier  du  ginie,  ann^e  4840,  page  436  :  a  Quant 
tt  li  la  cohesion...  et  \k  radhdrence...  dont  Taction  est  purement 
«  virtuelle  et  cesse  de  s'exercer  apr^s  les  instants  qui  pr^c^dent 
a  la  rupture,  sauf  peut-dtre  pour  les  terras  argileuses,  11  serait 
«  possible  d*en  tenlr  compte,  en  admettant  les  hypotheses  de 
«  Coulomb ;  mats  il  convient,  sous  plus  d*un  rapport,  d'en  n6- 
«  gliger  la  consideration  dans  la  question  qui  nous  oc(upe.  » 

M.  Ardant,  dans  son  m^moire  de  1848,  n**  15  du  Memorial, 
page  ly  s'exprime  ainsi  :  «  Nous  adoplerons  ces  diffiSrentes 
«  hypotheses  (de  Coulomb),  sauf  celle  qui  concerne  Texistence 
a  slmullan^e  du  frottement  et  de  Tadh^rence  oo  de  la  coh^- 
«  sion.  Nous  ne  croyons  pas  que  Tadh^rence  et  le  frottement 
«  puissent  coexlster  et  agir  au  m^me  instant.  Nous  supposerons 
a  la  cohesion  au^antie  le  long  des  faces  de  contact  du  prisme 
«  de  rupture  avec  le  reste  du  remblai  et  avec  la  magonnerie. 
CI  An  surplus,  pour  ^viter  une  discussion  qui,  en  I'absence 
«  d'exp^riences  bien  concluantes,  ne  pourralt  mener  k  rien  de 
M  sattsfiiisant,  nous  eonsentirons,  si  on  I'exige,  k  restrcindre 
«  aux  terres  sans  cohesion  les  r^sultats  de  nos  dalculs.  » 

On  voit  que  si  les  deux  auteurs  arrivent  k  la  m^me  conclil- 
aioQ,  les  tnotifs  qu'ils  ^noncent  sont  diff^rents  et  loin  d'etre 
ineonteslables.  II  est  k  pr^sumer  que,  dans  la  premiere  phrase 
cit^6,  par  le  mot  action,  il  faut  entendre  le  travail,  qui,  en  effet, 
n6  pourralt  6tre  que  virtuel  pour  la  cohesion,  laquelle  cesse- 
ralt  aussitdt  que  la  dlsjonction  du  massif  se  produirait.  Mais  le 
miir  a  prAcis^nient  pour  fonction  d'emp^cher  celte  dlsjonction, 
et  la  determination  du  prisme  de  plus  grande  pouss^e  r^sulte 
de  requilibre  qui  alien  aux  instants  qui  precedent  la  rupture, 
alors  quMl  semble  impossible  de  nier  que  la  cohesion  s'exerce 
reeilement,  si  ce  n'est  peut-^tre  dans  des  cas  exceptlonnels,  od 
le  massif  est,  k  dessein,  forme  de  sable  purement  siliceux  fin  et 
sec.  Quant  au  dome  eieve  par  H.  Ardant  sur  la  realite  de 
Texistence  simultanee  du  frottement  et  de  la  cohesion ,  tout  se 
redutt  iisavoirsi,  avantque  la  rupture  du  massif  se  produise 
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(car  c'est  bien,  nous  le  rip^tons,  It  cet  msUot  qall  s^ag^  de  al- 
culer  la  pouss^),  la  resistance  au  gUssement  immineiil  se  con- 
pose,  suivaDt  Topinioa  de  Goulombi  de  deux  termes  propor- 
tionnels,  Tun  k  la  pression  normale,  I'autre  k  la  surface.  Or,  fl 
est  incontestable  que,  sauf  le  cas  trte-particulier  de  terres  sans 
coh^ion,  le  second  terme  existe ;  lui  seul  pent  expliqoer  h 
possibilite  de  maintenir  k  pic  sur  une  certaine  hauteur  les  terres 
ordinaires  suffisaninient  tassees,  et  m^oie  il  suffirait,  sans  le 
frottementy  pour  realiser  cet  etat.  Si  done  rexp^rieDce  venait 
k  confirmer  Topinion  de  M.  Ardant,  le  changemeDtii  introduiie 
dans  la  thterie  serait,  non  d'aneantir  la  cohesion  pour  ne  teuir 
compte  que  du  Trottement,  mais  de  riduire  ou  de  negliger  ie 
frotlement  en  attribuant  k  la  coh&ion  une  plus  forte  part  ou  b 
totality  de  la  resistance  au  glissement. 

Pourtant,  k  Tappui  de  I'usage  regu  de  supprimer  la  Gohesion 
dans  la  throne  de  la  pouss^e  des  terres,  ii  reste  les  moti& 
envelopp^s  dans  les  termes  que  nous  venons  de  rapporter :  // 
eanvient,  sous  plus  (tun  rapport^  d'en  nigliger  la  eonsideraiiim 
dans  la  question  qui  nous  occupe.  Nous  croyons,  en  effet.  qn'on 
pent  dire  :  i"*  que  lorsque  les  terres  soutenues  par  un  mur  doi- 
vent  former,  dans  toute  T^tendue  du  prisme  de  plus  grande 
pouss^e,  un  remblai  recent,  il  pent  etre  convenable  de  ne  pts 
compter,  dans  les  premiers  temps,  sur  leur  cohesion,  parce  que 
le  travail  necessaire  pour  leur  faire  acqu^rir  artificieUemeDt 
cette  quality  pourrait  cottter  au  de\k  de  la  d6pease  ipargnee 
sur  r^paisseur  du  mur ;  2*  que  si  les  terres  du  remblai  peuveol 
etre  accidentellement  p^netrees  d'eau,  il  est  kcraindre  que  cette 
circonstance,  tout  en  laissant  subsisler  leur  frottement,  ne 
vienne  k  an^antir  momentaniment  leur  cohesion ;  3*  enfin  que 
lorsquH  s'agit  des  murs  de  fortification  des  places  de  guerre, 
exposes  k  6tre  battus  en  br^che,  rinconv^nient  de  les  faire  oe 
peu  trop  epais  est  compens^  par  I'avantage  de  les  rendre  plus 
diflSciles  k  d^truire. 

Dans  les  articles  suivants,  nous  negligerons  la  coh&ion  ec 
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nous  ferons  usage  de  considerations  gtom^triques  dont  nous 
avons  emprunte  le  fond  essentiel  au  m^moire  cite  de  M.  Pon- 
celet^  pages  i32  et  suivantes. 

SOS.  IMtenBiMAlioB  d«  priaaie  die  plm  cmmde  pow^c 
dl*«m  wmmm^t  nmmm  eoh^aloa.  -^  Dans  Thypotb^se  du  manque  de 
coh^ion,  il  faut,  dans  la  formule  finale  du  numiro  280,  faire 

e  =  0  et  c'=:0.  ,  est  alors  la  reaction  totale  du  mur,  k 

cos  f 

rinstant  oji  le  prisme  BAX  est  sur  le  point  de  glisser.  D^si- 
gnons-la  par  A;  la  formule  se  r^duit  h 


sin(&+^  +  9')' 

On  obtiendrait  facilement  et  direclement  cette  ^uation  de  la 
niani^re  suivante  :  repr^sentons  dans  la  figure  iii  la  force  it 
faisant  Tangle  9'  avec  la  perpendiculaire  k  AB.  Soit  de  m6me 
S  la  reaction  totale  du  terrain  inf^rieur  k  AX,  r&ultante  de 
N  et  de  fN,  et  faisant  Tangle  9  avec  la  perpendiculaire  k  AX. 
Solent  il'  et  P'  les  droites  opposees  k  R  ei  k  P.  Les  trois 
forces  P,  S,  R  transport^es  en  un  m^me  point  ont  leur  r&ul- 
tante  nulle.  Done  on  a,  comme  ci-dessus : 

Jl     sin  (P, S) sin(P\S)__     sin  [a  —  9) 

P""8in  («.  5)~sin  (If,  S)""sin  (&  +  9+9')  * 

n  faut  mettre  dans  cette  formule  une  expression  du  poids  P 
du  prisme  dont  la  base  est  ABGDEXA  (fig.  JiS)^  variable  avec 
la  position  du  point  X.  Pour  cela,  en  supposant  que  ce  point 
variable  doit,  quand  le  prisme  est  celui  de  plus  grande  pouss6e, 
raster  entre  les  points  E  et  F  du  profil,  on  d^terminera  sur  le 
prolongement  de  EF  un  point  K^  tel  que  Taire  du  triangle 
AKX  soit  igale  k  celle  du  polygene  ABGDEXA ;  ce  point  K 
eatinddpendantde  la  position  du  point  X  entre  E  et  F,  puis- 
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quMt  suffit  que  le  triangle  AR£  mi  ^uivaienl  as  i 
ABCDEA.  Soil  AT  la  perpendicuUiire  de  A  sor  KX.  Ea  dt- 
sigoant  par  n  le  poids  du  mMre  cobe  de  terre,  on  a  poor  It 
poids  du  prisme  AKX,  ayant  un  mfetre  de  longueur  perpeodi- 
culaire  au  plan  fertleal  de  la  ilgure. 


l»=-n.ATKX, 

2 


el  raaprtMiop  de  M  derient 


ii=in.AT.Kx^^'"(^-^) 


'2  Bin(?+f -+-?')" 

Cela  pos^,  voici  comment  M.  Poncelet  procMe  pour  troofer 
le  point  X  qui  donne  k  la  pression  Jt  sa  plus  grande  vaieor. 
Le  rapport  de  deux  sinus  se  remplace  par  celui  de  deui  droites 
de  la  figure  :  pour  cela  on  m^ne  AO  faisant  afec  Aft  Tingle 
9  +  ?'  et  par  consequent  avec  AX  Tangle  (^ +  ?  +  ?';  oa 
m^ne  AM  feisant  avec  I'horizontale  AL  Tangle  9  et  par  coo- 
sequent  avec  AX  Tangle  a  —  f;  puis  on  mfene  XX'  partita 
k  KM,  altn  de  former  ie  triangle  AXX'^  dans  lequel  Tangle  m 
A  est  p  +  <p  +  9'  et  Tangle  en  X  est  a —9.  On  en  conclut 

sin  (g  —  f)     AX* 

sin(&4.<p  +  <p')~xy 

et  par  consequent 

II  y  a  ici  trois  variables,  KX,  XX\  AX\  qui  ddpeadefttdtil 
position  du  point  X  el  qui  sont  dans  troisdirectimia  dilMreiM 
On  en  remplace  deox  par  d'autnes  qui  aoient  dana  la  directiai 
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de  la  troisi^me  :  oa  m^ae  KK'  paraU&le  k  AM  et  d  TX'^  et 
Ton  a 

KX=Kr.2^    ^i    KX'=OX'~. 
OA  UA 


d'oii  r^salte 


AT-OM 

La  quantiti6  constante   — — -—    peut  s'exf^rimer  plus  sim- 
AM 

plemeDt  ea  remarquant  que  AT  •  OM  est  le  double  ie  Taire  dq 

triaogle  AOM,  et  qu'en  le  divisant  par  AM  cooaider^  comme 

base,  on  a  la  distance  du  soromet  O  k  AM,  ou  AO  aio  OAM» 

Done 

*r,  .V         KX-Ax' 

Az=:-nAO*SlDOAM -—7 —  . 

2  OX' 

M.  PoDcelet  determine  par  des  considerations  geom^triques 

1  _     K  X • AX     _        , 

le  point  X  qui  correspond  au  maximum  de  — •—, — .  Le  cal- 

cul  dlffiSrenliel  le  donne  trfes-ais6ment.  Soient  OA=a,  »*'=* 
et  OX'  =  x.  Ainsi 

irr-AX'       (x  —  k)la  —  x)  ,      ait 

OX'  X  X         ^ 

ok                                         ^ak 
dont  la  premiere  d^ivaa  eat   -;  —  1    et  la  aecondd p ; 

d'oii  11  suit  que  lorsqu'on  &it  x  =^^»  la  fonetion  dont  il  a'a* 
git  devient  uo  maximum,  et  aa  valeur  est 

La  vlileur  de  It  devient  alors,  AO  ^tant  remplaoi  par  a, 

ft  =  insinOAM-(<l  — ^a*)  ; 
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oe  qu'on  peut  encore  terire  de  cette  maui&re 

ll=insmOAMAX's, 

en  notant  que  le  point  X'  est  d^termin^  par  b  relation 
OX'  =  J/OAOK'. 


506.  ReaartvM  dlTWMs.  —  I.  L'angle  OAM  iffi  k 
BAJI+f+9'  est  par  consequent  ^al  a  BAL  +  9';  d'oiiilsuit 
que  sin  OAJf  est  ^gal,  au  cosinus  de  I'angle  que  fait  avec  la 
veHicale  une  droite  faisant  avec  AB,  du  cAt^  oppose  au  massif, 
un  angle  7'  ^al  k  celui  du  froltement  des  terres  sur  le  mur. 

II.  Les  lignes  KK',  XX',  MA  ^tant  parall^Ies,  ies  longueurs 
OX',  OA  et  OK'  sont  proportionnelles  k  OX,  Oil  et  OR.  La 

condition  OX'  =  L/oA-OK'    revient  done  k 
OX  =  J/^OMOK, 

ce  qui  perinet  de  trouver  OX  a  priori  par  une  construction  oa 
par  le  calcul. 

ox'        OR' 

III.  L'^uaUon  OX'«  =  OAOK' donne  Qj[  =  Q^i^ 

OR'       OR 

parall&les  XX',  RR'  donnent  —7  =  5^7 ;    pw  consequent 

OX'       OR 

-^ —  =  — :  la  droite  RX'  est  done  parallile  k  AX .  Ainsile 
OA        OX '  ^ 

point  X  doit  satisfaire  k  cette  condition  que  si^  par  le  point  R, 

on  ra^ne  RX'  parall^Ie  k  AX,  la  diagonale  XX'  fasse  avec 

Thorizon  Tangle  9.  C'est  un  moyen  de  verification* 

IV.  L*angle  AOR  peut  etre  petit,  et  le  point  O  tellemeot 
eioigne  de  AR,  qu'il  soit  incommode  d'operer  graphiquemeDt 
pour  connattre  OR'-OA,  et  par  consequent  OX'  et  AX'.  Oa 
peut  faire  ces  determinations  par  le  calcul,  en  supposant  qu'oo 
mesure  k  rechelle  les  distances  AN  et  RN. 
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Soient  les  angles  donnas    0=ONA  et  y=NAL.  On  a  : 
sine  ,      ,^ .,       OA 


OA=AN-:- 

sin 


(eTH^?)'  ^^^-(^'^-^^^oSqrNM 


sin  (^-+-9')  sin  (y  —  9) 

ON  =  AN  .    ^^^^^V-   ,     NM  z=  AN   .    ,^^\    ^^   ,,  , 
sin(6+9+?V  sin(0~(Y— ?)) 

formules  h  Taide  desqueiles  on  calculera  les  inconnues  auxi*- 
liaires  ON  et  NM,  puis  les  distances  OA  et  OK'.  11  ne  restera 

plus  qu'k  calculer  AX'=OA— J/OAOK'. 

D'ailleurs  ces  formules  se  simplifient  un  pen  quand  on  y 
fait  9' =9,  hypothfese  tout  k  fait  admissible. 

V.  La  droite  AO  peut  6tre  parall^le  h  KM.  Alors  les  dis- 
tances OA  et  OK'  sont  infinies;  mais  AK'  est  finie  et  egale 

k  KM,  et  AX'  a  pour  valeur    -KM.    En  effete  Tequation 

OX'8=OK'.  OA  pent  s'ecrire  (OK'+K'X')«=:OK'(OK'+K'A) 

K'X'* 
ou  2K'X'+-— p  =  K'A,    equation  qui,  par  OK' =  00,  de- 
OK 

irient    K'X'rs^K'A:    done    AX'  =  1  K'A  =  -  KM. 

2  2  2 

YI.  Les  droites  KM  et  AM  peuvent  £tre  parall^les  (fig.  113). 
Dansce  cas,  les  points  O,  K'  et  X'  se  confondent,  et  le  maximum 
de  Jl  devient 

n 

A=:-sinOAMOA>^ 

eomme  on  le  trouve  directement  en  posant^  pour  un  prisme 
quelconque  AKX, 

JI=P/;;("■"^^=P^    et   P=5KX.OA.sinOAM, 

8in(&+<p-h9')        OX  2 

30 


d'oti 


n  .  Rx 

Jl=- sin  CAM  •  0A«- -— . 


dont  le  maximum  r^pondant  k  RX  =:  ao=:OX  est 

n  . 

VII.  La  renooBtre  O  des  droites  RM  et  AR'  poit  £lre  da 
cAM  du  massif,  au  deik  de  M  (fig.  114).  Bn  r^pitant  poor  oe 
cas  les  raisonnementtf  prto^denls,  m  reaonnalt  aans  diAoriti 
que  Fexpression  de  la  pr^on  lotale  sur  AH  est  encore 

Aa-ainOAMAX'*, 

|e  poipt  X'  itaat  d^termip^  par  la  r^UMw  0^'*isOA-QR\ 

Les  trois  premieres  remarques  subsistent  Element,  ainsi 
que  les  formnles  de  la  quatribme,  eu  ^gard  aux  dumgemeafs 
coDveQables  4es  8igne$, 

VIU.  Dans  tous  les  cas,  I'application  de  la  formule  qui  donne 
la  pressiqn  A  suppop^  la  ditefmiqffUon  pr^^lable  dn  poini  X, 
et  par  consequent  le  choix  du  cdt4  EF  du  profil  sur  lequel  on 
presume  que  sera  Tardte  X  du  prisme  de  plus  grande  poussee. 
Si,  la  solution  obtenue,  le  calcul  de  la  distance  OX  montre 
qu*on  est  parti  d'une  hypotbfese  inexacte,  on  jugera  si  rerreor 
commise  pent  6tre  assez  considerable  pour  qu'il  soil  utile  de 
recommencer  roperation,  an  ohangeant  Talignement  sur  lequel 
doivent  se  trouver  les  points  K  et  X. 

307.   V^ali^me  fli^rla   prtaantfuiawt  tuM^ri^BtWi.  rm 

Nous  avons  cite  (28i)  plusieurs  auteurs  qui,  s'lioartaai  das  a» 
siderations  expos^es  par  Coulomb,  ont  traite  de  la  poussee  des 
terres  en  n^gligeant  |eur  frottemeat  sur  le  mur  d0  raT^temenL 
Si.  k  cette  simplification  purement  theoriqua,  oq  joiot  Fhypo> 


th^  que  III  sDrface  sup^rieure  du  massif,  BM ,  soit  horizon- 
tale  {^.  i\6)f  pa  arrive  k  un  risultat  remarquable  par  sa  sim- 
plicite. 

L*angle  f '  itant  suppose  nul^  les  quatre  angles  MAL,  BAO, 
AMB,  van,  spnt  ^gauiK.  Les  deui  triangles  AOB  et  AOlff 
sont  semblables  et  donnent  : 

OA       CM 

On  a  d'ailleurs,  suivant  la  vemarque  II  el-dessus  : 

par  cons^uent  OX=OA,  d'oti  ii  suit  cjue  I'angle  OAX  est 
igai  it  Tangle  OXA,  lequel  est  ^gal  k  Tangle  XAL.  Done  A^ 
est  bissectriee  de  Tangle  OAL,  et  par  consequent  de  Tangle 
BAM  (Th^orfeme  donn^  par  Prony,  en  1802,  pour  le  cas  d*qne 
paroi  verticale,  etpar  Fran^ais,  en  1820,  pour  le  cas  d'une  pa- 
rol inclin^e). 

Dans  le  triangle  isoc^le  AOX^  les  droites  AB  et  XX'  soi^t 
igalement  inclin^es  sur  U  base  AX^  et  par  cpns^qent  les 
deux  segments  AX'  et  BX  spnt  ^^au^^,  d'oii  Ton  conclut,  dans 
lea  hyppthtees  ci-dessus  ^noncies^ 

11=5  sin  BALBXa. 
2 

L^etat  actp^  de  ]a  science  pe  pefpiet  plus  d'admettva  ces  r^- 
sultats,  qui  ne  se  r^aliseraient  que  dans  le  cas  tout  particulier 
oil  le  mur  soutiendrait  un  liquide.  Dans  ce  cas^  la  droite  AM 
devient  horizontale  (fig.  116}  ^  la  bissectriee  AX  forme  avec  AB 
et  Thorizontale  BX  u|i  triangje  jsocele,  et^  si  Ton  m^ne  la  ver- 
ticale AT,  la  derniire  ^cjuation  devient  JI  =  t-AT*AB. 
C*e8t  ce  qu'ou  deduirait  imoiMiatem^vt  de  la  premiere  ^ua- 
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tion  du  Dum^ro  305,  en  y  faisant  9 =f'  =  0,  -r-?  =  ==-  et 

Pss-- AT-BX .    On  reoonnalt  que  la  force  It  est  alors  con- 

slante,  quelle  que  soit  la  direction  de  AX.  U  n'y  a  doocplasde 
maziinum  k  chercher. 


508.  CoitM  4«  y—^r  4«  auMBlf  w  le  arar  dto  m 
mmmu  —  En  admettant  que  sur  toute  portion  AB  de  la  paroi 
AbB  (fig.  117),  portion  aboutissant  toujours  au  sommet  B,  la 
pousste  du  massif  soit  ^le  au  maximum 

t«  .  ^^ 

Jl   ou   -OsinOAM-AX^ 
2 

trouv^  pr^cedemment,  et  relatif  k  cette  portion  AB,  il  s^agit 
de  determiner  le  centre  de  pousste  sur  AbB,  c'est-k-dire  le 
point  de  passage  sur  la  paroi  de  la  r^ultante  de  toutes  les  pres- 
sions  el^mentaires  r^parties  sur  AbB  et  faisant  avec  cetfe  pa- 
roi Tangle  complement  de  f  • 

La  solution  est  (r^s-simple  dans  le  cas  ou  la  sur&ce  supi- 
rieure  du  massif  suppose  homogine  est  un  plan  BM  ayant  d'ail- 
leurs  une  inclinaison  quelconque.  L'expression  de  la  poussee 
partielle  sur  BA^  variable  avec  la  longueur  de  B  en  A,  est 
alors  proportionnelle  au  quarre  de  cette  longueur.  En  effet, 
pour  deux  points  A,  A.,  auxquels  correspondent  les  points 
X',  X'.,  on  a 

OX'SszOir-OA    et    O.X'.^zsO.If.O.A,; 

or^  on  a  aussi 

OR'  *       OA         BA 


done 


O.K',  -  O.A.       BA.  ' 
OX^   _  BA» 

o.x;«~BA,«* 


pocsste  Dis  nuuB. 

(Oa  voit  que  tous  les  points,  tels  que  X',  X\...  sont  sur  una 
droite  passant  par  B  et  que  toutes  les  droites  AX,  A^X^,... 
terminant  les  prismes  de  plus  grande  pouss6e»  sont  parallMes.) 

Ainsii  en  repr^ntant  par  %  la  longueur  BA  ayant  pour  ori- 
gine  ou  extr^mit^  fixe  le  point  B,  et  en  d^signant  par  C  une 

n  AX'* 

constante    -  sin  GAM  •  —^  on  peut  poser,  pour  la  pouss^e 

sur  AB^ 

«  =  €««; 

done  la  pouss^  il^mentaire  sur  une  longueur  d^,  accroisse- 
mentde  z,  serait 

dit  =  2Czdx. 

Toutes  les  pouss^es  dl^mentaires,  depuis  B  jusqu'ii  An,  sont 
des  forces  parall^les^  dont  la  r^sultante,  ^ale  k  leur  somme, 
passe  en  un  point  ou  centre  dont  la  distance  Z  au  point  B  est 
d^tenninte  par  la  propri^t^  des  moments,  savoir  : 


!:■■ 


Done  le  centre  de  la  pouss^e  sur  BA.  est  au  tiers  de  cette 
longueur,  k  partir  de  I'extr^mit^  infiSrieure. 

Lorsque  le  profil  du  massif,  sans  6tre  rectiligne,  n'est  pas 
trop  accidents,  on  peut  le  remplacer  approximativement  par 
une  ligne  droite  qui  donne  une  pouss^e  egale  ou  un  pen  plus 
grande,  et  Ton  applique  alors  les  formules  prte^dentes. 

Dans  tout  autre  cas  d*un  massif  homogine,  sacbanl  trouver 
les  valeurs  de  la  pouss^e  R  sur  diverses  portions  BA  de  la 
paroi  du  mur,  on  pourrait  constniire  la  courbe  representative 
de  ces  pouss^es,  en  prenant  les  longueurs  BA  ou  z  pour 
abscisses  et  les  forces  JR  pour  ordonutes  correspondantes.  La 
pousste  totalesur  BAb  ^tant  An,  et  la  pouss^e  ^l^mentaire  sur 


4Ta  k¥vimi€»i 

ahaqae  baode  idBniiBeiit  p«Ute  U  da  M  |ttMl  ftuni  «A,  on 
trouvfertt  TibicHM  t  dtt  cMtre  dd  potii$0e  pttr  rsqtliti^m  M 
nKNMiiit 

riA|  «jli  ltii0gNn(  pA!^  pttfttte, 

Z  = ^ , 

formule  k  laquelle  on  appliquera  les  m^lhodl^  Ae  quadratort 
approximative. 


309.  Exi4NMlo«i  dUi  Ift  imMii#«6  »>lteiamtti;  ^  Lw  ques- 
tions relatives  k  \A  pousrte  des  terras  (leuTent  Mm  plus  «toffi- 
pliqu^es  que  oelles  qui  vidnn&nt  d'diro  tmitteb.  Li  lurftee  itH 
p^rieure  du  9Hissif  peut  supporter  fane  surebarg^  rMdItflfll  M 
poids  r^partis  suivant  uue  loi  quelconque.  L'^paisseur  boriioo- 
taie  du  massif  peut  dtre  moiadre  qu%  <ielle  qu*exige  le  prisnie 
de  plus  grande  pouss^e.  Le  massif  d^  terras  pent  n'dtre  pas 
homogfene  et  le  coefticient  f  du  fl'Ottement  n'^tre  pas  le  mteie 
dans  toute  son  ^tendue.  Lorsque  de  telles  circonstances  sersot 
bien  d^finies,  les  considerations  pr^c^dentes  sufBront  pour  in* 
diquer  les  moyens  de  calcuier,  au  moins  approximativem^t, 
la  pouss^e  en  intensity  et  en  direction. 

5i0«  Esv^rieiiee  de  M.  AMiBl.  '-^  Si  qaelqtlilS  doiltM  pOS^ 
vaient  s'^lefdr  relativement  k  llnfldenca  da  ffottemeiit  dtf 
terras  sur  la  paroi  postMeure  da  mU^  de  soutUicSmetif^  lb  dis- 
parattraiant  devant  l*Axp«rietu»  suiVMUS  dtle  i  M.  ktdOt 
(page  35  du  M^moire  citii  (f8l) ); 

On  prend  tid  prisma  en  bois  ABC  (fig.  1 18)  Aj^t  tk>itf  pro- 
fil  un  triangle  ractangla  doni  la  mMiane  AO,  partant  dd  soon 
mat  de  i'angla  aiga  A,  fait,  avec  le  iM  a'an^te  droit  AB,  m 
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Angle  f  de  35^  ^al  k  I'angle  du  frottement  du  sable  siliceux 

fin  et  tr^s-sec.  On  pose  horizontalement  les  aretes  longitudi- 

nales  de  ce  prisme  en  appuyant  la  face  AB  conire  un  plan 

fixe  qui  fait  AHb  M  V^Hlc^le  lH  rtifime  angle  de  ^8^  Les  deux 

bouts  ou  bases  triangulaires,  perpendiculaires  aux  arAles  hori- 

zontales  du  prisme,  sont  tout  prfes  de  deux  plans  verlicaux  ter- 

niinant  deux  piliers  qui  laissent  au  prisme  une  enti&re  liberty 

de  tourh«r  antou^  de  rafSte  A.  Le^  joints  coMpris  entre  les 

piliers  et  le  prisme  sont  ferm^s  avec  du  salndoux  pdiir  inter- 

oeptfe^  r^GOulement  du  sable  dont  le  prisme  va  ^tre  chdhg^. 

Aviitit  que  ce  remblai  soit  op6tii,  6h  dodstate  qtie  Iri  pristne> 

abandonnd  k  Id  pes^hteut*  fit  ayatlt  son  centra  de  graVlt^  stiHa 

vi^riicikle  AD,  est  eit  ^quilibre  Instable  et  se  t^livers^,  Vhypb- 

tlitiuse  Ac  se  coiiehant  sut  Thorizotitale  At.  Mais  ^i,  lor^^^ 

qu'il  dst  daiis  sa  prehiifere  t)ositlot),  otl  le  chdrgd  de  siible  suf  la 

fac^  GB  (qu'on  a  (ir^alableritent  etiduite  de  gomme  et  saiipOii- 

dM6  dil  mettle  ftabl^,  iifln  que  le  coefficient  du  frottement  soil  1^ 

m^me  pour  le  t*etnblai  siir  la  paroi  que  pour  les  parlies  dU  fem- 

blai  Mitt  elles),  on  Voitle  pHsme,  devtinu  stitbl^^  fester  Imiho^ 

bile  soUs  la  double  action  de  ^h  polds  et  de  la  pduss^e,  et 

ceia^  pafee  que  la  pou^s^e  t6tale  It  passe  en  un  point  E  sitdii 

eptre  li  et  B,  et,  feisflbt  avee  la  libritiale  fiJV  (iti  angle  de  35*, 

est  par  eoiiseqiient  verlicfile ;  la  r^sultanle  de  la  pouiss^e  li  et 

du  (foidd  P  du  ptisxtiB  est  done  Verticale  et  passe  etlli'e  A  et  B, 

tandis  qti^eile  passeralt  en  dehors  de  I'appui  et  renverserait  le 

prisme  si,  suivatit  I*hyp6ih6se  autrefois  admise ,  la  poUss^e^ 

Mmi  perjpehdloulaire  ft  la  pal*oi  BG,  ^tait  parttlieie  k  AB. 


OTiom  sua  ia  stabilite  dbs  vocns. 


511.  CoBslMrmtloBs  pr^llMlBairM  sw  la  slaliUit^  4'n 
MUde.  —  Soit  ABCD  (fig.  i19)  ua  corps  solide  reposant  sor 
un  autre,  LM ,  par  une  face  dont  les  projections  sont  AB  et 
aeb«4,  sans  pouvoir  s'en  detacher  par  glissement,  mais  avech 
possibility  de  tourner  autour  d'un  point  ou  d'une  ar6te  quel- 
conque  du  p^nm^tre  de  cette  lEace.  Le  corps  AC  dtantsollicil^ 
par  diverses  forces  F  independantes  de  Tappui,  it  faudra,  poor 
que  le  repos  subsiste,  que  ces  forces  soient  en  equilibre  avec 
ies  reactions  que  le  corps  LM  exerce  sur  I'autre  et  qui  toutes, 
partant  des  points  de  la  face  AB,  sont  dirig^  vers  le  corps 
support^.  Done,  si,  par  un  point  quelconque  du  contour  de  la 
face  de  contact,  on  imagine  un  axe  qui  ne  traverse  pas  cette 
face,  et  tel,  par  exemple,  que  celui  qui,  passant  par  le  point 
(A,  a),  se  projette  verticalement  en  A,  il  faudra  que  la  somme 
des  moments,  autour  de  cet  axe,  des  forces,  telles  que  F,  et  F,, 
qui  tendent  ii  faire  tourner  le  corps  AG  autour  de  cet  axe, 
en  le  ddtachant  de  LM,  soit  inf^rieure,  ou  tout  au  plus  egale 
k  la  somme  des  moments  des  forces,  telles  que  F,,  qui  tendent 
k  produire  le  mouvement  contraire  ;  car,  autour  de  Taxe  coo* 
sid^r^,  les  moments  des  reactions  du  corps  LM  ont  tous  le 
mdme  signe  que  ceux  des  forces  F,  et  F,,  a  moins  qu'iis  ne 
soient  nuls,  ce  qui  a  lieu  quand  les  forces  F  ont  une  resultante 
rencontrant  le  contour  de  la  face  de  contact. 

Dans  le  cas  particulier  oil  les  forces  qui  sollicitent  le  corps 
ABCD,  ind^pendamment  de  Tappui,  ont  une  r^ultante,  la  con- 
dition prec^dente  revicnt  k  dire  que  cette  resultante  doit  ^tre 
dirigee  du  corps  vers  la  face  de  contact,  et  en  rencontrer  le  plan 
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dans  TintMeur  ou  an  moins  sur  le  p^rimitre  du  plus  petit  poly- 
gone  convexe  entourant  les  points  de  contact. 

L'^quilibre^  dans  le  cas  de  Tin^alit^  de  moments  qui  vient 
d'etre  indiquie,  a  ce  caract^re  remarquable,  que  les  forces  F„ 
^i»  ^s«--  peuvent,  dans  certaines  limites,  varier  ind^pendam- 
ment  les  unes  des  autres,  sans  que  le  corps  AG  auquel  elles 
s'apptiquent  prenne  un  mouvement  sensible  ;  ce  qui  tient  k  ce 
que  les  reactions  du  corps  resistant  LM  se  modifient  de  ma- 
ni^re  k  satisfaire  aux  conditions  d'^quilibre,  landis  que,  dans 
les  systfemes  k  articulations  simples  (197),  le  moindre  cbange- 
ment  dans  Tintensit^  ou  la  direction  de  Tune  des  forces  ext^- 
rieures  produit  en  general  le  mouvement. 

L'^quilibre,  dans  lequel  les  forces  autres  que  les  reactions  des 
appuis  peuvent  ainsi  varier  en  plus  ou  en  moins,  jusqu'k  une 
certaine  limite,  sans  production  de  mouvement,  constitue  la 
stabiliti  proprement  dite. 

SIS.  B^partltloB  de  la  prenion  totals  sar  Tappni.  —  Lors- 
que  les  forces  F  ont  une  r^sultante,  les  reactions  du  corps 
d'appui  LM  en  ont  aussi  une,  laqueile  est  egale  et  oppos^e  k 
la  premiere ;  mais  il  ne  s'ensuit  pas  qu'on  puisse  determiner 
I'lntensite  et  la  direction  de  ces  reactions  pour  chaque  portion 
donnee  de  la  surface  de  contact.  Dans  la  m^canique  rationnelle> 
qui  admet  I'existence  de  corps  parfaitement  durs  et  parfaite- 
ment  polis,  on  conclut  de  cette  hypoth^se  que,  pour  T^ui- 
libre  du  corps  AG  pos6  sans  encastrement  sur  Tappui  LM,  il 
faut  que  la  r^sultante  R  des  forces  F  soil  perpendiculaire  au 
plan  AB  des  points  de  contact,  et,  si  ces  points  sont  reduits 
au  nombre  de  trois,  on  determine  ais^ment  la  reaction  nor- 
male  de  cbacun  de  ces  points  par  une  Equation  de  moments. 
Mais  s'il  y  a  plus  de  trois  points  de  contact,  le  probl^me  posi 
dans  rhypoth^se  de  Tinvariabilit^  de  figure  des  corps  est  indA- 
termini,  tandis  qu'il  est  certainement  determine  dans  I'^tat  r^el 
des  corps  en  vertu  de  leur  compressibility  et  de  leur  elasticity. 
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On  peut^  dans  tin  dat  Bimpla  0t  asMz  fr4qoent>  Aiire  dtepi* 
rattre  rind^termination  k  I'eida  d'hypothtees  dcmt  rexactitaddf 
quoiqtie  ineompl^te^  est  ntenmoins  suffislitiie  pour  In  pratique. 
C6  CIS  est  oelui  oil  les  deux  corps  solides^  r^Iiftretneot  dres- 
si^s  suiTQot  leurs  faces  en  contact ,  peuvedt  dtre  consid^ 
eoitime  so  touohant  dans  toute  T^tendae  d'ao  pol^one  fdan ; 
de  plos^  dans  Je  voisihage  de  eette  base  eominune,  ils  mit  a|H 
proximatiYement  la  foi^me  d'ltn  prisme  droit  t  enfln,  les  pres» 
sioDs  mutuelles  des  detm  corps  sont  h  pen  prte  perpefidietf* 
laires  k  cette  l)ase. 

8oit  A'M'  (fig.  430)  la  projection  de  la  face  polygoottle  par 
laquellc  I'un  des  corps  a'appuie  stir  I'autre.  Pour  compiAtcr 
eette  donn^e,  nous  supposons  que  le  premier  corps  est  aollicite 
par  diverses  forces  F^  dont  la  r^sultante  N  est  perpendioulaira 
li  X'Al'i  et  voici  les  autres  hypotheses  qui  ront  servir  k  d4ler» 
miner  la  loi  de  la  repartition  des  presstdns  muttielleat 

On  imagine  que,  avaot  Tapplication  des  forces  F,  el  lorsque 
le  oorps  4tait  dans  ViM  naitireh  ttn  {>lan  bV  ait  Me  tneDe 
dans  ce  soiide  t^afAllMemefil  i  AlA"  et  assez  voisin  pour  qiia 
la  tranche  A'A'^H'B^  comprise  entre  ces  deiix  plans  a^it  sew'* 
blenient  prismailque^  et  Ton  admet  i 

{•  Que,  apr&s  la  d^rtnation  imperceptible  subie  par  les 
deut  eorps,  en  fertii  des  forces  r  et  de  cell^  qtti  maintieiH 
neril  I'appui  en  appardnbe  Immobile,  le  prisme  droit  A'AVlT 
se  transforme  en  un  pristne  tronqu^  X'A!'h''b\  de  aoHe  que 
les  tnoldoales  qui  se  trouvaient  primitivemem  dans  lea  dem 
plans  A'V  et  B'B^  se  tl*ouvetit  encore  respectiveoienl  dttis 
deux  plans  qui  sont  pids  rapproch^s  entre  eux  que  ne  i'jtaienl 
lea  deux  premiers*  Dans  la  figure,  le  nouvean  plan  A'A"  est 
fictivement  ramend  dans  le  plan  de  la  base  d*apptii  primitiYe, 
et  les  molecules  du  plan  sup<irieur  du  prisme  consldArt  ae  titrah 
vent  en  bV  et  ^'^  dans  les  deux  situations,  I'une  primilira 
et  Pautre  finale,  relativement  k  la  base  A'A^. 

A*  On  eonsid^re  le  prisme  A'M'BfWf  oomme  oompoat  deecH 
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kmnes  il«tii€^nuirea  9u  fibres  p«^peftdi(!Ulitiraft  I  la  bks6  A^Af^ 
ImqueHes,  pendant  la  triii6rdl*nlttlion  du  pri»m^  dl^it  en  pAhtn^ 
tfonqvi6,  ae  emitraolMlt  l6n|;kitdlAai«tDetlt  et  ^af)§  ftottelti^fil 
mutueL  Aids!  la  fibre  ^l^mentaire  AB  devienf  Ab^  et  s'eal 
par  consequent  raccourcie  de  la  longueur  Bb.  Or,  ce  raccour- 
eiMemetit  ne  pent  Be  iliaifttenir  danft  le  tiduvel  mt  d'6qtiilibre 
que  panM  qttd  li  flbM  ^st  pr^as^e  h  aei  deuk  eitreMlt^s  pht  A^i 
forces  ^ales  et  oppos^es^  dont  Tune  esi  exerc^e  eri  A  par  to 
corps  d'appui ;  et  Ton  admet,  suivant  ce  qu'on  appeile  la  hi  de 
etSbutkiti,  qiie  le  radi»iireis8«Hieht  Bb  tXkni  tt^^^petit,  eoiil'' 
pftrA  k  la  longueur  primitive  AB  (dont  otl  peut  S6  ^%^^ttt  qu'il 
iSkX  mcrina  qa'ail  dik^-iDillifelne  )^  la  foft^  qui  le  piAYAi  et  \% 
nuuntiem  est  proportionn^ll^  A  Taire  de  lit  section  ttiUnlVers^lc^ 

Bb 

de  la  fibre,  et  au  rapport  ~^\  de  softe  que  si  I'dfi  baHAg^  M 

AB 

sarfaoe  A'A'  eti  tMmeAts  que  notis  d tsiguerons  par  i  ctf ,  t 
chacim  de  eea  Al^m^nti  r^pond  une  r«^tlori  de  rapfhil  ex^ri-^ 
mee  par  le  prdduit  A: A  do),  dans  lequel 

k  est  un  facteur  constant  dependant  de  la  nature  du  corps 
doiAprim^  et  de  la  hauteur  AB  du  prisma,  et 

k  eat  la  diniinHtieQ  Bb  de  leogueilr  que  aubil  la  tibrii  doftt 
la  base  est  da>; 

ou  bien  eneora  chaque  force  oorreapondaote  i^  Telftitiedt  «ia 
est  ^gale  k  la  eonatante  k  multiplite  par  Adtai  qui  est  le  vo« 
lume  dont  ae  trouve  diminude  la  fibre  primitive  AB  ayant  e^t 
element  pour  baae* 

D^i  que  ees  deux  bypotb&aes  sont  admiaei>  la  determination 
de  la  repartition  de  la  preaaion  auf  la  base  A' A''  ae  reduil  k 
one  queation  de  geometrie. 

Pour  Texprimer  avec  precision,  il  convient  d'etablir  la  notion 
de  ce  qu'on  appeile  la  pressibn  par  uniti  supeirficielte  en  un  point 
ivm  turfacef  par  exemple,  la  pression  par  mtoe  quarrA  au 
point  A  de  la  surface  AV.  Iniaginoas  une  portion  de  eetle 
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surbce  qui  comprenne  le  point  Jl«  et  qai  dt  d'aillenrs  one 

itendue  a>  queloonque ;  et  soit  P  la  pression  totale  que  dui 

cette  ^tendue  cbacun  des  corps  en  contact  exeroe  snr  raotre. 

p 
Le  quotient  -  exprime  ce  qu*on  nomme  la  pression  moyamt 

par  uniti  de  turfaee  dans  I'^tendue  m.  Si,  par  exeaiple,  «*  est 
0j05  de  m^tre  quarri,  et  si  P  est  de  4  000  kilogrammes*  le 

p 
quotient  -  ^tant  80  000,  on  dit  que  la  pression  moyenne  est 

de  80  000  kilogrammes  par  mhire  quarr^,  ou  8  kilogranmies 
par  centimetre  quarr^.  Haintenant,  supposons  que  nous  dimi- 
nuions  (i>  en  y  cor.iprenanl  tou jours  le  point  A :  la  pression  F 
diminue  en  m6me  temps,  et  il  pent  arriver  que  ces  deux  quan- 

p 
tiiis  d^croissent  proportionneilement ;  le  quotient  -  est  done 

constant «  quelque  petite  que  soit  P^tendue  m.  Dans  ce  cas« 
la  pression  est  dite  uniforme  sur  une  etendue  finie  dans  le  voi- 

p 
sinage  du  point  A .  Si,  au  contraire,  le  quotient  •-  est  variable, 

il  approche  d*une  certaine  limite  k  mesure  que  <i>  decroit^  et 

cette  limite,  qu*on  pent  clairement  d^gner  par  la  notation  — , 

est  ce  qu'on  appelle  la  pression  au  point  A  rapport^  a  I'unite 
superficielle)  ou,  plus  brii?ement,  la  pression  au  point  A  par 
unit^  superficielle,  ou  encore  par  nifetre  quarr^,  si  telle  est 
Tuniti  de  surface.  Par  \k,  on  entend  que  si,  au  lieu  d^un  ele- 
ment d(D  supportant  la  pression  dP,  on  r^unissait  un  nombre 
infini  d'^lements  ^gaux^  tons  egalement  charges,  pour  en  for- 
mer un  m^tre  quarri,  la  charge  sur  cette  unit^  de  surface  se- 
raitk  i  mitre  quarr^,  comme  dP,  charge  de  dcd,  est  a  «(i>.  et 

par  consequent  exprmiee  par  —  . 

Ainsi,  en  d^signant  par  p  la  pression  rapport^  k  Tunit^  de 
surface  au  point  A  de  la  surface  A' A",  on  exprimera  la  pres- 


STAiiLiTt  Dis  Tomris.  477 

sion  sur  T^i^ment  dui  par  pdia^  ei,  d'apr^s  ce  qui  pr6cMe» 
on  aura 

^uation  applicable  ^tousles  points  de  la  surface  X'X"^  p  ^lant 
alors  variable  comme  h, 

Cela  pos^,  le  corps  soumis  en  dehors  de  Tappui  aux  forces  F 
est  en  ^uilibre  sous  Taction  de  ces  forces,  dont  la  r^sultante 
est  2¥,  et  sous  cello  de  toutes  les  forces  p^^y  ructions  de 
Tappui.  Done  : 

i*  On  a  r^uation  d'^uilibre 

N=lpdia  =  kZhd(A, 

c'est-iHlire  que  le  produit  de  la  constante  it,  roultipli^e  par  le 
▼olume  Ihdto  du  prisme  de  deformation  BVbV,  est  ^1  k 
la  pression  totale  N. 

St*  Les  reactions  pdu^  ont  leur  r&ultante  directement  op- 
pos^e  k  la  force  N.  Or,  ces  forces  ^l^mentaires  pdfa  sont  pro- 
portionneiles  aux  volumes  ^l^mentaires  Ada)  correspondants^ 
situfe  sur  leurs  directions^  dans  le  m^me  prisme  de  deforma- 
tion. Done,  en  vertu  de  r^quation  d'^quilibre  des  moments^  ce 
prisme  doit  6tre  tel  que  son  centre  de  gravity  soit  situ^  sur  la 
direction  de  la  force  N. 

Done,  sauf  les  exceptions  mentionnees  ciapr^s  (314  et  315), 
le  probl^me  se  trouve  reduit  k  trouver  au-dessous  du  poly- 
gone  B'B^  egal  k  X'A"  un  plan  bV  tellement  incline  que  le 
centre  de  gravity  du  prisme  tronque  BVhfb'  soit  sur  la  di- 
rection de  la  pression  totale  N.  Ce  plan  trouve,  les  distances  bB 
ou  A  de  ses  divers  points  au  plan  B'B^  sont  proportionnelles 
aax  pressions  par  unite  superficielle  aux  points  correspondants 
de  la  base  A'A"^. 

Ce  probieme  est  tr^facile  dans  le  cas  particulier  que  nous 
allons  traitor,  et  qui  est  le  seul  necessaire  dans  la  theorie  de  la 


colaires  aux  generatrices  horizontales. 

Dans  ce  cas,  la  base  d'appui  est  un  rectangle  dont  A' A'  esl 
un  c6\i  et  dont  nous  designons  I'aire  par  Q ;  de  plus,  la  force  S 
est  dans  up  plan  qui  coupe  en  ieurs  inilieM]^  les  oAt^s  prqjetfs 
en  A'  et  A'.  Le  plan  bV  est  alors,  |  cause  de  I4  sym^nai 
perpendiculaire  au  pl%n  je  la  figure,  et  si  Ton  dMgpe  les  liao- 
teurs  B'b'  et  ^y  par  k'  et  h\  ona  d'abord 

puis,  en  appelant  p'  et  ff  les  pressions  par  uniti  superficidk 
aux  points  A'  et  A'^, 

p'z=zkk:    et    f'^W, 

d'odtPtfieiiniiiialionda  *, 


g  est  la  pression  moyenne  par  unite  de  surftce  sur  le  ree- 

t%i4ia  prraete  en  A Vt  A  Vm  voit,  ce  qui  doit  4tfii  m  «tblf 
que  11  In  foroe  li  pwsait  nu  milieu  du  lectaugte  ol  lit  par  OM- 
sequent,  les  hauteurs  k'  et  k"  etaient  ega|#(b  I#»  prawWi  f' 

et  f/  seraient  egales  k  cette  quantity  -g.  Dans  tout  autre  cas, 

i^  nipporis  fie  p'  at  de  /  it  la  pressiqp  poywiae  ^p  disgoit 
dent  que  dq  rappprt  4e  k'  k  h\  lequel  est  44M^fnme  ppr  li 
situation  du  centre  de  gravite  du  prisme  de  ^iiloimtfikm  #  M 
empire  de  gntviti  G  se  aopfopd  an  pnoection  dM9  In  figW 
^veo  celui  du  trap^  ffW^^'i 
Soit  a  la  distance  de  G  ou  de  N  it  BV  et  VV=^A'y^^ 

n  &' 

Pour  determiner,  en  fonction  du  rapport  j,  le  rapport   p, 
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1  2 

vit6  sont  auxdistancn^  ^l  el  vTdQ  Wi  de  sorte  qu-an 

prenant  les  moments  des  deux  triangles  et  de  leur  somme  rela- 
tivement  k  cette  droite  B'b',  on  a 


(*'+*'>=^(y+?r),    d'ou    j,^^ 


'1-' 


par  oonsAquent 


D'aprte  cela,  les  expressions  prteddentes  de  p'  et  de  p*  de- 
Tiennent 

Telles  sont  les  valeurs  extremes  de  |a  pressioq  qui,  d^P^  i'l"- 
tervalle,  varie  comme  Tordonn^e  d'une  ligne  drpite. 

515.  Llaiites  dans  leaqiielles  les  f ormalespr^^cMentes  sont 
appu«ablcs.  —  Pour  que  cea  formules  soient  applicables^  la  na- 
ture de  la  question,  dans  laqqelle  on  fait  abstraction  de  toute  ad- 
herence produite  par  un  ciment  interpose  entre  les  corps,  exige 
que  N  quaotitis  k'  et  h"  aoiant  toutes  deux  potitivai  eonime 

p'  et  ;?%  et  que  par  consequent  a  soit  moindre  que  -,  jtmoins 

qqa  la  plus  petite  ^»  deux  presaioos  ne  loit  puUe,  oe  qui  arriva 

lorsque  a=-,  c^est-i-dire  que  la  distance  du  poiqt  G  ou  de 
3 

la  force  W  hUi  plus  procbe  daa  deux  extrimitis  A'  et  A^  eat 

iigtid  ou  tiera  de  la  disUnee  A' A''.  Dans  ce  eaa  partiouii#»9 
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la  pression  le  long  da  cAt6  projete  en  A'  est  nalle,  tandis  que 
le  loDg  du  c6t6  projete  ea  A'  la  pression  rapportte  k  l^nit^  de 

surface  est  double  de  la  pression  moyenne  ^ . 


514.  Cmm  •ii  les  ff^raiBles pr^eMeatos  Wb  mmmJt  jfm 
eabiM. — Si  la  distance  du  centre  depression  C  (fig.  121)  au  point 
A'  dc  la  base  est  moiodre  que  le  tiers  de  la  distance  A'A',  poor 
maintenir  I'hypoth^  simple  et  approximative,  sinon  exacte,  que 
la  pression,  sans  pouvoir  devenir  negative,  varie  k  partir  de  A' 
suivant  Tordonn^e  d'une  ligne  droite,  et  satisfaire  k  la  condition 
n^cessaire  que  la  r^sultante  des  reactions  el^mentaires  de  I'appui 
soit  ^gale  et  directement  oppos6e  k  la  force  N^  on  est  forc^ 
ment  conduit  k  conclure  : 

i""  Que  la  pression  est  nulle  depuis  A'  jusqu*au  point  D  sitni 
k  la  distance  A'D  ^gale  k  3A'G ; 

t"  Que  la  pression  moyenne,  qui  a  lieu  au  milieu  E  de  A'D, 

est  ^le  k    -— - ,  la  longueur  b  ^tant  le  cdt£  du  rectangle  A'A' 

oAO 

perpendiculaire  au  plan  de  la  figure ; 

3**  Que  la  pression  extreme,  qui  a  lieu  au  point  A^  est,  par 
unit^  superficielle,  double  de  la  pression  moyenne  et  par  con- 
s^uent  donnte  par  la  formule 

,       22V 

Sitt.  Rbharqdis.-^I.  Nous  avonsjusqu'ici  suppose  (31 2)  que 
ies  deux  corps  en  contact  avaient,  k  partir  de  leur  face  com- 
mune, la  forme  prismatique.  Quand  il  en  est  autrement,  et  que 
Tun  des  deux  corps  deborde  Tautre  (fig.  l!22};C*est  une  ques- 
tion qui  m^rite  quelque  attention  que  celle  de  savoir  si  la  re- 
partition des  pressions,  dans  une  section  B'B'  faite  en  travers 
du  corps  de  moindres  dimensions,  est  la  mdme  que  pour  la  pre* 
mitee  hypolbtee.  Gonsid^rons  le  cas  ie  plus  simple,  celui,  oik  le 
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polygone  de  contact  A'A'^  ^tant  un  rectangle,  la  resultante  N 
des  forces  F  passe  au  centre  A  de  cette  base.  Si  les  deux  corps 
^taient  prismatiques  et  de  mdme  base^  il  serait  parrailenient 
admissible  que,  dans  leur  deformation,  les  molecules  situ^es 
primitivement  dans  les  deux  plans  parall^les  A' A'',  B'B^  reste- 
raient  dans  deux  plans  parall^les,  mais  plus  rapproch^s,  et  que, 
par  consequent,  les  pressions  y  seraient  uniformement  repar- 
ties.  Mais  il  n^en  est  plus  de  mSme  si  Tun  des  corps  deborde 
I'autre  :  par  Teffet  de  leur  compression  mutuelle,  leur  deforma- 
tion doit  avoir  quelque  ressemblance  avec  ce  qu'indique  la 
figure  122 ;  les  points  extremes  s'enfoncent  moins  que  le  point 
central  A ;  par  suite ,  la  fibre  A'B',  devenue  A'B',,  est  plus 
raccourcie  et  plus  comprimee  que  la  fibre  AB  devenue  AB^. 
Ainsi,  reiargissement  du  support  semble  rendre  moins  favorable 
la  condition  de  resistance  du  corps  supporte,  et  Ton  est  theori- 
quement  conduit  k  preferer  pour  ce  support  la  forme  de  rac- 
cordement  indiquee  par  la  figure  li3. 

II.  I^tant  donnee  la  distance  A'G  ou  a  (fig.  120),  si  Ton  fait 
la  longueur  2=A'A^:=2a,  la  pression  est  uniformement  re- 

partie  sur  la  base  ^ab^  etTona  p'z=ip''=—r\   tandis  que  si 

Ton  faisait  i=ou  >3a,  on  aurait  ;/'=0,  mais  p'=— r-  Ainsi, 

quoique  la  base  f&t  augmentee,  la  pression  extreme  p'  serait 

2  1 

plus  grande  dans  le  rapport  de  -  h  -  ,  ou  de  4  k  3.  Ce  resultat 

3  2 

tbeorique  peut  paraltre  invraisemblable  et  condnire  k  penser 
que  rhypothese  de  la  repartition  des  pressions  proportionnel* 
lement  aux  ordonnees  d*une  ligne  droite  offre  une  certaine  in- 
certitude ;  mais  la  difference  que  nous  venons  de  remarquer 
dans  deux  cas  extremes  ne  doit  pas  empecher  d'admeltre  Thy- 
pothtee  en  question  dans  les  cas  intermediaires  et  ordinaires. 
Les  qualites  des  roateriaux  de  construction  ne  sont  pas  tene- 
ment connues  et  invariabies  qu'on  puisse  pretendre  k  une 

31 
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coiUplMe  ^Kftfctitttde  dft&d  lei  eMcbb  ddnt  lift  ftbnl  nibljA. 
III.  Datis  la  tbtorie  expttt^rf  au  UttindM  81S,  la  fbree  A, 
pi«86ioii  totals  de  chaque  borps  aur  t*aUtre^  eit  auppdato  p^ 
petidiciilaire  au  plan  da  bentatl.  Loi«|ua  eatte  rfeultabte  dtt 
fbrees  t^  «st  oblique;  dti  p^Ut  MmettMquil  tea  rte^lionft Qi 
hii  font  liqtiilibre  t)nt  la  meine  itldinaiaoh)  et  ^tte  leut  i'^paiK- 
tion  8uU  la  rtiertie  loi  que  loriqu'isliea  abdt  p^lt^atadii^llira 
O'eat  au  tndins  une  hypotbdae  doilt  Tisitabtitiide  elt  ittfflsairti 
pour  la  pratique, 

516.  AippllMtloil  de  t*  tliMH«  ilffCdSMMe  idHbk  eaafk 
MlidM.-^O^ilxpiteeBaolid^a  AL,  LA'  (fig.  I24)a*ap^iei}it0r 
deuk  plana  invariablea  AB^  AV,  et  a'arc^bonteDt  mutuelleitieilt 
staWaut  Ik  face  LMi  On  cohnatt  lea  riiaultMiea  F  ei  F*  (lea  ibreas 
qui  sollicitent  ces  piteea  iud^pendainmeBl  dea  preaaiom  ma- 
tueiiea  en  Lll  et  dea  ri^ctiona  dea  appute  AB,  A'B'.  On  sup- 
pose, pour  simplifier  :  1**  que  lea  fbreea  F  at  F'  aobt  riaffii  utt 
plan  vertical  qu*ott  prend  poUr  eelui  de  la  figura ;  t*  <)ue  les 
plans  de  joints  AB,  A'B'^  LM  aent  perpehllieuiairea  k  ee  pkai 
et  que  leurs  figures  sont  des  rectangles  limit6s  k  deux  plans 
situ^S  h  ^gaies  distances  en  avant  et  en  arri^re  du  plan  dei 
deux  fofc&s.  On  demande  ce  qu'il  est  possible  de  connaitre  re- 
lativement  aux  pressions  qui  s^exercent  sur  les  trois  faces  de 
joint. 

On  voit  d'abord  que  la  recherche  de  ces  pressions  est  un 
probl^me  ind^termin^.  £n  efi'et»  on  pent  choisir  arbitrairemeol 
sur  les  faces  troia  points  c,  Q',  D,  comme  iitant  1m  centrei  die 
preasion  sur  lea  troia  jqinta»  c'eat-il-dire  lea  pointa  ptat  l^aqoeb 
passent  lea  r^aultantes  Q  et  ('  dea  r^stanoea  dea  eppoia  Ai 
et  A'B',  et  la  n&sultante  P  ou  P'  dea  presaiona  que  lAaiM 
dea  deux  corps  exerce  aur  Tautre;  La  dftenniMitioii  de  aA 
forcea  Q  >  Q'  et  P^  en  grandeurs  et  eO  direetions*  s'MMtl 
alors  par  le  prooM^  employ^  au  humtro  197. 

On  pent  auasi  obienir  graphtquehdent  une  aoluiiM  flu  pm^ 
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bifemd  :  oil  (A^tldhl,  jsar  iBxetnple,  stii*  P  tin  point  G  t'Ouf  la 
i^feneontti}  des  deut  fort^  (|f  6t  P  ftvec  lesqtielles  F  est  en 
equilibre;  on  tracera  arbitrairem^ht  EC  et  KD  coUpant  les 
d«ti!i  Joints  AB  el  LM ;  puis,  en  d^cotnpotont  Ifl  force  F  ^ui- 
f  Ant  ces  deux  directions^  bn  en  coticlura  les  intensit^d  de  Q  et 
tf^  P.  On  proiobgtSM  ED  poui"  avoir  ekl  DE'  la  direction  de 
Ml  pressioh  F  tgM  el  bpposte  ft  F :  on  |)reridra  la  i'^sultatite 
des  d«Ui  fbirces  connues  F'  et  F';  sa  dii^ettlon  E'C  et  doh 
intensity  feront  connattre  celles  de  Q'  qiil  lui  est  opposte  6t 
Agate ;  liiaift  ln  solution  tie  seM  admissible  qu'iaUtant  que  Tin- 
ti&rtecti(»n  C  se  trouvera  entre  A'  et  B'. 

Utie  toltition  queleohque  i6tant  obtenue,  bn  t)Oiirni  immMia- 
l«m«UI  etl  obtenir  autant  d'autres  ^ti'on  voudra.  En  effet,  a^nt 
tfae^  le  polygene  CEE'C  dontles  irois  c(^t4s  sont  sur  les  dt^- 
fMtiotiS  de  trois  forces  9,  P  ei  Qf  (jui  constitdfenl  tine  pk^ 
mi^re  sblution  du  problfettib,  il  ^tifflra  d'en  tracer  Un  Autre,  tM 
que  G^fi|E.G  p  parall6le  au  pi^einiei^  et  ayatit  eomm^  iui  les 
devix  sdmttiets  E|E',  sur  les  directions  des  forces  F  el  F'.  Lto 
^es^ions  Q^^  1^^  ^t  Q\,  borrespondantes  &ce  second  pblygohS, 
auront  ^videmment  les  m^mc^  int^nsit^s  que  Q^  P  et  lUf,  thilte 
les  centres  de  pressions  C^,  D,  et  G'^  serool  diffl^rents. 

A  cbaqne  syst^me  de  trois  pressions  totales  formant  ce  qu'on 
peut  appeler  un  polygone  des  pressions  (qu'il  ne  faut  pas  con- 
fondre  avec  le  polygone  des  centres  de  pression  tel  que  CDC)  et 
satisfaisant  avec  les  forces  F  et  F'  aux  conditions  de  P^qui- 
libre,  r^pondra  sur  cliaque  joint  une  repartition  des  pressions 
qu'on  Irouverait  par  les  rormules  des  num^ros  3i2  et  3i4t  6t 
notamment  ia  pression  extreme  par  unite  de  surface  qui  aurait 
lieu  dans  ce  joint  k  son  ar^te  la  plus  rapproch^e  du  centre  de 

Mail  le  probltoie  lofait  d^lermin^  isi  les  Ct^ntre^l  d«  pti^ 
Bioil  Q,  €'  el  D,  et  le  systtoie  cbrrespondant  de  forces  ^,  if 
el  Pt,  devaienl  ^re  tele  que  ies  pressions  rapportee^  &  Tbtlite 
d«  sttifcce  aytni  lieu  arnc  trois  «t^es  de  joint  les  plus  pM^ht^ 
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des  points  C,  C  et  D  fussent  aussi  petites  qu'il  serait  poasiUe. 

A  quel  caract^re  reconnattra-t-on  que  cette  conditioQ  de 
moindres  pressions  est  remplie  ? 

Premiirement,  les  trois  centres  de  pression  lea  plus  ikTon- 
bles  ne  peuvent  £tre  tous  d'un  rnSme  c6t^  de  la  ligne  joignani 
les  milieux  des  trois  joints.  Car,  en  les  rapprocbant  des  milieax 
par  ie  transport  parall^le  du  polygone  des  pressions,  on  ne 
changerait  rien  aux  pressions  totales,  niais  on  diminuerait  les 
trois  pressions  extremes. 

Secondement,  lorsque  les  trois  centres  de  pression  conslituant 
une  solution  quelconque  sont,  un  d'un  c6t^  et  deux  de  I'aatre 
c6t6  du  polygone  des  milieux,  si  ces  trois  pressi<Nis  extremes 
correspondantes  ne  sont  pas  toutes  egales,  on  pent  toujoon 
diminuer  la  plus  grande  ou  les  deux  plus  grandes  en  augmen- 
tant  la  plus  petite,  soit  par  Ie  transport  parall^le  du  polygooe 
des  pressions,  soit  en  Ie  faisant  touriier  d'un  petit  angle  sans 
changer  Tun  de  ses  somroets.  Nous  croyons  devoir  nous  boroer 
au  simple  ^nonc^  de  cette  proposition  presque  ^vidente,  dont 
la  demonstration  rigoureuse  exigerait  des  details  minntieuz 
pour  embrasaer  tous  les  cas  possibles. 

Nous  en  conduons  que, 

Pour  qui  un  systhne  de  centres  de  pression  correspondent  les 
moindres  pressions  extremes,  il  faut  que  ces  trois  pressionSy  s'exer- 
pant  de  difflirents  edtis  de  ta  ligne  joignarU  les  milieux  des  joints, 
soient  igoies  entre  elles^  et  cette  condition  sufflt  pour  determiner 
ks  moindres  pressions  possibles,  k  moins  que  T^lit^  des  trns 
pressions  extremes  ne  puisse  se  reiser  de  plus  d*une  maniire, 
comme  dans  Texemple  suivant. 

RnuLiQci.  Suppose  que,  soit  par  un  procddi  de  tAtonnement, 
soit  par  une  m^thode  directe,  on  parvienne  k  la  solution  ia  plus 
bvorable,  dans  laquelle  les  trois  pressions  extremes  des  deux 
corps  entre  eux  et  sur  leurs  appuis  seront  igales  et  les  moia- 
drea  qui  sont  possibles,  il  faudra  se  garder  de  croire  que  cet 


STABniTfi  BBS  TOUTBS.  485 

^at  des  actions  mutuelles  des  corps  consid^rte  se  r^isera  ne- 
cessairement  sous  Taction  des  forces  donn^es  F  et  F' :  I'^tat 
qui  existera  rieilement  dipendra  des  circonstances  de  la  pose 
des  deux  corps  sur  leurs  appuis.  S\,  avant  de  les  abandonner 
aax  forces  definitives  F  et  F',  on  ies  surcharge  momentan^- 
ment,  il  en  r^sultera  des  d^piacements  de  centres  de  pression 
et  des  accroissements  de  pressions  extremes  qui,  par  Teifet  du 
frottement,  subsisteront  au  moins  en  partie  aprte  la  suppression 
de  la  surcharge.  G'est  ainsi  qu'un  coin  fortement  enfonce  et 
comprim^  entre  deux  appuis  ne  cesse  pas  d'y  exercer  de  grandes 
pressions,  m6me  quand  on  supprime  la  charge  qui  Ta  mis  dans 
cat  6tet. 

517.  Cas  parttenlier.  Deax  eorps  pesanto  sym^triqnes.  — 

Les  deux  corps  lE^,  I'E^  (Gg.  125)  sont  sym^triques  par  rapport 
au  plan  vertical  E^H^  et  terminus  en  avant  et  en  arri^re  du  plan 
vertical  de  la  figure  par  deux  plans  qui  lui  sont  parall^les;  les 
deux  forces  P  et  P',  resultanlesdecellesquilessollicitent(in- 
dependaInment  des  rtections  des  appuis  en  EI^  E'l'  et  des 
pressions  mutuelles  en  E^IJ,  sont  verticales,  dans  le  plan  de  la 
figure,  dgales  entre  elles ,  et  k  ^gales  distances  de  E^H.  On 
conclut  imm^diatement  de  cette  sytn^trie  que,  les  ^Tconstances 
de  pose  6tant  suppose  les  m^mes  k  droite  et  k  gauche  de  E^I^ 
les  actions  mutuelles  qui  s'exercent  de  part  et  d'autre  dans  le 
voisinage  de  ce  plan  de  sym^trie  lui  sont  perpendiculaires,  et 
nous  n'avons  k  nous  occuper  que  de  Tun  des  deux  corps  pour 
determiner  les  pressions  qu'il  subit.  Soient 

l^=:E^I^  la  longueur  du  joint  commun  aux  deux  corps, 
2 = EI  la  longueur  du  joint  d'appui, 
C^  le  centre  de  pression  sur  le  plan  E^I^, 
N  la  pression  totale  exerc^e  sur  ce  plan  par  le  second  corps, 
s^  la  distance  I^G^, 

Q  la  r^sultante  des  forces  P  et  N,  dontle  point  deconcours 
est  M, 
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p  le  centre  cte  pre^^iop  m  \^  im^  VH% 

z  Ifi  di^aape  IC, 

MF=PIt  ^(li§t»pcert^^ho^wqUl^  iq  mmsA  !•• 

:f =fps  |§  distance  (}e  i  i^  la  fofoa  P. 

a:=f:i.N  ^aQg|^d^  £1  yv6cIavevtic|leQu^l«Aonmlifiii 

au  joint  m  av^p  I'borizoq, 
^  =  QUN  rapglei  de  l^  ^<^  Q  ^Y^c  rhqriim^ 
4f=;llfiV  I'mglp  fie  dpQJt^  m  ftvec  I'boFaon, 
;»•  at  p'»  IBS  praosions  pm*  ^^^ii  da  wrfpce  iw  iMMc  it 

et  Pol 
|i  et  p  |es  pf essioM  iiqalogu^s  eq  |  et  en  B. 

Les  quantity  P,  Z^,  2,  x,  y,  a,  sont  donn^es ;  iV  et  z^  sent 
deux  inconnues  principales  qfi*il  ^*agit  (]e  ^^terfpin^  de  foa- 
ni^re  que  les  plqs  grandes  dea  pres^jon^  p,,  j^'^i  J»;  f\  |P^- 
nues  fonctipns  <|p  N  pt  de  z^>  soQf  aus^j  p#ti(ps  qu'[|  ^t  po$-. 
sible  ^  Q,  z,  9  et  <]»  sont  des  ioconpues  ^uxilinlres. 

O'abopd  QXi  a  las  fortnules  conni^e^  (312] 

-'('-T)f«^='ff-')? 


0 


Chercbons  k  expripier  p  et  ;»'  en  fonptiq^g  4^  ^  ^  {1^  f|^ 
Les  triangles  CIBf  et  |R])I  donne^ 

sin_W;--9)_    X    sin(<j^  — y) 
'         •  cos(a — y)  ^^  cos^  cos(a  —  9) 

et  on  a  d'ailleurs 

_  P 
sin  9 ' 

En  substituant  ces  expressions  de  z  etde  Q  dapa  calle  de  f , 
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on  a 

_         2P         /2po^((t-(p)       2x  sin(4;  — y)\ 
'^      /cos  (a  —  9)  \      si^  9     ^       I    sin  9  cos  4'/ ' 

/cos{a  — (p)\Tang9  f   tangf  '    I/' 

d'oii,  eu  egard  aux  relations 

tang(p=-    et    tang^=^^-j-^ , 
on  Gonclut 

On  trouve  de  m6me 

f>4-p  — -J-  . 

Maintenant,  pour  satisfaire  w  proljl^ipe  propose,  ||  faul  4'a- 
bord  aue  I'on  ajt.  attendu  q«e  Ips  ceptrf ^  de  prpssjops  f:^  el  C 
doivent  dtre  (Jes  diff^reqts  cdt^s  de  ia  ligne  des  milieux  des 
joiBta,  ou 

«.<|,    *>|,    ei    P.  =  P'. 


ou 


?,>2*»     *<2     Pt     »'.=FP? 
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Dans  le  premier  cas,  on  a 

et  dans  le  second, 

Mais  ces  relations,  nteessaires  pour  que  les  pressions  an 
points  les  plus  charge  des  trois  joints  EI,  EJ^,  EY  soieai 
<^ales,  peuvent  6tre  r^lis^es  d^une  infinite  de  nianitoes,  puis- 
que  9  ^tant  une  fonction  implicite  de  iV,  d'aprte  la  relation 
3rtang9  =  P^  les  deux  inconnues  N  et  z^  ne  soat  assujetties 
qu'k  une  ^nation  dans  chaque  cas.  Pour  trouver  la  solution  k 
laquelle  correspondrait  la  moindre  valeur  des  trois  presaons 
^ales,  aucune  m^thode  ne  serait  probablement  preferable  aa 
proc6de  fort  simple  de  tfttonnement,  qui  consisterait  k  attriboer 
k  Tune  des  Inconnues  une  suite  de  valeurs  pour  cbacone  des- 
quelles  on  d^terminerait  facilement  I'autre. 

On  simplifierait  ces  calculs,  dont  il  suffit  que  les  rteltats 
soient  approximatifis ,  en  remarquant  que  si  la  distance  des 
milieux  des  deux  joints  EI,  E  J^  est  assez  grande  comparati- 
vement  k  leurs  longueurs  I  et  l^,  Tangle  9  difi%repeudecelui 

qui  correspondrait  aux  valeurs  Zo^"^  ^^  z=:-.  Onluiassi- 

gnerait  done  cette  valeur,  et  alors  les  deux  derni^res  Equations 
n*^tant  que  du  premier  degr^  relativement  k  chaque  incoonue 
consid^r^e  s^par^ment,  on  ferait  varier  z.  dans  la  premiere  de 

-  k  -^  et  dans  la  seconde^  de    ^   ^  -t«    ^^  calculerait  les 
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valeurs  correspondantes  de  N,  pais  celles  de  s ,  ii  I'aide  des 

relations  2Vtang(p  =  P  et  xtB,n%f^i=:y+z^;  enfin,  en  ex- 

ciuant  les  valeurs  de  z^  et  de  Ny  qui  ne  correspondraient  pas 

I  21 

k  des  valeurs  de    «>  -  et  <—  ,    on  calculerait  les  valeurs 

de  p^  et  de  p^'  dont  on  reconnaltrait  le  minimum. 

518.  Coarbe  des  pressions  d'nne  Tottte  em  beveeau.— Soit 
nne  vo&te  ou  plus  g^neralement  une  suite  de  corps  solides  en 
^uilibre,  dont  les  deux  extremes  reposent  par  des  faces  planes 
sur  deux  appuis  fixes,  et  cbacun  des  autres  est  en  contact  avec 
les  deux  voisins  suivant  deux  plans.  Chaque  corps  ou  voussoir 
est  soumis  k  des  forces  ind^pendantes  des  reactions  des  corps 
voisins ;  ces  forces  ont  pour  chaque  corps  une  resultante  que 
nous  d^signons  en  general  par  F.  Toutes  les  forces  F  sont 
suppos^es  dans  un  m^me  plan  auquel  les  plans  de  joints  sont 
perpendiculaires. 

Les  voussoirs  etanl  supposes  sans  adherence,  leurs  actions 
mutuelles  ne  peuvent  £tre  que  r^pulsives^  en  d'autres  termes, 
elles  constituent  des  pressions,  et  les  forces  qu'un  voussoir 
exerce  sur  Tun  quelconque  des  deux  corps  avec  lesquels  il  est  en 
contact  ont  une  resultante  passant  par  un  point  C  situe  dans 
)*etendue  de  la  face  de  joint.  Ce  point  s'appelie  centre  depression. 

Si  par  la  pens^e  on  r^unit  deux  k  deux  les  centres  de  pres- 
sion  cons^utifs  de  tons  les  joints^  on  a  le  polygone  des  centres 
de  pression ;  et  si  Ton  imagine  les  joints  infiniment  rapproch^s, 
la  suite  des  centres  de  pression  est  une  courbe  qu'on  appeile 
souvenl,  pour  abr6ger,  courbe  des  pressions. 

Si  Ton  ne  connatt  que  les  dimensions  de  la  vodte  et  les  forces 
Fj  la  rechercbe  de  la  courbe  des  pressions,  qui  depend  en 
r^lit6  des  circonstances  de  la  pose,  est  un  probl^me  indeter- 
min^;  mais  trois  autres  donnas  suffisent  pour  determiner  cette 
courbe,  comme  on  va  le  voir.  Distinguons  quatre  cas. 

Pbbvibb  cas.  Si  Ton  connalt  (fig.  126)  un  point  €^  de  la 
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cpurbn  cjang  le  joiRt  H J,  et,  4e  bIu«,  l'ii)tep^|4  fsl  I>Pgle  «fw 

Yint  ca  jpiqt,  celq  $uffira  pour  ^n  copclqre  {e  cpptre  4e  pre^ 
sion  C,  sur  un  joint  pris  k  v^font^  E,l^.  Soit,  eneffet,  F,  h 
r^sultante  des  forces  F  qai  |olliciten(  les  vonssoirs  compm 
entre  E,I,  e\  jfi,|,,  Ep  cpmBA^Dt  Qt  ?epr&^l6e  par  A« 
et  F,  repr^nt^  par  AD,  on  obtient  pour  r&uUante  repie- 
aent^e  par  AH  la  presaion  <^^,  qui  a'exerce  sorle  joint  E,I, 
et  ie  point  G,  de  la  courbe  chereh^e. 

DBUKitaB  CAB.  8i  I'on  connatt  les  deux  points  €,  et  C,  et 
I'anglede  0,  avec  CJ,,  enjoignant  A,  intersection  des  direc- 
tions donn^es  de  Q^  et  de  F  ,  avec  le  point  donn^  G.,  et  en 
acbevant  le  parall^logramme  dont  le  c6tA  AD  est  donn£,  oo 
Irouve  Q,  et  <^,,  et  Ton  rentre  dans  le  cas  prteddent  pour 
la  determination  de  tout  point  de  la  courbe  autre  que  G^  et  C,. 

TaoisilMB  CAS.  Si  Ton  connatt  deux  points  G,  et  G^  (6g.  IS7), 
et  la  situation  angulaire  de  la  n^action  Q  inconnue,  quis'exeroe 
sur  le  joint  donn^  EI,  dont  ie  centre  de  pression  C  est  id- 
connu,  on  determine  comme  il  suit  ce  point  G  et  I'intensit^  (}. 
Soient 

f,  I^f^sult^qtedes  fqrces  f  c[u|  f|gi$sent  ^nlre  les  joiqts  f\ 

^,  la  di^t^nce  pftnpije  de  F^  ^u  p9ipt  jC,; 
f^^  1^  (Ijst^QCp  ipconpue  de  jfL  force  Q  au  p£(9^  Pfiint*, 
f ,  la  r6sult9p|e  fi^  toute§  les  fprces  ponnues  f  cjpi  agi§^g( 
epjre  Ifi  t^iit\e  jpjnf  |EJ  pi  Ie  jojnt  p,I,,  ije  ^rt^  giig 
F,  comprend  jfpplipir^mqnt  ||^  r6su}{snte  partie}|e  f^j 
k^  la  ({i$tappe  copnqe  dq  f,  au  pojnt  G^} 
S  ^  di§^Bce  ijiconpi^e  de  la  fpfpe  (?  ^u  m^rfle  pqip}  ^; 
^=^«— i,  1^  flj|ferepce  connue  de  h^  et  ^e  ^^ . 
Li'<k[uilibia  de  la  partii  de  voftt«  Sil,fi|  dponn  {'oquitiM 
de  momenta  autour  da  C, : 
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Ces  deu;^  ^iiations^  joints  ^ 

*  —  Wj  •^  *!  I 

Ai^vmmi  01  *t  ftii  HI  Rw  fiQn§6queBt  i4  point  c. 

QoATEiftHB  CAS.  Si  I'oii  coDnatt  trois  points  C,  C^  et  G,  de  la 
courbe^  connaissant  aussi  les  deux  r6saltantes  F,  et  F,  pre- 
cSdemment  d^finies,  on  proc^dera  comme  au  num^ro  197.  On 
cherchera  la  pression  Q  concentrde  au  point  C,  par  exemple, 
en  la  d^composant  en  deux  forces,  suivantdenx  droites  prises  h 
volont6;et  deux  Equations  de  moments,  Tune  autourde  C,  pour 
r^quilibrede  EII,E,^  Tuutre  autour  de  C,  pour  T^quilibre  de 
EII^E,,  d^termineront  les  deux  oomposantes  inconnues.  On 
86  retrouvera  encore  ainsi  ramen^  au  premier  cas,  pour  ache- 
ver  la  construction  de  la  courbe. 

319.  CondltloBS  de  Im  atablllM  d'vne  Totiile.  —  On  peut 
rMuire  ees  eonditions  k  deui : 

i^  II  faut  qu*il  seit  possible  de  tracer  des  eouvbes  de  pves- 
sions  qai  traversent  tpus  les  joints  el  nen  leuvs  prolongementp 
auHlessQUS  de  rjntrados  et  au-dessus  de  Textvedqs  de  la  voftle, 
06  qui  exige  que>  pour  une  voAte  4e  dimension^  donniies,  les 
nq^ports  dee  forces  F  reslent  renferRiis  dans  oertaines  limites. 

Qf^  Pprmi  les  diverses  courbes  de  pcessjons  possibles,  eu 
^gitd  aux  dimensions  et  aux  forces  doaaies,  il  liiut  qu'il  y  efi 
ait  au  moins  une,  telle  que  la  pression  lapportee  k  YunM  de 
surface  qui  ea  rtsulte  dans  diaque  joints  pr^s  de  l^av^t^  la  plus 
rapproch^e  de  la  courbe,  soit,  pour  tons  les  joints,  inf^rieure 
ou  tout  au  plus  egale  k  la  valeur  que  compode  la  cteistance 
linitte  des  matiriap^  de  la  voftte. 

ilyidemmeBt,  paiw  a^rraev  que  la  seconde  ocuidition  p'est 


] 
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pi8  remplie,  il  ne  soffit  pas  de  tracer  one  coarbe  de  pressioK 
qui  satisfasse  k  la  premiere  conditioD,  et  de  vMfier  que  eette 
courbe  de  premier  essai  donne  lieu  k  de  trop  grandes  pressioBs 
extremes  s'exercant  prte  des  aretes  oil  la  pression  par  unite  de 
surface  a  la  plus  grande  valeur  :  on  ne  pourra  s'arrdter  k  celte 
conclusion  native  que  lorsqu'elle  s'appliquera  k  la  courbe  la 
plus  favorable,  qu'on  peut  qualifier  la  courbe  de  moindre  man- 
mum  de  pression,  et  que  nous  appellerons  plus  simplenient  h 
courbe  de  moindre  pression. 

Ici  trouvent  leur  application  les  considerations  exposdes  an 
num^ro  316,  et  qui  font  voir : 

1<*  Que  la  courbe  de  moindre  pression  ne  peut  se  tronver 
toute  d'un  c6te  de  la  courbe  des  milieux  des  joints; 

S""  Que,  pour  que  les  plus  grandes  pressions  extremes  qm 
r^poudent  k  une  courbe  soient  aussi  petites  qu'il  est  possible^  Q 
faut  que  ces  pressions  rapport^es  k  I'unit^  de  surCace  soieot 
^ales. 

Nous  aliens  traiter  comme  exerople  un  cas  particulier  ties- 
fir^uent  dans  la  pratique. 


580.  V^ate  ea  bereea«  •yBu^Mqwe.  —  Consid^rons  one 
voiite  en  berceau  form^  de  deux  parties  exaclement  symetri- 
ques  (quant  it  leurs  dimensions  et  k  leurs  poids)  relativement  aa 
plan  vertical  passant  au  milieu  de  la  clef.  De  plus,  les  droon- 
stances  de  la  pose  sont  suppos^es  avoir  6ii  les  nitoies  poor  les 
deux  moiti^s  de  cette  voiite,  de  sorle  que  les  actions  mutuelles 
qui  s'exercent  de  part  et  d'autre  dans  le  voisinage  du  plan  de 
sym^trie  sont  horizontales  et  perpendiculaires  k  ce  plan.  Noos 
n'avons  ainsi  k  nous  occuper  que  d'une  moiti^  de  la  voClte,  doot 
nous  supposons  d'ailleurs  la  dimension  parall^le  aux  aretes  do 
berceau  ^ale  k  1  m^tre. 

La  demi-vo(^te,  dont  la  pouss^e  IV  k  la  clef  est  ndcessaire- 
ment  horizootale  k  cause  de  la  sym6trie  suppose,  est  reprtea- 
iie  par  la  figure  428,  dont  la  partie  sup^rieure  est  une  repro- 
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ductioD  de  la  figure  125,  au-dessous  de  laquelie  se  trouve  indi- 
qu^  le  reste  de  la  demi-votite  jusqu'k  sa  naissance  E,I«.  Nous 
conservoQS  toutes  les  notations  convenues  au  num^ro  347;  mais 
le  joint  EI  est  un  joint  interm^diaire  quelconque  situi  entre  la 
.clef  et  la  naissance  et  faisant  avec  la  verlicale  Tangle  indeter- 
mind  a;  la  quantity  P  est  le  poids  delapartiedevoilte  EII^E^, 
y  compris  sa  surcharge  suppos^e  verticale,  s'il  y  en  aune;ce 
poids  P  varie  done  avec  a,  ainsi  que  les  longueurs  I,  y  et  jc, 
la  force  Q,  la  distance  z,  les  angles  9  et  <{;,  les  pressions 
p  et  p'. 

A  la  naissance  E,I,  correspondent  des  quantity  analogues, 
savoir : 

P^  poids  de  la  demi-voftte  et  de  sa  surcharge  verticale, 

l,:=EI,  longueur  du  joint  de  naissance, 

Q^  la  r^sultante  des  forces  P,  et  N,  dont  la  rencontre  est  en  If  ^, 

z^  =  I^C,  la  distance  du  centre  de  pression  G,  k  Tintrados, 

y,=H,I^  la  fl^che  de  la  vodte, 

x^=I^K,  distance  de  I^  &  la  force  P«, 

a,  Tangle  de  E,I,  avec  la  verticale  ou  de  la  normale  k  E^I. 

avec  Thorizon^ 
<p,  Tangle  de  Q^  avec  Thorizon, 
^f  Tangle  de  la  droite  1,111,  avec  Thorizon, 
p^  et  p'  les  pressions  par  unit^  de  surface  en  I,  et  E,. 

Si  Ton  attribue  aux  quantites  z^  et  iV  des  valours  compa- 
tibles avec  Tequilibre  de  la  voi^te,  il  en  r^sultera  une  courbe  de 
pression  comprise  entre  les  courbes  d'intrados  et  d'extrados, 
et  concaves  comme  elles  vers  le  bus.  II  sera  facile,  un  joint 
quelconque  EI  ^tant  donn£,  de  calculer  ou  de  trouver  par  une 
construction  grapbique  la  pression  totale  sur  ce  joint,  et  d'en 
conclure  la  plus  grande  pression  extreme  par  mitre  quarr^, 
laquelie  sera  p  ou  p',  k  Tintrados  ou  k  Textrados,  suivant  que 
la  courbe  traversera  le  joint  au-dessous  ou  au-dessus  de  son 
milieu. 


Ifom  but  rittttit  d«  tMuter  le  gAdi^  de  VU«o/ft  de  i,  et 
d6  iV  ^u(}uei  litt^^^polldraU  Ift  courte  dd  t>fe*^sMh  la  t>lu8  flto- 
rttble  k  la  b^sistdhbe  des  thatftriatii,  c*e8t-ft-dit^e  atiquel  ctnm- 
^tldrUt  111  tiibihdre  Vftleut*  poil^  la  pltik  grande  des  preisMis 
extf^fti^,  Dbas  hetnkht|dons  d'abord  qtie  6ett^  cbuMbe  it 
itii»indte  fflajciMuhi  de  (thk^siUi  lie  |)eut  pUS  Site  tonie  d\»fi 
ht^ine  cOi(S  dfe  la  cotit^be  des  lUiKlltti  dea  Jbints,  pstH^  que  a 
tine  bdiirbe  iSlklt  iiUk)t)bs^^  aiii§l  [iiac^e,  on  pdlimit,  ^kn&  altdKr 
M  )3i^^Slofi  Ny  ni  ttai*  Md^dqdeht  i^  p^e§sions  totiltes  itit  tods 
les  joints^  rapprocher  partout  la  courbe  de  celle  des  mili^i,  ^ 
pl^t  mi,  dimiddet'  16s  j[)r^s^idh^  paf  dnitti  d6  mfh^  pmde& 
aretes  les  plus  charg^es  de  toute  lavoftte. 

II  n*est  pas  aussi  facile  de  voir^  mais  il  n'est  pas  moins  vrai, 
au  moins  dans  les  circonstanced  ordinaires  de  la  pratiquei  qoe 
si  la  courbe  du  moindre  maximum  de  pression  passe  aa-deisos 
(iu  milieu  de  la  clef,  elie  doit  passer  aussi  au-dessus  du  milieu  da 
joint  de  naissance,  et  que,  dans  Tintervaltei  elle  doit)  par  coa- 
s6quent,  passer  au-dessous  de  la  courbe  des  milieux  des  {oints; 
dans  le  cas  contraire,  elle  doit  etre  au-dessous  de  la  courbe  des 
milieux  a  la  clef  et  k  la  naissance  et  en  partie  au-dessus  dans 
rintervalle.  Pour  une  voiite  donn^Ci  Tunde  cesdeux  casr^ise 
seul  la  condition  du  moindre  maximum  de  pression,  et  on  le 
reconnatt  k  ce  que  les  pressions  extremes  aux  trois  aretes  les 
plus  charg^es  sont  egales. 

L\k  fetherche  tid  joint  idojfed  Oil  ft  li§tt  la  pld§  grallde  pres- 
ikbtl  etthemt^  e^t  la  ^^dle  difficult^  de  la  que^ttota  t  on  le  deteK 
midtiHi  pdi*  Vbie  de  tMonnettieht;  Soit  fit  la  {kttiUbil  ^pbstlt 
Ai  t6  poM;  il  s'ftgit  de  dgteridlner  fr  et  2,  dfe  tnanltol 
[  ^llsMk^e  k  run  des  ^yslfemes  lidivadts  d^dqUftUforiS : 

\  P.—P^         P.=  P\l 

P%=P'f      Fb=»Fi* 
DeuJK  de  ces  ^uatiohs  sdht  lill^ralferflMt  IM  nifililM  qtt 
celles  qui,  exprimant  les  egalit^  Fo=p'  ^^  P9^=P9  ^ ^^* 
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vent  vers  la  fin  du  num^ro  317.  Les  deux  autres>  qui  expriment 
les^lit^s  Po=Pi  ^t  P\=Piy  s'obtiehnent  aussi  facilemeDt 
en  remarquant  que  les  expressions  de  p^  et  de  p^  ne  different 
de  celles  de  p  et  p'  qu'en  ce  que  les  quantity  P,  ^  ^  9)  jf 
et  isoiit  ^eM)plat2^&s  par  les  tjuantitA  P^^^  >  dt,^  ^,>  ^,  6t  .r,^ 
qui  sie  rapportent  k  la  naissancd. 

Alarigu^ufjesangtes  9  et^^  sontdesfoh(itibhldfel&  force  iii- 
connue  N;  de  sorte  que  les  equations  &  r^soudre  sont  transcen- 
dantes.  Mais,  suivant  la  remarque  faite  k  la  fin  du  num^ro  317, 
ees  aDgles  different  peu  de  ceux  qui  correspondraletit  aux  Vttleurs 

*^  =  ^  et  ««=-  pour  le  premier,  «o  =  r  et   2=-  pour 

le  second;  ainsi  les  facteurs  cos  (a— 9)  6t  cos(a, — 9  J  peu  vent 
dtre  consid^r^  comme  connus  quand  ori  se  ddnne  f  anglei  a. 
Remarquons}  ea  second  iidu,  que  Tinoodhui)  z^  n'6ntre>  dati^ 
lea  quatre  ^quationsi  que  niuitipliee  par  Tautre  ineonnue  IT, 
de  sorte  que  ces  ^qlations  sont  du  premier  degr^  relativement 
aux  i'nconnues  iv  et  iv«^,  oU|  si  Ton  veut,  relativement  auit 

itHkjniiaes  2^  et  - .  On  t)&til,  en  eflTet,  les  r^iiird  cortitne  tl 

suit,  A  tt^dil  terthes^  moy^htiaiit  les  notations  di-iitit^^  Itadt- 
qU^es,  ei  l!tl  dlSsignlitit,  (mur  abi'^get  T^t^titur^,  paf  S  et  §, 
les  iinglM  A^  r^nltahtes  0  ^l  0,  atee  lei  tioi^mdles  Mtt& 
joints  sdt*  tes^ueb  elles  agissent;  liiil&i : 

±(9-a)  =  8    et     ±  (9,  -  a.)  =3,, 


a"  =  y-cos8+2icos  a-  3y, 


*3P 


i"=-yjCOsS— 3  =  *, 


a'''=-|-cos8|— /|  COS  Oi+Syo 

r'=-^cos8.+3=3»'| 
«J'"=ii^i^]{t,sittA,4-5*.). 
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'    «•  Cm: 


».<f.    Ft=P'»    P.=P^ 


»  =  — — cos8  — 3, 

c=P  (I  sin  a4-3x). 


tf'=-y.cos8,— 21,  COS  a,+3|. 


L'uD  ou  Tautre  de  ces  deux  systemes  d'^ations  seia  seal 
applicable^  seion  que,  les  calcnis  faits^  on  trouvera  la  valeurde 

u  sup^rieure  (i*^'  cas),  ou  inKrieure  (2*  cas)  k    ^ . 

La  valeur  admissible  de  Zo  ^tant  obtenue,  ain«  que  la  Ttieor 

correspondanle  de  iV,  on  en  conclura  la  valeur  fh!  on  p^  ifi 

en  r^ultera.  Puis^  si  Ton  veut,  on  obliendra  z  par  les  fonnoles 

p    ..  ,    *,.  *     sin  fdr*— ©'i  f 

pr^cMemment  etablies :   s  = 


et    tang  ^ 


-y+io 


^     sin(»<^y) 
cos 4*  cos  (9  —  a)'  ^^ 

On  calculera  de  m^me  z.  k  I'aide  des 


trois  relations  analogues  qui  se  rapportent  au  joint  de  naissanoe, 
Mais  it  restera  du  doute  sur  la  question  de  savoir  si  la  pres- 
sion  ainsi  obtenue  est,  k  un  degr^  d'approximation  suflSsant,  ie 
moindre  maximum  possible  dans  toute  la  demi-voftte.  Pour  sen 
assurer,  il  faudra,  en  adoptant  les  yaleurs  trouv^  pour  s«  et 
/V,  chercher  ia  plus  grande  des  deux  pressions  extremes  qui  eo 
rfeultera  dans  un  joint  ou  plusieurs  joints  voisins  de  celui  qni 
a  d'abord  6te  pris  arbitrairement  pour  Ie  joint  suppose  le  plus 
cbarg^  entre  la  naissance  et  la  clef.  On  attribuera  done  k  a  one 
valeur  diffiSrentede  celie  qui  aura  servi  aux  calculs  pr^cMeots; 
on  diterminera  la  valeur  correspondante  de  P;  on  prendrs  sor 
r^pure  les  valenrs  correlatives  de  <,  y  et  Xy  et  Ton  calcuien. 
comme  nous  venons  de  Tindiquer,  la  valeur  analogue  li^ 
par  suite  la  plus  grande  des  deux  pressions  extrdmes  corre»- 
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pondantes.  Ainsi,  apr^s  quelques  essais^  on  jugera  si  Ton  peut 
s*en  tenir  k  la  premiere  solution  obtenue^  ou  bien  s'il  y  a  lieu 
de  recommencer  les  premiers  calculs  en  adoptant  une  autre 
situation  pour  le  join tintermMiaire  EI,  le  plus  expose  k  I'^ra- 
sement. 

Quand  on  se  sera  ainsi  fix^  sur  les  valeurs  de  /V  et  de  z^ ,  on 
ponrra,  par  les  formules  du  num^ro  317,  calculer  les  valeurs  de 
z  ei  de  p  pour  autant  de  joints  qu'on  voudra  considerer  dans 
la  voOite,  et  Ton  tracera^  si  Ton  veut^  la  courbe  des  centres  de 
pression. 


321 .  Vo6te  en  bercean  mon  syai^iriqae.  —  Une  VOdte  peut 
n'6tre  pas  sym^trique  et  cbarg^e  sym^triquement  par  rapport 
au  plan  vertical  passant  au  milieu  de  la  clef,  ne  fCit-ce  qu'k 
cause  des  charges  accidentelles  et  irr^guli^rement  r^parties 
qu'elle  peut  avoir  k  supporter.  Dans  la  pratique  ordinaire,  ces 
charges  passag^ies  6tant  trte-petites  en  comparaison  du  poids 
propre  de  la  vodte,  on  en  conclut  qu'elles  ne  peuvent  pas  alterer 
les  pressions  d'une  mani^re  notable.  Mais  si,  par  une  exception 
fort  rare,  le  d^faut  de  sym^trie  des  charges  ^tait  considerable^ 
on  trouverait  sans  diflScuIt^  une  courbe  de  centres  de  pression 
suffisamment  rapprochee  de  la  courbe  la  plus  favorable  pour 
garantir  la  stability  de  la  vodte.  Pour  cela  on  pourrait  prendre 
arbitrairement  trois  points  C,  ,  C^, ,  C/,  d'une  courbe  d'essai, 
savoir^  un,  C^,  k  la  clef  et  deux  aux  joints  de  naissance;  ces 
points  seraient,  par  exemple,  aux  milieux  des  trois  joints  indi- 
ques.  D^s  lors,  consid^rant  les  deux  moiti^s  de  la  votite  comme 
deux  solides  in^galement  charges  et  articules  en  G,  et  G/  sur 
leurs  appuis  et  en  G^  oh  ils  s'arc-boutent^  on  suivrait  le  pre- 
cede indiqu6  au  num^ro  497  pour  determiner  les  pressions 
totales  Q^  et  Q/  aux  naissances  et  la  pression  mutuelle  Q  k 
la  clef;  puis  on  se  servirait  de  ces  forces  9t  de  la  distribution 
connue  des  charges  sur  la  voOite  pour  en  conclure^  soit  par  le 
calculi  soit  par  une  construction  graphique,  les  pressions  totales 
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et  les  centrea  de  pression  aur  deux  joints  intermMiairet  k  pen 
pris  ^aiement  ^loigD^  des  deux  naissanceB  et  de  la  clef;  on 
calculerait  en  consequence  les  pressions  par  uiiitd  de  sur&ce, 
prto  des  ardtes  les  plus  ohargtes  des  cinq  joints  oonsidArte.  8i 
les  cinq  pressions  extremes  ainsi  obtenues  differaient  asaee  pes 
entre  elles^  on  pourrait  s*y  arrdter  oomme  k  uoe  solution  saS* 
sante  du  probl^me.  Dans  le  oas  oontraire,  on  jogerail  en  qud 
sens  il  faudrait  mouvoir  le  polygone  des  cinq  centres  pour 
diminuer  la  plus  grande  pression^  sauf  k  augmeDter  la  plus 
petite,  en  remarquant  qu'iin  petit  balancement  de  ce  polygone 
change  peu  les  intensites  des  pressions  totales,  tout  en  alterant 
sensiblement  la  pression  extreme  sor  un  joint  od  le  centre  de 
pression  se  d^place  d'une  fraction  notable  du  tiers  de  la  largeor 
de  ce  joint.  On  oboisirait  en  consequence  pour  un  second  esaai 
deux  nouveaux  centres  de  pression  aux  naissances  et  un  h  la 
clef^  et  Ton  recommenoerait  les  operations  faites  pour  le  pre- 
mier. Un  petit  nombre  de  ees  t&tonnements  i^etbodiques  con- 
duirait  h  la  courbe  cherchee  que  Ton  construiraitcompietement 
pour  rendre  sensible  la  loi  de  la  variation  de  la  pression  dans 
toute  retendue  de  la  voilite* 

588 .  Dn  frottemeal  dans  les  Totltes.  —  Nous  avons  jusqu'id 
passe  sous  silence  une  condition  evidente  de  la  stabilite  d'une 
vottte  :  c'est  que  Taction  mutuelle  de  deux  voussoirs  ne  soit 
jamais  tetlement  oblique  k  letir  plan  de  contact,  qu*il  y  ait  lieu 
de  craindre  leur  giissement.  Or  le  coefficient  de  frottement  des 
materiaux  de  construction  (125)  est  sigrand^  quecette  condition 
se  trouve  amplement  remplie  par  la  direction  qu'on  donne  or- 
dinairement  aux  plans  de  joint. 

585.  De  la  repartition  4m  eiiargca  mappnUm  pa»  tne 
Toftte.  Detail  des  eaienis.  —  Les  poids  et  les  centres  de  gra- 
vile  des  diverses  patties  de  la  vo(!ite  proprement  dite  peuvent 
etre  determines  avec  toute  Texaetitude  desirable,  d'aprfa  lea 
dimensions  adoptees  et  la  densite  connue  des  pierres  employees. 
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On  peut  Element  ^valuer  k  une  approiimatioa  suffisante  le 
poids  de  Tensemble  ou  de  telle  partie  qu'on  voudra  de  la  sur* 
charge,  c'eat-ii-dire  des  mat^riaux  de  remplissage  qu'on  pose 
ordinairement  sur  les  reins  et,  le  plus  souvent,  jusqu'au-desaus 
de  la  clef.  Mais  une  question  qui  n'est  pas  susceptible  d'une  so* 
lution  incontestable,  c'esi  celle  de  savoir  comment  se  r^partlt 
oette  surcharge  sur  la  voilkte,  quelles  sont  en  intensity  et  en 
direction  les  pressions  partielles  qu'elle  exerce  sur  les  divers 
f^lements  de  Textrados.  M,  Yvon  ViUareea^  a  propose  d'ad- 
mettre  que  ces  pressions  y  sont  normales  et  t^omparables  k 
celles  d'un  liquide  d*une  deusite  ^ale  k  la  densite  moyenne  de 
la  surcharge.  Mais  Thypoth^se  la  plus  g^n^raiement  regue  est 
de  consid^rer  ehaque  voussoir  comme  supportant  simplement 
le  poids  de  la  partie  de  la  surcharge  qui  se  trouve  comprise 
dans  un  prisme  vertical  tronque  ayanl  pour  base  oblique  I'ex- 
trados  de  ce  voussoir.  Nous  adoptons  cette  derni^re  conception, 
qui  n'exag^re  pas  les  motifs  de  s^curit^  en  faveur  de  la  con- 
struction, et  qui  se  pr^te  plus  facilement  que  I'autre  k  Tappli- 
cation  de  la  th^orie  pr^cedemment  expos^e,  en  reduisant 
toutes  les  charges  de  la  votite  k  des  forces  verticales.  Un  calcul 
rigoureux  de  ces  forces  n'^tanl  nulleraent  necessaire,  on  pourra 
proceder  k  leur  Evaluation  comme  il  va  6tre  indiqu6  pour  le  cas 
ordinaire  d'une  votite  symetrique. 

Soit  IIoEoE  (fig.  i20)  la  section  vei  licale  de  la  demi-voCite. 
Soit  LL  celle  de  la  surface  supErieure  qui  termine  la  surcharge. 
On  ilivise  la  demi-ouverture  III  en  un  nombre  pair  de  parties 
egales;  supposons  en  seize.  Par  le  point  I  el  par  les  quinze 
points  de  division,  on  mfene  des  verticales  telles  que  KnLn ; 
puis  on  substitue  aux  hauteurs  enL«  quitraversentlasurcharge^ 

d'autres  hauteurs  e.L  n ,  de  mani^re  que  le  rapport    -^^-^    soit 

egai  k  celui  de  la  densite  moyenne  des  mat^riauxde  la  surcharge 
k  la  density  des  mat^riaux  de  la  voilte  propremeut  dite^  de  sorte 
que  la  surcharge  est  suppose  6tre  comprise  entre  Textrados 
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EoEdE  et  uDe  surface  cylindrique  L'oLbL',  et  &tte  formee  de 
mat^riaux  de  ra^me  density  que  ceux  de  la  voiite. 
On  mesure  k  i'tehelle  les  dix-sept  distances  verticales,  tdles 


que  IbLb  ,  que  nous  nommons  v^ ,  v^ ,  v^y  v^, 


eiqm 


sent  comprises  entre  Tintrados  et  la  courbe  L'oL',  sar  les 
droites  menees  par  les  points  de  division  de  IH. 

On  calcule  par  la  forinule  d'integration  approxiioative  de 
Th.  Simpson  (Geom.  anal.,  n""  232)  les  huit  surfaces,  telles  que 
lolnLnL'o,  comprises  entre  I'intrados,  la  courbe  L'oL',  laverti- 
cale  vo  ou  lol/o  et  chacune  des  verticales  v, ,  v^,  v^*—  ^is- 
Ainsi,  en  appelant  ^.,  ^4>...  ^,«,  ces  surfaces  (rindice  de  J 
d^signant  la  verticale  variable  h  laquelle  la  surface  se  termine 
lat^ralement),  et  en  posant 

on  a 


On  calcule  ensuite  les  huit  moments  JtLA^ ,  DILA^.,,,  pro- 
duits  de  la  multiplication  de  chacune  des  aires  A^  y  A^ ,...  A^^ 
par  la  distance  de  son  centre  de  gravity  k  la  verticale  IlLo  du 
milieu  de  la  clef.  Ainsi  Ton  a  (G^om.  anal.,  n^"  347) 

o  o 

3tt^.— 3It^,=:^(2t»,+10v,+3».),... 

Oo  calcule  les  surfaces  des  trapes  tels  que  UEhL'bL'b,  doDt 
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un  c6i6  est  le  joint  InEu  y  un  autre  c6td  est  la  verticale  InL  a 
ou  vn,  un  troisi^me  est  EnL'^n,  ^paisseur  verticale  de  la  sur- 
charge fictive  au-dessus  de  En  .  Le  plus  grand  de  ces  trapezes 
est  1EL"L'  au-dessus  du  joint  de  naissance.  Nous  d^signons 
ces  huit  surfaces^  adjacentes  aux  verticales  v, ,  v^,...  Vm, 
par  T,,  T^,...  T„. 

On  calcule  les  moments  31tT, ,  31tT^,...  OR^T,.,  ou'pro- 
duits  de  chaque  surface  de  trapeze  et  de  la  distance  de  son  cen- 
tre de  gravity  k  la  verticale  IIIo .  On  simplifie  tous  ces  calculs 
en  consid^rant  qu'une  exactitude  rigoureuse  serait  inutile  et 
qu'une  approximation  k  i/20«  pr^s  est  bien  suffisante. 

Ces  operations  pr^paratoires  ^tant  faites,  on  se  sert  de  leurs 
r&ultats  pour  obtenir  les  valours  des  quantites  P, ,  P,  x,  et 
X  qui  entrent  dans  les  Equations  [i]  et  [2]  du  num^ro  320^  sa- 
voir  :  P^  et  jt,  se  rapportant  k  toute  la  demi-voCkte,  puis  P 
et  X  se  rapportant  k  la  partie  de  voClte  comprise  entre  le  plan 
milieu  de  la  clef  et  un  joint  interm^diaire,  soit  par  exemple 
I3E, .  En  r^duisant  k  i  m^tre  la  dimension  de  la  vo(lte  perpen- 
diculairement  k  sa  section  droite,  et  en  appelant  II  le  poids 
des  voussoirs  par  m^tre  cube,  on  a 

p.=n(^..+T..)  et  (^..+Tj(iH-xj=inL^,,+3iLr.„ 
p=P3=n(^,+Tj  et  (^,-+.T.)(i,H.-jc)=art^3+jiLr,. 

La  figure  de  la  voiite  trac^e  k  une  echeile  sufSsante  procure 
d'ailleurs  les  valours  num^riquesde  la  longueur  4,  desquantit^ 
^1 '  ^1 '  ^t '  ^4  >  Qu^  s^  rapportent  k  la  naissance,  et  des  quan- 
tites analogues  I,  a,  S^  y,  qui  sont  relatives  au  joint  interm^- 
diaire  I^E,.  On  a  done  toutes  les  donnees  necessaires  pour 
former  les  equations  [1]  et  [2]  et  en  faire  Tusage  indiqueaunu- 
iD^ro  320.  Quant  aux  essais  et  calculs  subs^quents,  ils  s^ex^cu- 
tent  rapidement  au  moyen  des  calculs  preparatoires  que  nous 
venous  de  d^tailler. 

RsMAHQus.  —  II  importe  d'appliquer  aux  voiltes  la  remarque 


finale  du  num^ro  316  ;  les  dimeosious  d'voe  veftte  ilant  doB- 
n^es,  aiofii  que  left  poids  de  ses  dWeives  parties,  cm  ne  peat  af- 
firmer  que  la  repartition  des  presaiona  s'y  fera  loujours  et  spoa- 
taniment  suivant  la  loi  de  leur  moindre  roaximum.  Ce  qui  etf 
incontestable,  o'est  que  cette  repartition  la  plus  favorabk  9A 
au  nombre  des  cas  possibles;  Tart  du  eonstructeur  doitdooe 
tendre  k  la  r^aliser,  ou  du  rpoins  k  en  approcber  oooune  deb 
perfection  id^Ie,  et  Tune  dea  conditiona  neoessairea  pour  j 
parvenir  est  ^videmmeot  de  procMer  avec  une  methodiqae 
lenteur  au  d^intreoient  des  vofttes  apres  que  les  morliers  ] 
ont  pris  une  consistance  suffisante.  Au  resie,  oa  se  met  k  Tabri 
des  cons^uences  que  pourraient  avoir  les  incertitodea  des  doo- 
n^es  adoptees  par  la  theorie,  les  imperfections  ioevitaMes  i» 
Tex^cution  et  les  circonstances  impr^vuesi  en  n'adnietltol 
pour  maximum  de  prcssion  qu'une  assez  petite  fraction,  as 
dixi^me  au  plus,  de  la  pression  qui  produirait  recraaement  du 
mat^riaux  de  la  voiite  mis  sous  forme  de  petits  cubes. 

594.  VoAlea  pur  pieds^dpelis.  —  Jusqu'ici  nous  avons  COQ- 
sid^r^  une  vodte  comme  reposant  aux  deux  naissances  sur  des 
appuis  in^branlables^  et  la  question  se  r^duisait  a  examiner  si 
sur  ces  appuis,  ou  dans  quelque  point  de  la  voQte,  Ja  piressiOB 
rapport^e  &  Tunit^  de  surfaoe  excedait  neocssairement  une 
limite  impos^e  par  la  nature  des  mat^riaux^  ou  si,  au  contraire, 
cette  pression  dlait  aasea  au«Klessous  de  la  limite  eonseiliee  par 
la  prudence  pour  qu'il  Mt  eonvenable,  dans  le  cas  ou  il  s'agi- 
rait  d*une  voiite  projet^e,  d'en  r^duire  I'^paisseur  et  d^obtenir 
ainsi  une  ^oonomie  notable  sans  sacriiier  la  securifd. 

Lorsque  la  vo<ito  eat  ou  doit  6tre  ^levde  sur  des  pied$-droils« 
les  gte^ralit^s  de  la  th^rie  pr^ciidente  s'appliquenl  hnniA* 
diatement  en  consid4rant  la  courbe  des  centres  de  presnon 
comme  se  prolongeani  dans  ces  supports^  eu  egard>k  leur  poids 
propre  et  aux  cbarges  qu'ils  ont  k  supporter  de  la  part  des 
constructions  voisinea. 
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Lorsqu'il  s'agit  d'ane  voftt«  Isolde  reposant  sur  deux  pleds- 
droitS)  on  peut  commencer  par  considirer  s^pariment  la  sta- 
bility de  la  voftte  propreinent  dite;  puis^  en  partageant  un  pied* 
droit  en  plusieurs  assises,  comnle  on  a  partag6  la  demi-voAte 
en  voussoirSi  y  prolonger  la  courbe  des  centres  de  pression 
obteniie  eomme  la  plus  favorable  pour  la  votlte,  et  en  conclure 
la  pression  par  unite  de  surface  pris  de  Tar^te  la  plus  charg4e 
de  chaque  Joint.  Trois  cas  sont  alors  possibles  : 

i°  II  peut  se  faire  que^  pr^s  de  Tardte  la  plus  Gharg6e  du 
pied-droit,  la  pression  par  unit^  de  surface  soit  k  peu  pr^s  la 
m^rne  que  celle  qui  a  ^te  trouvte  pour  les  Irois  aretes  les  plus 
press^es  de  la  voftte ;  et  11  ne  reste  alors  qu'ii  dfeider  si  Ten* 
senible  pr^sente  soit  insufRsance^  soit  exc^s  de  s^curit^ ; 

l""  II  peut  sc  faire  que^  prfes  de  I'ar^te  la  plus  charg^e  du  pied- 
droit,  la  pression  par  unit^  de  surface  soit  moindre  que  le 
maximum  obtenu  en  trois  points  de  la  demi-voftte^  et  alors  le 
syslfeme  de  pressions  qui  nSsulte  du  calcul  est  le  plus  favorable^ 
la  voftte  ^tant  donn^e,  et  ii  serait  possible^  sans  changer  le 
maximum,  de  diminuer  P^paisseur  du  pied-droit; 

3"  II  peut  se  feire  enfln  que,  pr^s  de  Par^te  la  plus  charg^e  du 
pied-droit,  la  pression  par  unit^  de  surface  soit  plus  grande 
que  le  maximum  le  plus  favorable  obtenu  pour  la  voftte  seule. 
Dans  ce  cas,  s'il  s'agit  d*un  ouvrage  ex^tiut^  ou  d'un  projet 
qu'on  ne  veuille  pas  modifier,  il  faudra,  pour  connattre  to 
moindre  maximum  de  pression  possible  datis  Pensemble  de  cet 
ouvrage,  recommencer  le  calcul  en  prenant  pour  les  trois  joints 
les  plus  menaces  celui  de  la  base  du  picd-droit^  celui  de  la  nais- 
sance  et  celui  de  la  clef.  Le  trac^  complct  de  la  courbe  des 
centres  de  pression  servira  de  verification. 

Lorsque  deux  vofttes  reposent  sur  un  m^me  pied-droit,  on 
peul  etudier  d'abord  la  stability  de  chacune  d*elles»  si  elles  sont 
in^gales,  puis  combiner  les  deux  pressions  aux  naissancesavee 
le  poids  et  la  charge  sp^ciale  de  la  pile>  pour  en  conclure  les 
valeurs  et  la  repartition  de  la  pression  sur  les  assises  de  oelle-ci. 
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52tf.  StaUUt^  a'u  Hiiir  4e  MMitABemeBt.  ^  Uq  mur  eUnt 
destine  &  soutenir  un  massif  de  terre,  nous  ne  nous  proposons 
pas  d'exposer  ies  considerations  qui  peuventservir^  determiner 
la  figure  qn'il  convient  de  lui  donner,  sa  moindre  ^paisseur  au 
sommet,  Tinclinaison  de  ses  deux  parois,  ant^rieure  et  posti- 
rieure.  Nous  supposons  que  le  profil  de  ce  mur  soit  donn^,  ainsi 
que  la  density  des  mat^riaux  qui  le  composent^  de  m^me  que  le 
profii  et  la  nature  du  terrain  k  supporter ;  de  sorte  que  la  ques- 
tion se  r^duit  k  verifier  la  stability  de  cet  ouvrage.  Si,  d'une 
part,  on  neglige,  pour  plus  de  securit^^  la  cohesion  du  terrain, 
et  que,  de  I'autre,  on  considfere  ie  mur  comme  formant  un 
monolithe  pos^  sur  un  plan  de  fondation  immuable,  on  calcn- 
lera  la  pouss^e  totale  qu'il  doit  subir  et  Ton  composera  cetle 
force  avec  le  poids  total  du  mur ;  d'apres  I'intensite  de  la  r^sul- 
tante  et  la  situation  de  sa  rencontre  avec  le  plan  de  la  base,  on 
jugera  si  Tar^te  la  plus  voisine  de  ce  point  ne  supporte  pas  une 
pression  qui  excfede  la  limite  qu'impose  la  nature  des  mate- 
riaux  employes.  Lorsque  le  terrain  sur  lequel  le  mur  doit  etre 
assis  est  moderement  compressible,  il  convient  que  la  r^sul- 
tante  de  la  poussee  des  terres  et  du  poids  de  la  maQonnerie 
passe  au  milieu  de  la  base  de  la  fondation,  afin  que  la  charge  y 
soit  uniformement  repartie  et  que  le  tassement  pr^vu  s*op^re  k 
pen  prfesverticalement.  Si  i'on  consolide  la  fondation  par  un 
pilotis,  il  sera  convenable,  en  enfongant  Ies  pieux,  de  Ies  incli- 
ner  parall^lement  k  la  charge  qu'ils  doivent  supporter. 


FIN. 


Paris.  ^Typographie  llBiomm  bt  was,  me  4n  Boalerard.  7. 
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